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译者序 

本书是由美国马里兰大学 Patrick M . Fitzpatrick 教授撰写的，可以作为高等院校数学系低年 
级本科生学习数学分析的教材或参考读物.全书立意新穎，论述严谨，推理严密，表达简洁清 
晰而富有启发性，可以较好地培养学生的抽象思维能力、逻辑推理能力及空间想象能力，为后 
续课程的学习打下扎实的基础. 
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当之处在所难免，望读者不吝指正. 
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金嘉华潁长康 



刖 


本书旨在以最清晰、最简洁的方式精确地陈述数学分析的基本槪念，全书配有启发性的例 
题及有激励性的习题.我希望学生准确地掌握学科内容，了解它的连贯和含义，本书适合作为 
一学年课程，前九章关于一元函数的内容适合作为一学期课程. 

我不想过分强调习理的重 要性. 为真正理解书本内容，学生有必要做许多习理.习理设计成 
有挑战性的，以激励学生去仔细重读相关材料.有许多问题预示着未来的发展方向.学生在阅读 
本书时，应备有笔和纸，对内容全神贯注.最好的方法是在读证明之前试着自己去证明结论. 

数学分析对许多科学分支的发展有着巨大的影响.诚然，作为学科的一部分的计算算法在 
应用上的重要性，常常引发在课程中强调通晓这些算法的实现，其结果必以牺牲学科的基本思 
想为代价.尽管这些技巧是非常重要的，但若对这些算法的中心概念没有真正的理则运用 
算法的能力就会很有限.我已试图强调学科内容的统一性.数学分析不是孤立事实与技巧的汇 
集，相反，它是知识的连贯体.除了实际主題的固有重要性之外，数学分析的研究在于灌输一 
种思维的习憤，这对于真正理解纯粹数学和应用数学的许多领域是至关重要的. 

除了绝对必不可少的论題外，一些其他重要的论题以这样一种方式安排，即它们的选用不 
致扰乱课程的连贯性.那些不含有后面引用的埋材的章或节都以星号“ * ”标明. 

在这门课程的开始，就有必要证实实数的性质，它们是后续证明的基础.这已成为我的经 
验，为了在规定时间内涉及内容翔实的分析，就不可能提供从集合论的严格讨论开始的实数构 
造的细节.我选择把实数性质编辑成三组公理.在“預备知识”里，算术性质及序性质编辑成 
域公理及正性公理.在附录 A 中详细讨论这些公理的推论，它们自然是学生们所熟悉的.这 
些公理中最不为人们所熟悉的是完备性公理，在 1.1 节中给出. 

前四章的材料是最基本的.在第2章，收敛序列的性质得以证实，并给出收敛序列的单调 
性、线性性及和与积的性质的证明.完备公理的三条重要推论（单调有界序列的收敛性、区间套 
定理与列紧性定理）也得到证明.第2章为后面的连续性、极限和积分法的学习莫定基础，这些 
题材是通过收敛序列的概念处理的.第3章研究了连续函数与极限.第4章讨论了微分法. 

第5章是可选读的.学生在此将熟悉对数函数、三角函数及其反函数的性质，虽然很可能 
他们看到的不是这些函数的严密的分析.在第5章，自然对数函数、正弦函数和余弦函数是作 
为特定微分方程的唯一解，而且是在这些撤分方程有解这一暂时假定下被引进来的，并且给出 
对这些函数以及它们的反函数的解析性质的解析推导.尔后，在确定了由积分或幂级数所定义的 
可微性性质后，证明了这些微分方程确实有解，因而原先的暂时假定是可以去掉的.我们把第5 
章视为展示的良机，在其中可以把前四章的基本理论用于微分方程解的性质的研究.由于不需讲 
授本聿的全部题材，并且学生们无疑已经熟悉初等函数的基本性质，因此跳过这一章是正常的. 

第6章是关于积分的基本材料.黎曼积分的基本性质是在探索收敛的实数序列的性质通过 
被称为阿基米德-黎曼定理的可积性准则而展现出来的.第7章包含积分的深一层的论題，是 
可选读的，后继内容与第7章无关. 
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函数用泰勒多项式来逼近的研究是第 8 章的主題.在第9章，我们考察收敛于极限函数的 
函数序列，并且讨论极限函数继承函数序列中函数项的性质的方式，强调逐点收敛与一致收敛 
的区别.可以根据学时数以及课程的中心，对第8、9章的内容作适当的取舍.在这两章中仅 
有一个论題是以后所需要的，即多元函数的二阶泰勒逼近定理.我经常取第8章的前三节，以 
及一个或两个分析中的瑰宝，如魏尔斯特拉斯逼近定理、无穷次可微但不解析的函数的例子或 
者无处可微的连续函数的例子. 

多元函数的研究起始于第10章，在第10章，引进了内积与范数. IT 中没有哪一类子集 
对多元函数所起的作用能像区间对于一元函数所起的作用那样显著，正因如此，引进 R B 中一 
般的开子集与闭子集的概念，并且考察它们的基本性质，在第11章，我们研究如何把数列与 
一元函数序列的有关结果推广到『中的点序列，以及推广到定义在欧几里得空间的子集的函 
数序列和这类空间之间的映射上.以 R " 中的集合作为定义域的函数的特殊性质为背景，考察 
IT 的集合的列紧性、顺向连通性和连通性的概念.第10、11章是第1、2和3章中关于一元函 
数的内容对多元函数的延伸. 

第12聿度量空间是可选读的.学生将会看到一般理论的一些重要的具体实现，这就是函 
数序列的一致收敛概念，以及欧几里得空间子集的研究.脑子里有这些例子就能更好地品味一 
般理论.另外，还证明了压缩映射原理并用它来建立一元函数的非线性标量微分方程的可解性 
的解的存在性结果.这可以看作是简洁的一般理论为特定问瓶提供具体信息的有力例证.后面 
的任何内容都与第12章无关. 

多元函数微分法的材料包含在第13、14聿中，这两章的中心是具有连续偏导数的多元函 
数在所有方向都有方向导数，中值定理成立，因此这类函数有良好的局部逼近性质. 

第15章研究具有连续可微分置函数的欧几里得空间之间的映射.在连续可微函数的定义 
域中的每一点定义了导数矩阵以及被称为微分的对应的线性映射，该章还研究用线性映射的逼 
近，并以映射的链式法则结束.在此处和书中其他地方，需要读者懂得一些线性代数知识.整 
个 15. 1节专门讨论从 R " 到! T 的线性映射和 mxn 矩阵之间的对应，作为为学生提供可能需要 
了解的知识的一种解决办法.至于涉及线性代数的其他论題，在附录 B 中描述线性代数的基本 
论理，其中对 R 3 的线性映射与向纛对应的案例，运用两个向量的向暈积提供完整的证明，特别 
是建立了行列式与体积之间的关系. 

反函数定理与隐函数定理分别是第16、17章的主题.我尽力清晰地推述这两个定理及相 
关材料，诸如研究非线性方程组的极小化原理，这不是作为一些孤立的技术成果提出的，而是 
作为了解映射从它的线性化中可能要求继承什么性质的主鹿的一部分.这两个定理确实是如下 
方式的最清晰表达，即非线性的对象（映射或方程组）从线性通近中继承性质的方式.在课时 
数非常有限的课程中，如果决定把多元函数的积分法的重要部分包括在内，那么可以推迟讲授 
第16、17章中的材料（平面内的反函数定理除外），而从第15章直接进人到第18章. 

多元函数积分理论占据本书的最后三章.在第18章，首先对广义矩形上的有界函数定义 
积分.一元函数的大多数结果无须改变证明就可以转到多元函数.阿基米德-黎曼定理作为可 
积性的基本准则得到证明.我们还证明，若定义在广义矩形上的有界函数的不连续点集的若尔 
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当容度为 0, 则它也是可 积的. 随后，对于 IT 的有界子集上定义的有界函数，通过这种函数在 
包含原定义域的广义矩形上的扩张，考察它们的积分.对于多元函数的积分证实存在一元函数 
的积分的那些熟知的性质，如定义域上的线性性、单调性和可加性，等等.第19章证明了累 
次积分的會比尼定理，并证明了多元函数积分的变量替换定理.在第20章，本书以曲线与曲 
面积分的研究结束.我们的目标是以清晰的方式描述和证明一元函数的微积分第一基本定理能 
够从直线提升到平面（格林公式），然后格林公式可以从平面提升到三维空间（斯托克斯公式）. 
我抵制住诱惑，没有提出流形积分法的一般理论，为使得分析思想清晰，宁可不提最一般的结 
果-因为把重点放在路径和曲面的参数表示的周密处理上，所以没有提及与曲面的“拼缀”相 
关的基本技术问題. 

第 1版致谢 

本书的初稿被我的许多同亊在课堂上使用，在他们及其他人的建议下改进形成了本书的终 
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和出版人员，正是由于他们周到和专业的帮助才使本书顺利 出版. 我特别要感谢我的老师及我 
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集合与函数 

对于集合元素 * 是/4中的元用 * 或》在 >4中表示. * 不是4中的元用 * 表示 . 4 
的元常称为4中的点.两集合相同当且仅当它们有相同的元.集合通常用大括号表示 . UI * 
满足的条件 丨表 示的是 * 的条件得到满足的那些元素的集合. 

设/4和是两集合.当且仅当>1的每个元素都是的元时，称4是的子集，用或 

表示.两个集合4和 B 的并是属于4或属于 B 的所有元素的集合，用>4 UB 表示.即 4 Ufl = 
4丨欠£4或*£^|.这里，或一词没有相互排斥的意思.因而，既属于4又属于 B 的点也厲 
于泌 UU . >4和 B 的交是同 时腐于 4与 B 的所有点的集合，用 AflB 表示.即 = 
U I x^A fiaceBl . 给定集合4及 B , 4在 B 中的余 （ complement ) 是属于 B 但不属于/!的所有 
点的集合，用表示.特别是，对于集合丑和点* 0 , U 0 f 表示中不 等于％ 的点的集 

合.不含任何元素的集合称为空集，用0表示 • 

给定两个集合4与沒，由4到 B 的函教是指一种对应，该对应把4中的每个点与 S 中的某 
个点相联系.通常用/: 表示这样一个函数，对于>1中的每个点 x , 在及中与它相联系的 

点用 /(*) 表示.称集合4为函数/: i 4-. fi 的定义城，定义/ : A — B 的象是丨 y I y =/(*), 
xbA \ t 用 / M ) 表示.如果 /(4)= fi , 则称函数/: >4— B 是映上的.如果对/(4> 中的每个点 
y , 在4中有且恰有一个点 I 使得 y =/ U ), 则称函数/: 是一对一的. 函数 /•• 4一^既 

是一对一的又是映上的，就称之为可逆的.对于可逆函数/: A -^ B , fl 中的每一点在 4 中 
有且恰有一点 *, 使得 /(*>= y , 该点用 /“（ y ) 表示. 这个对应定义了函数 B -* A t 称为 
函数/: A ^ B 的反函数. 

实數的域公理 

为了进行严格的分析，就有必要理解分析赖以建立的基础.这个基础就是实数集，用 R 表 
示.当然，读者十分熟悉实数的许多性质.然而，为了弄清楚我们要讨论的基本知识，把 E 的 
性质加以整理是有益的.假定实数集 R 满足三组公理：域公理、正性公理及完备性公理.完备 
性公理可能是读者最不熟悉的，将推迟到第1聿讨论.下面描述域公理与正性公理及它们的某 
些推论. 

对每一对实数 a 与 fc ， 定义一实数为 a 与&的和，记作定义一实数为 a 与6的积, 
用 d 表示.这些运算满足下面汇集的公理. 

域公理 

加法的交 换性： 对所有实数《与 

a + 6 - 6 + a* 

加法的结 合性： 对所有实数 a ， bRc ， 


m 


(a + b) + c = a + (6 + c). 

加法单 位元： 存在一实数（用 0 表示），对所有实数 a , 满足 

0 + a = a + 0 * a. 

加法 逆元： 对每个实数 a ， 存在一实数6,满足 

a + b = 0. 

乘法的交 换性： 对所有实数 a 与6， 

ab = ba. 

乘法的结 合性： 对所有实数6及 c , 

(a6)c = a(bc) • 

乘法单 位元： 存在一实数（用1表示），对所有实数满足 

la = al = a. 

乘法 逆元： 对每个实数 O (# o ), 存在一实数 b , 满足 

ab = 1. 


分 fc 性质： 对所有实数 a , 
非平凡性 假设： 


b Rc ， 

a{b + c) = ab + ac* 
1 ^ 0. 



域公理只不过是实数具有的性质的一个记录，这些性质被认为在实数的加法和乘法中总是 
存在的. 

从域公理可以推出 e : 具有加法单位元公理中数0之性质的数只有一个.进而还可以 推出: 
对每个实数 

a0 = Oa = 0 f 

而对于任意的实数 a 与 fc , 

如果= 0,则 a = 0或6 - 0. 

加法逆元公理断定：对每个实数方程 

a + x = 0 


存在一个解 • 可以证明此方程只有一个解，称它为《 的加法 逆元，用表示_对每一对实数 
a 与&，用 

a-^ma + C-6) 

定义它们的差，用 a 表示 • 

域公理也蘊涵具有乘法单位元公理中数1之性质的数只有一个.对每个数乘法逆 
元公理断定方程 

ax ^ 1 


有一个解.可以证明只存在一个解，称它为 a 的采法逆元，用〃_ 1 表示.于是，对每一对实数 
o 与6卢0,定义它们的商为 


© M 預备知识_中的这钱论断以及后面的一些论断的驗证将在附录 A 中给出 • 
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a , -i 

T aa6 * 

用 a /6 表示.验证前面提到的域公理所葱涵的结论及这些公理的下列为人们所熟知的推论是一 
种冗长乏味的代数 练习： 对任意的实数《及^#0， 

-(-a) = a, ( b' 1 ) = b 9 ( - 6) _1 - - 


实数的正性公理 


在实数中存在着序的自然 槪念： 大于、小于，等等.通过说明正数集所满足的一组公理来 
界定有关的性质是较简便的方法. 

正性公理 

存在一实数集，称为正教集，用 p 表示，它具有下列两条 性质： 

P 1 如果 a 和 b 为正，则 a 6 和 a + 6也为正_ 

P 2 对于实数 a , 下列三个选项中只有一项 成立： 

a 为正， - a 为正 ， a = 0 . 

正性公理以自然的方式产生实数的序：对于实数 a 与定义《>6意味着为正，而 
意味着 n 或者定义意味着 6> a ， 而 a 矣6意昧着 
运用域公理及正性公理，可以证实以下人们熟知的不等式的性质（见附录 A ) : 
i . 对每个实数《#0, a 2 >0. 特别地，由于1卢0且1=1 2 ,因而1>0, 

H . 对每个正数 a , 它的乘法逆元也是正数. 
iii - 如果 a >6,则 

ac > ,若 c > 0， 

ac < 6 c ， 若 c < 0. 

区间记号 

对每一对满足《 <6的实数^及定义 

(a t 6) s I ac e R I a < % < b \ f 

[ o ,6] = \x g R \ a ^ x ^ b \ f 

( a f b ] s {x e R I a < x ^ b \ 9 


以及 

[a= I x e K \ a ^ x < b \ t 

另外，以下列的方式使用符号《及-«>是方便的.定义 

[a 9 oo ) ^ \x s R \ a ^ x\ 9 
(一》，6] * U e R I jc ^ 6| t 
( a t oo )= lxGR \ a < xl , 

(- oo f b) = {x e R I jc < & I , 

以及 

(胃 oo , oo ) = R * 

读者应格外留意下列 事实： 虽然已定义了比如说 [ a ， 《 >，但并未定义符号00及 -00 .特 
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别是，并未将》及- 00作为另外的数加到政中. 

为方便起见，规定 U , 通常，当我们写 [(2, 6] 或 （ a ，6) 等时，除非特别声明, 

一般都假定《与&是满足 a < 6的实数. 

以上列出的每一个集合都称为一个区间.在分析函数 /M —11( 其中4为实数集）时，以区 
间作为其定义域 >4的函数扮演着特别的角色.特别地，形如（《， 6) 的区间（称为开区间）或形 
如 [ a ，6] 的区间（称为闭区间）常作为我们所研究的函数的定义域. 



第 1 章分析的工具 

1.1 完备性公理和它的某些推论 

对数学分析的准确理解必须建立在对实数集真正理解的基 础上. 本章的目的在于证实实数 
集 R 的基本性质，并描述一些实数的特殊子集（自然数、整数及有理数与无理数等）所具有的性 
质，同时建立一些基本不等式与代数恒等式. 

实数的加法与乘法的性质已在“预备知识”中的域公理中列出.对实数集也提出序的概念， 
序及不等式的性质也已在预备知识中作为正性公理列出.实数的许多有趣性质可以作为域公理 
与正性公理的推论.然而，一个附加的公理是必要的.为说明这一点，我们现在引进一些 R 的 
特殊子集. 

我们从定义自然数开始，当然这些是读者所熟知的.自然数是数1，2, 3,等等.但为使 
陈述更加精确，我们引进归纳集 （inductive sel ) 这一槪念. 

定义实數的集合 S 称为归纳的，如果 

i . 數1在 S 内. 

ii . 若數*在5内，則數 * + 1 也在 S 内. 

整个实数集 R 是归纳的.同样，运用数1大于数0这一事实，集 U 在 R 内 I *赛0|是归纳 
的，集 U 在 R 内 I 也是归纳的.自然数集（记作 N ) 定义为 R 中所有归纳子集的交集.集 

N 自身是归纳的.为说明这一点，注意到由于数1屑于每一个归纳集，故数1属于 N . 更进一 
步，如果数 A 属于 N , 则 A 属于每一个归纳集，这样 & + 1 属于每一个归纳集，因此 Jk + 1 厲于 
N . 因此 N 是归纳的，由定义知，它包含在每一个其他的归纳集中.这样， 

如果4是归纳的自然数集，则4 = N . (1.1) 

基于这一性质的论证经常出现，可以形式化如下. 

数学归纳 法盾理 对每个自然教 n ， 令 S ( n ) 是某个數学断言.假设5(丨）是正确的.同时， 
假设 A 是使 * S ( A ) 正确的自然數，则 SU + 1) 也是正确的.殚么， S ( n ) 对任一自然教； I 是正 
痛的. 

证明定义在 N 中 I S ( A ) 是正确的 I . 精确地说，这样的假设意味着4是 N 的归纳 
子集.按照（1.〗），这样， S (〃) 对每个自然数 n 是正确的. _ 

例 1.1 对每个自然数 〃， 



我们用数学归纳法原理证明它.对自然数 n ， 令 S ( n > 表示上述公式成立.显然 S ( l > 正确. 
假设 A 是自然数且使得 SU ) 是正确的，即 


k(k + 1 ) 


_ (Jfe + l)(Jt +2) 

= 2 1 

即 + 是正确的.由数学归纳法原理，上述求和公式对所有自然数 n 是成立的. ■ 

正如所期待的，对于自然数》»与》， 

• 和 m + n 是自然数， 

• 积 m . n 是自然数. 

m 我们把它作为练习留给读者，要求用数学归纳法原理证明自然数的和与积仍是自然数（习 

题6广 

定义整数集（记为 Z ) 为由自然数和它们的负数以及数0组成的数集.正如我们期待的，对 
整数 m 与 n , 

• 和 m + n 是整数， 

•差 m - n 是整数， 

•积 m . n 是整数. 

仍把这些留给读者作为习题，要求用自然数的和与积的性质证实整数的上述三个性质（习题 9). 
有理數集（记为 Q ) 定义为整数的商的 集合， 即具有形式* = (其中 n — 0, m ， n 是整 
数>败*的 集合. 一个实数如果不是有理的，则称为无 理教. 目前我们没有存在任何无理数的 
证据. 

由于整数的和、差与积仍是整数，所以现在证明有理数集 Q 满足域公理略显乏味，但实际 
上并不困难（习题 10). 然而，尽管有理数集具有逻辑上衔接的代数结构，但仅用有理数来建 
立微积分是不可能的.例如，若一多项式既能取正值又能取负值，应该可以推出它也能取到数 
值0这一结论.而如果只考虑有理数的话，上述结论就不能成立.例如，考虑对所有实数*, 
由 p (*) -2 所定义的多项式，則 p (0) <0及;》(2) >0. 但自古以来人们都知道，不存在有 
理数*满足 一=0 ,即不存在有理数*满足 =0 . 在给出这个断言的经典证明之前，先注 
童整数的如下两个 性质： 

i . 每个有理数 * 可以表示为 * = 其中 m , n 是整数且 m 或 n 是奇数. 

ii . 对一个整数若是偶数 ，则; I 是偶数. 

整数的基本性质（包括上面这 两条〉 的证明，在 1.3 节的习題26给出了槪要. 

命题1,2 不存在平方等于2的有理教. 

证明这个证明依赖于上面提到的整数的两个性质.设命理为假，然后推出一个矛盾.假 
设存在有理数 * 使得 =2. 由上述性质 （ i ) 知可将 x 表示为怎 = m / n , 其中 m 和 n 是整数且两 
者必有一个为 奇数. 由 mVn 1 = 2得 m 2 = 2/»'于是 to 2 是偶数，所以由性质< ii ) m 也是偶败 .. 
现将 m 表示为 m =2 A , 其中 ft 为整数，则由 m 2 =2 i 得 4 Jk 2 =2 n ' 因而是偶数，所以由上 
面的性质 （ ii ) 知 r * 也是偶数.这样1!1与〃就都是偶数.但我们最初是选择它们之中至少应有一 
个为奇数. 

□□ 命鹿为假这一假设导致一个矛盾，所以命題必为真. ■ 
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于是，不存在使得* 2 =2的有理数，因此如果我们一定让自己只限于有理数，那么甚至连 
—个最简单的几何结果（即多项式的图形与 * 轴有交点，也就是^ -2 =0的点）都不能证明. 
还有更糟糕的，如果我们只限于有理数，甚至连毕达哥拉斯 （ Pythagorean ) 定理也不成 立：设 r 
是直角三角形的斜边的长，而它的另外两条直角边的长度为1,则 r 2 =2, 这样斜边的长度不是 
有理数.如图 1.1 所示. 


y 




为了至少确保存在平方等于2的实数，我们需要另外的公理，即完备性公理.为陈述这一 
公理，需要引人界的定义. 

定义非空实數集 S 称为有上界，如果存在具有如下性质的教 c : 

对一切 x e S t x ^ c . 

这样的数 c 称为 S 的一个上界 （upper bound ). 

显然，如果数 c 是集 S 的一个上界，则每个大于^的数也是该集的上界.对于有上界的非 
空实数集 S 来说，在其所有上界之中应当存在一个最小上界的理由并不明显.事实上，存在这 
样一个最小上界的断言是实数的最后一个公理. 

完备性公理设 S 是一个有上界的非空实教集，則在 S 的上界集之中存在最小上界（1枕狄 
upper bound ). 

对于有上界的非空实数集 S , S 的最小上界（其存在性由完备性公理推出）将用 1. U . b . S 表 
示.有时 S 的最小上界也称为 S 的上螭界 （ supremum ) ,用 Bup S 表示，这样， 

sup S 或 1. u . b . S 表示集 S 的最小上界. 

值得注意的是，如果6是集 S 的一个上界，则为了验证 & = 8 iipS , 就有必要证明是小于 
S 的任何其他的上界，这等价于证明每个小于6的数都不是 S 的上界. 

初看起来，完备性公理对研究数学分析没有多大用处.事实上，完备性公理在数学分析的 
发展上是必不可少的.作为其重要性的一个实例，命题 1.2 断言不存在平方等于2的有理数, 
而完备性公理保证存在这样一个必定是无理数的数，它的平方是 2 . 事实上，集 

S » {* 在 R 内 I * 赛0，* 2 < 2( 

是非 空的. 此外， S 也是有界的，这是由于，如果及* 2 <2,则 * 多0及/<2 2 ,所以 *<2 . 
这样2是 S 的上界.完备性公理保证集 S 有最小上界 6. 事实上， b 、2, 虽然这并不明显.在 
习埋17中给出了上述断言的证明槪要.此外，有下述关于平方根存在性的一般命 
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命臛 1.3 令 c 是一个正數，则存在一个（唯一的）正數，它的平方是 c , 即方程 

X - C, * > 0 

有唯一解. 

我们把这个命题的存在性部分的证明概要写于习题17中.在第3章中将会看到存在性部 
分是一个称为中值定理的更为一般结果的推论.命題的唯一性部分的证明 如下： 若 a ， 6是两 
个正数，每一个的平方是 c , 则0 = a 2 - = (a -&) (a + 6). 由于 c » + fc >0, 这就得到 fl = 6. 

通常用 A 表示其平方是^的正数.定义 #=0 Q . 

定义非空实教集 S 称为有下界，如果存在具有如下性质的教 

对一切 * e S ， b ^ X. 

这样的数6称为 S 的一个下界 （lower bound ). 集合 S 称为是有界的，如果它既有下界又有 
f ~9 l 上界. 

显然，如果数6是集 S 的一个下界，则每个小于6的数也是 S 的下界.可用完备性公理证 
明对于有下界的非空实数集来说，在其所有下界之中存在一个最大 下界， 用 g . l . b . S 表示.有 
时 S 的最大下界称为 S 的下埃界 （ infimum ) ，用 inf S 表示. 

定理 1.4 设 S 是一个有下界的非空实數集，則在 S 的下界集之中存在最大下界， 

证明考虑集 S 关于数0“反射”而得到的集，即考虑集丨在 S 中 I . 如 
图 1.2 所示. 

对任意数*, 6赛*当且仅当矣 -6. 因而数&是 S 的下界当且仅当数是 r 的上界. 
由于已假定集 S 有下界，所以集 r 有上界.完备性公理断定集 r 存在最小上界，用 C 表示.因 
为 s 的下界是作为 r 的上界的负数出现的，所以 - c 是 s 的最大下界. 

-E - ) - - - ( - 

T 0 S 

图丄2集 S 关于0的反射 ■ 


习題 


1. 对以下每一个陈述，确定它们的真假并说明理由. 

无理数集是归纳的. 

b. 有理数的平方组成的集是归纳的. 

c. 尤理数的和是无理数. 

A 无理数的积是无理数. 

e. 若 n 是自然数且 n 1 是奇数，则〃是奇数， 

2. 对以下每一个陈述，确定它们的真假并说明理由， 

a. 实数的每一个非空集如有 h 界，则它有一个最大数, 

b. 若 S 是一个非空正实数集，则 0«infS- 


O 我们已证明是无理数.亊实上，下面更一般的结果 成立： 对任意自然数 n 与 m ， 若 ft 的 m 次根不是自然数， 
则它一定是无理数*这一事实的《明依鵪于索因子分解 定理： 任一自然数可唯一地表示成素数署的乘积.这个定 
理的明可参见 L N . Hmlein 的书 （Topics in Algebra « 3 rd . ed . >( New York ： John Wiley and Sons , 1996), 
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c . 若 S 是一个上有界实数集， S 是 S 的一个非空子集，則 SU pfl « siipS , 

3. 用数学归纳法原理 证明： 对自然数 n , 

士 。 n(/i + 1 ) (2n + 1 ) 

P = -6- • Q0 

4. 令 I * 是自然败，对和 fyu + 丨） 寻找一个公式. 

5. 令 n 是自然数.证明 

1 3 + 2 1 + •” +n 3 = (1 + 2 + …+ n) 2 . 

«. 令 m , «是自然数. 

B . 证明和 m + n 是自然数* (提 示： 固定定义 S ( n ) 是 陈述： m +/ i 是自然数 .） 
b . 证明积 urn 是自然数.（提 示： 固定 m ， 定义 S ( n > 是 昧述： nm 是自然败 .） 

7. 证明： 如果 a 是大于1的自然数，則 ii - l 也是自然败.（提 示： 证明集 Ul n = 1或 it 与 / I -1 在 N 中丨是归 
纳的 . > 

8. 证明： 如果 n 与 m 是自然数，满足 n > m , 则 n - m 也是自然数_ (提 示： 对 m 用归纳法证明，利用习 
题 7,) 

9. 利用习« 8证明整数的和、差及积仍是整数. 

10. 运 用习® 9证明有理数满足域公理 * 

11. I 证明一个有理数与一个无理数的和必是无理数- 

b . 证明两个非零数（其中之一是有理数，另一个是无理数）的积是无理数 - 

12. 运用命题 1. 2证明不存在平方等于2/9的有 理败. 

13•设 S 为实数的一个非空集且有界.证明 ijifS € su P S . 

14. 假设 S 是实数的一个非空集且有界 ， infS = 8 up S . 证明集 S 仅由一个元组成. 

15. 对数集 S , S 的元(:称为 S 的极大如果 c 是 S 的一个上界， 证明： 败集 S 具有极大元当且仅 
当 S 上有 界且* mpS 厲于&给出数集 S 的一个例子，它是非空数集且有上界，但没有极大元. 

16. 证明#不是有理数. 《提示： 运用命題 1.2 的证明思路 .） 

17* (命题 1.3 的证明 概要〉 定义 

S ■ jxljt 在 R 内 ， x 身 0.x 1 < c| . 

•-证明 c + l 是 S 的一个上界，因而由完备性公理， S 有最小上界，记为 6. 

b . 证明： 如果 b 2 > q 则可选取适当小的正数 r , 使得 fc - r 仍是 S 的上界，这样与 A 是最小 上界的选取相 
矛盾. 

C. 证明： 如杲 P < c ， 则可选取适当小的正数1%使 6+ r 厲于 S , 这样与6是 S 的上界的选取相矛盾. 
d , 利用 （ b > 与 （ c ) 及 R 的正性公理推出结论 [H 
18•证明存在正数*满足/ =5. (提 示： 参考习題17的亚明槪要 •） 

19. 定义 S » U 在 R 中丨 jc 1 < jc 丨.证明 》upS = 1- 
M . a . 对实数 o 与 &. 假设* 是方程 

(x ~ a)(x - b) =0 

Wlf* iiE§0 : * = a gS; x = fr . 

b . 对正数 c ， 证明： 若数 * 满足 则 X 或 X = -^€. 
c 令 a , fc , c 是实数，且 n — 0, 考虑二次方程 

ax t + + c = 0. 
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证明： 数 X 是这个方程的解当且仅当 

(2 gx + 6) 2 = 6 2 - 4 ac . 

假设 6 2 -4 ac >0， 证明二次方程恰有两个解 

―一一 6 + - 4ac j, _ — 6 — - 4ac 

* = 2 a 汉 ％ ; Ta • 

d - 在 （ c > 中假设 6 2 -4« c <0, 证明此时二次方程无实数解. 

1.2 整数与有理数的分布 

本节的主要目的在于建立以下两个定理，它们是关于整数与有理数在实数中的分布的 * 

整数的分布 对任意数 q 

在区间 [ c，c + 1) 内存在唯一的整数. （1.2) 

有理数的分布 对任意数《与6,若 fl <6, 

在区间 U ,6) 内存在有理數. （1.3) 

实数有一个性质称为阿基米德性质，它是 （1.2) 与 （1.3) 的 基础. 我们的方法是先证明阿 
H 21 基米徳性质，随后用这个性质去构造 （1.2) 与 （1.3) 的证明. 

定理 1.5( 阿基米德性质 G ) 下述两个等价的性质是成 立的： 

i . 对任一正數 c , 有自然數》满足 n > c , 

ii . 对任一正教有自然数 n 满足 l / n <& 

证明首先，我们观察到上述两个性质是等价的.事实上，设有由 

S ~ l/c 

关联的两个正数 C 与对自然数％ # 

n > c 当且仅当 1 /n <衣. 

这样，性质 （0 成立当且仅当性质 （ H ) 成立. 

现在来证明性质 （ i ). 假设这个性质不成立，然后得出一个矛盾.所以假设有一正数 c ， 不 
存在大于 c 的自然数.由正性公理可推知 

n ^ c 对任 一 自 然数. 

这样，自然数集 N 上有界.由完备性公理知 N 有最小上界，记为 6. 

由于6是 N 的最小上界，数6 - 1/2不是 N 的上界 • 这样，可选取一个自然数《 >6 -1/2, 因而 

71 + 1 > ( 6 — 1 / 2 ) + 1 > b. 

所以自然数 n + 1 大于 fc . 这与6是 N 的上界的选取相矛盾.这个矛盾证明了该结果. ■ 

命题 1.6 对任一整数/ I ， 

在开区间 （ n,n + l ) 内不存在任何整數. 

证明 先考虑情况 n =0. 集 Ul ifeeN ，丨是自然数的归纳集，它即是 N ,因此对任 
rm 意自然数 Jt , k^\. 由于每个正整数是自然数，可知开区间 （0, 1) 不含有整数.现在考虑一般 


© 我们遵从传统， 把这- 性质称为阿基米德性质，然而在手稿中，阿基米德坦言此性质妇功于另一个#鼸数学家伍 
多克沙斯 （ Eudoww ), 他早于阿基米徳100 年. 而且，这一性庚在欧几里得的几何书上明确地表达成 命靨. 这个命 
«如下 ： 对任意两个正数 0 与4,存在自然数 n 使得 
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整数我们采用反 证法. 假设有整数 n + 丨）， 则 

n < k < n + \ t 所以 0 < A - n < 1, 

正如我们已经知道的，两个整数的差仍是整数.这样， A - it 在区间 （0, 1) 内是整数.但刚刚 
证明这是不可能的.因此， （ n , » + 1)含有整数的假设导致矛盾.这样，区间 U，/1 + 1) 不包 
含任何整数. ■ 

命题 1.7 假设整數的非空集合 S 是上有界的，則 S 有最 大元. 

证明按完备性公理，集 S 有最小上界.定义 

a = sup S . 

因为数《是集 S 的最小上界，所以不是 S 的上界，故 S 中有数 m 满足 0 -1 < m . 因此 
a<m + \ 7 又因为 a 是 S 的上界，所以有包含式 

5 C ( - 00 + 1 ). 

因为 S 是整数集， TO 是整数以及由命題 1 . 6 , 区间 （ m , m + 1) 中无 S 的元.因此得到改进的包 
含式 

5 C ( - » ,m]. 

这样， to 是 S 的最大元. ■ 

应该淸晰地注意到，上面的定理是关于整数集的.一般说来，完备性公理断言上有界的非 
空实数集有上 确界： 这样的集未必有最大元，因为集的上确界不一定是此集的元素. 

定理 1.8 对任一数〜在区间 [ c , c + 1) 内恰存在一个整數 A . 

证明定义 

S = | n I n b Z ,n < c + 1}. 

首先证明集 S 是非空的.如果 c + lSsO , 则 0 属于 S , 如果 c + 1 <0,则阿基米德性质断言 
存在自然数《满足 n > -U + 1), 所以- n<c + l , 且-^是整数.因此 -/I 属于这样，集 
S 非空. 由定义知 c + 1 是 S 的上界，所以 S 是上有界的.由前述命题知 S 有最 大元. 令 A 是 S 
的最大元.因此 * 彡 c, 否则 A<c, 从而 A + l <c + l , 这与 4 是小于 c + 1 的最大整数相矛盾. 
这样， A 厲于区间 [ c , c + 1). 

这样的整数在区间0, c + 1) 屮只有一个.事实上，否则会有两个整数 A 与 P 同厲 区间 
[ c t r + l) t 设 A :< F , 则 

0 < V - A , 

而 

因为 A ’ <c + lRk 彡 c ， k ’ - k < [c + 1] - c = 1. 

这就得出 f - fc 是 (0, 1) 内的一个整数，这与命題 1.6 相 矛盾. 这样，在区间 [ c , c + 中恰 
有一个整数. ■ 

定义 R 中的实數集 S 称为稠密的 （ dense ), 如果每 一区间 / = ( a , 6)( 其中 a < fc ) 包含 S 
的元. 

定理 1.9 有理數集在 R 内是拥密的. 

证明令 a , 6为实数且 a <6. 我们需证明区间 （ a , 6) 包含有理数.由阿基米德性质，可 
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选取一自然数 n , 满足 

l/n < b - a f 

所以 l / n 小于区间 （ a , 6) 的长度.由定理1,8,应用于 吣 -1, 在区间[砧 -1, 勃）中存在 
整数％这样， 

nb — I ^ m < nb ， 

对此式两边除以》，给出 

b - \/n 《 m/n < b. 

但 l/jiCfc-a ， 所以 

a = 6-(6 -a) < b — l/n. 

由不等式 （1.4) 及 （1.5) 可得有理数 m / n 属于区间 （ fl ，6). 

推论 1.10 无理教集在 R 内桐密 • 

证明无理数的稠密性可由有理数的稠密性及正无理数的存在性得出.事实上，给定区间 

HD ( a t 6), 选取一个正的无理数 i , 例如取 2 =及.由有理数的稠密性 k , 存在一个有理数*位 
于区间 （ aA , 6/ z ) 内，所以《位于区间 （ a , b ) 内. 因为》是一个无理数与一个有理数的积, 
所以《是无理数. ■ 


(1*4) 

(1.5) 


习鼉 


1- 对以下陈述，痛定它的真与餒并说明理由 * 

a . 整败集 Z 在 R 内两密. 

b . 正实数集在 R 内两密. 

c . 全体有理败但不是整数组成的集 Q - Z 在 R 内 獼密. 

2. 假设 S 是整败的一个非空集合且有 下界， 证明 S 有最小元_特别地，可得出自然数的每一个非空集合有最 
小元. 

3. 设 S 是实数的一个非空集合且有下界.证明此集有最小元当且仅当 inf S 厲于 S . 

4 . 对下述两个集中的每一个求出最大元、最小元、下碗界及上确界（如果它们是可定义的 >,并验证你的 
结论. 

a. |l/nl neN | 

b, e R I x 2 <2 \ 

5 . 假设数 4 i 具有性质：对每个自然数 n , a « l / n . 证明 a €0. 

6 . 给定一个实数 a ，定义5» | jc 1 xsQ 7 x < a \. 证明 a = dup S . 

7 . 对任一实数 c , 址明在区间 （ c , c + 1] 内恰存在一个整数. 

*• 证明阿基米德性质是以下论断的一个 推论： 对任一实数在区间 [c, e + 内存在一个整数. 

9. 证明阿基米德性质是以下论断的一个 推论： 每一区间 （ a , A ) 含有一个有理数. 

* 

1.3 不等式与恒等式 


对实数％,回忆它的绝对值（记为 41) 定义为 

rx 当; t 泽0 

lx ! = \ 

I - jc 当文 < O. 

由此定义及 R 的正性公理直接 可得： 如果 C 与 rf 是任意两个数，且 d 备0,则 
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\ c \ ^ d 当且仅当 - d 矣 c 炙 <L 

此外，对任意数*，有 

-txl ^ X 莓丨戈 I • 

给定一对实数《与常需估计 U + H 的大小.下面的不等式是基本工具. 

定理1，11(三角不等式）对任意一对數 fl 与有 

la + 61 <lai +161. 

证明运用 （1.6) 可知，三角不等式等价于 

I a I — I 6 1 ^ a + 6矣 la 丨 +161. 

但在 （1.7) 中令 * = 随后再令* = 6 ,可得到 

-I a I ^ a < I a I 及 -16 丨矣6矣 161， 

由此及加法即得到 a 8>式，从而得到三角不等式. 

下述命题是十分有用的. 

命题 1.12 对数《及正教 r , 下述关于数 x 的三个论断是等价的： 

i . I % - a \ < r . 

ii . a - r < % < a + r 

iii . 戈属于开区间 （ a - r ，a + r ). 

证明 （ i ) 与 （ ii ) 的等价性来自于 （1.6)， 而 （ ii ) 与 （ iii ) 的等价性来自于区间 

a + r > 的定义. ■ 

在分析中许多论证的中心是对诸如商、差及和进行大小估计及对诸多的代数表达式进行简 
化.作为三角不等式的一个相伴的工具，我们将建立三个有用的代数恒等式. 

对自然数 /I 及任意数 a ， 通常用■表示自乘《次的积. m 

注意，下面平方差与立方差的 公式： 

o 2 - 6 2 = (a - b){a + 6) 及 a 3 - b 3 = (a - b )( a 2 + + 6 2 ). 

它们是下述公式的特殊 情况. 

幕羞公式对任意自然數 n 及任意数《与6, 

a - b n = (o - 6)( a "" 1 + a" -2 6 + …+ ab ni + 6 n, ). 

把右边部分展开很容易验证这个公式. 事 实上， 

(a - b ) ( a * _, + a"** 2 fc + …+ ab n ~ 2 + ) 

n . ft — 1 f - 2 f 2 • ■ i ■ • —1 t pi — I 

=a + a 6 + a b + + a o + ab 

r- ! t k- 2 12 21 »-2 in-1 i » 

— a ft — a ft — — a ft 一 ab 一 ft 

n t a 

=a - o - 

在幂差公式中，如取 a = l , 令 6 = r # l , 用 n + l 代替 n , 随后两边除以1 - r 便得下述重 
要恒等式. 

几何和公式对任意自然数 n 及任意教 r#l ， 


( 16 ) rs 


( 1 . 7 ) 


( 1 . 8 ) 

■ 
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这个公式在第8、9章里把函数表示成幂级数时是经常要使用到的.它在验证许多算法时 
扮演着重要的角色. 

若有一个用数《的幂与6的幂表示的 a 与 fe 的和的幂公式是十分有用的.为陈述这一公 
式，需要引进阶乘记号.对每个自然数 r *， 定义 n 的阶乘 （ factorial ) 如下： 定义1! = 1，若对自 
然数 A 已定义了 A :!， 则定义 U + l )! s (* + l ) - kl 由数学归纳法原理，符号 n ! 是对所有自 
然数》定义的.为方便起见，定义0!=1.现在，我们对每一对非负整数 n 及 ft (其中引 

进二项式系数 （binomial coefficient ) | f 由下式定义： 

_ fii _. 

\ k ) - fc )!. 

我们有 （ a +6)" 的下述公式，在习題 21 与 22 中给出了证明概要. 

二項 式公式 对每个自然數 n 及每一对教 a 与 h ， 

ia ^ by --( iyHy ib+ [^ 

我们通过回忆求和记号来结束关于代数恒等式的讨论.对自然数》及数％, ~ 

定义 


^o 4 = a 0 + a, + ••- + a,. 

这个记号可以缩短许多公式.例如，运用这个求和记号，三个代数公式可以推述如下. 
幂差公式 

n — 1 

〆 - 6、 （a - 6) 基 〆 小 V. 

几何和公式 

n -a ft 

二项式公式 


习题 

1. 对 n =4, 5,明确写出幂差公式. 

2_对 n = 3及4,明臃写出二项式公式 • 

3. 证明： 若 a , 6有相同符号，埘三角不等式变成一等式， 

4. 令 a >0， 证明 ： SB 果无 稿 & \ x ~a\ < a/2 f ^lj * > a /2. 

5. 令6<0,证明 ： \ x-b\ <161/2, mx<b/2. 

6. 下述不等式中 W —个对所有数 a , 6 皆成立？验证你的结论. 
a* I a ^b\ > I a I + 161 * 

b. I it + 6 I ^ l n I 




分析的工具 


15 


7. 由 a = ( a + 6) + ( -6)，运用三角不等式得出 lol -161 笔 Ifl + M * 随后，交換 a 与6证明 

II al -I 61 I a + AL |^9 

接着以 -6 代替6得出 

I I a I -I Al I a - 6 L 

8* 设 o 与 fr 满足 I a -6 1 <1. 证明 I al < I 61 +1. 

9. 对自然数 it 及任意两个非负数《与6,用幂差公式证明 

a^b 当且仅当 a * « b\ 

10. 对自然败 n 及数 a 与6,其中证明 

〆 - 6_ > nb^(a - 6). 

11. (伯努利 （ Bernoulli ) 不等式）对自然数《及非负数6,证明 

(1 + 6)" > 1 + / i 6. 

(提示：在二项式公式中令 a = 1.) 

12. 用数学归纳法原理对伯努利不等式且在 b> - I 而不是6>0时恒有 

(1 + 6) ft > 1 + nb 

作直接的证明. 

13. 对任一自然数 it 及非负败6,证明 

(I + b) K ^ \ + nb + n( " 2 ~ 1 V . 

14. (柯西不等式）用实数的平方非负的亊实证明对任意数 a 与6有 

afr 矣 a 2 + 6 2 ). 

15. 用柯西不等式证明，如果 a >0 及6>0,则 

4 ob 在 a + 6). 

16. 用柯西不等式证明，对任意败《与6及自然数 n , 

a6 < na 2 + 丄 A 2 、. 


(提 示： 在柯西不等式中以&代醬 a 及 6/ V ^ 代替 6.) 

17•设 a , 6及 c 为非负数*证明下列不 等式： 

a. a6 + fcc + ca ^ a 2 + b 2 + c 2 . 

b. %abc^ (a + 6)(i + c)(c + o). 

C. abc( a+6+c)^o J fe 3 + C + c 2 a 2 . 

18. 函数 /: R — R 称为严格遂增的，倘若对满足 u > t 的数11及1；有 /( ix ) >/( t 0. 

对一切*，定义证明多项式 P: R — R 是严格递增的_ 
b 固定数〜对一切\定义 gU )=/+ c *. 证明多项式 9: R — R 严格递增当且仅当 OO - (提 示： 对于 
c <0, 为理解为什么多项式不严格递增，可考虑其曲线图，然后证明它不递增 .） 

19. 设《是自然数而七，…，是正数* 证明： 

(1 + a , ) ( 1 + a 2 ) … （ 1 + ) & 1 + a , + a 2 + …+ 

及 

( a t + a 2 + …+ o , ) ( a t 1 + 〜 ■ + …+ a :’） > n 3 . 

20* 用几何和公式对 T 述式子求公式. " 

1 1 1 
1 + X 1 (1 +% 2 ) 2 (1 ^% 2 y 



b . 若 n 卢 O , 证明 


— =I + (1 - a) + (1 -a) 2 + L 1 - :， ” . 
a a 

21. 证明： 如果 n 与 ft 是满足 ft 霉 it 的自然数，則 

moc ). 

22. 用上题中的公式给出二项式公式的一个归纳法证明， 

23. 设 a 是非零数而1«与《是整数.证明下列 等式： 

b. (ab) n =a n b\ 

24. 自然数 /» 称为*教，如果可将它写成 n =2 ft , 其中4是某个另外的自 然数； 而 n 称为奇数，如果 n = l 或者 
n = 2 fc + l ， 其中 ft 是某个另外的自然数. 

•* 证明每个自然数 n 或者是奇数或者是偶败. 

b . 证明： 如果 m 是自然败，则 2 m > l . 

c 证明自然数 ri 不能既是奇数又是偶败，（提示 ：运用 < b ),) 

d 假设 A ,， 匕及匕是自然数，其中 A 与 G 是奇数 • 证明： 若2、，=2~ 2 ,则 A , = 卜且 心=~ 

2 5 . n . 证明： 如果 r * 是自然数，则 2 A > n . 
b. 证明： 如果 ri 是自然数，则 

im n = 2\ 0 , 

其中是某个奇自然败而心为某个非负整数.（提 示： 如果 / i 为奇数，令 Jt =0 及如果 II 是偶 
数，由 （*0. 令 /»=UeN I n=2 k ( f 其中 feN 丨， 4 C |1, 2, …， 选择 A p 是4的最大值 .） 

26. 证明上述两道习埋足以证明在7?的无理性证明之前关于整数的两条性质 （0 与 < ii ) 的有关推断 • 

^221 27 . 形如 m /2 ft ( 其中 m 与 ；1 为整数）的实数称为二进有 理教. 证明二进有理数的数集在 R 中是稠密的. 



第 2 章收敛序列 


2.1 序列的收敛 

在实变量的实值函数分析中，两个中心论题是以实数区间为定义域的函数的微分法与积分 
法.但是，实数序列也是重要的.要理解数的与函数无穷级数，序列的研究是必不可少的.此 
外，序列的性质在一般函数的连续性、微分法以及积分法的研究中起着重要作用.本章将研究 
实数序列的性质，以便为后面讨论一般函数的连续性、微分法与积分法莫定基础. 

定义实教序列是定义域为自然教集的实值函数， 

由于在前九聿中只考虑实数序列， 所 以把实 数序列 简写为 序列. 此外，习惯上使用\取 
代 /(») 来表示序列，而不用标准的函数记号（如/: N — R ) 表示序列，即用表示序列.自 
然数 n 称为序列的下标 （ index ) ,与下标 n 相伴的数称为序列的第 ft 項 （ term ). 


序列的例子 

通常序列用显式公式定义.例如 I 1/ W 表示于每个下标 n 的第 II 项是 lAi 的序列 • 而序列 
{1+( - U " 丨则表示对于每个下标 n 的第 ri 项是 1+(-1)", 所以当下标 n 为奇数时，该序列 
的第 n 项等于0,当是偁数时，第/»项等于2， 

序列也常以非显式的方式定义，如下面例子所示. [23] 

例 2.1 对每个下标 n ， 定义\是小于或等于#的最大自然数.在 1.2 节中已证明，任 

一有上界的非空整数集有最大元.所以对每个自然数〃，存在小于或等于#的最大自然数. 

因此序列彳\丨是完全定义了的.我们将求此序列的前四项留给读者作为练习. ■ 

现在给出一个递归地定义序列 111 的例子.即序列先定义第一项然后对自然数 it , 在 
其第 n 项\已定义的情况下，定义它的第+ 1项\ + 根据数学归纳法原理，对每个下标 

定义了序列的第^项^，于是序列是被完全定义的. 

例 2.2 定义七=1.若 n 是使得已得到定义的下标，则定义 

'a A + l/n 若 a: 在 2 

H +J =， 

- l/n 若 a : >2 ‘ 

这一公式归纳地定义了序列.把求这个序列的前四项留给读者作为练习. _ 

例 2. 3考虑一个序列，它的前几项表示如下 e : 

\aj ^ 1 1,1/2,2/2,1/3,273,3/3,1/4,2/4,3/4, 4/4 J /5,- (2. 1) 

这个序列的前11项如上所示，它可以以下述方式形式地定义.因为对每个自 然数人 


O 一个不能通过前几项的值形式定义的序列， tt 像在本例中那样，有时可以用这种方式把序列的结构洧楚地表示 
出来 * 



18 


第 2 聿 


1+2 + ." +;= zk^Il ， 

对一个下标炫，如 n = y(y +1 )/2 + fc ， 其中1名 + 


我们把确定 a 2 。及留作习题，同时要求证明这个序列中存在无穷多个下标 ri ， 使得 
[24] a m =\/2. ■ 

例 2. 4令 r 是任意一个数，对每一个下标„，定义序列 UJ 为 


V 


如果 r = l ， 则如果 r /1， 用几何和公式，\可表示为 




例 2. S 对每一个下标定义序列为 


^ = I T * 

“1 K 

^ 是否可如上例那样由下标 n 的一个简单的显式函数表达是不淸楚的. 

上述两个序列是由下述方式构 成的： 给定序列 | cj ， 对每一个下标 n ， 用公式 




5 - = ^ 

定义了一个新的序列彳\|.以这种方式形成的序列称为无 穷级數 （infinite series ). 它的第 n 项 
气称为级数的第《 个部分和. 我们将在第8、9章研究无穷级数. 


收敢的定义 

我们将关注具有下列性质的 序列： “随着 n 变大，趋近一固定数 a ”， 或另一个相当的概 
念： “随着 n 变大，~与 o 之间的差变成任意小”.这里陈述加有引号是因为它们是不箱确的、 
含糊的，除了有直观性外无多大意义 • 对于“趋近”与“任意小”，它们在数学上的意义是 什么? 
H ] 尽管不精确，但其概念还是很重要的，下面是使这些槪念精确化的一种方式\ 

定义序列称为收敛到数 《， 如果 对每一个正數 s ， 存在一下标汉，使得对所有下标 
n 為 N 有 

I a, - a 丨 < s. 

注意 e , 给定数€及正数 r , 对任意数*, 

\ x -€\ < r 当且仅当 e - r < x < e + r . 


G 为了理解为什么下面的定义抓住了 •随着 ft 变大， a •与 a 之间的差变成任意小”的概念，需要作某些思考 • 这不应 
令人沮丧，因为亊实上，在形成序列收敛的精确定义之前，人们用了几乎两个世纪的时间才得到这一槪念. 

㊁ 回忆当1仅当的含义.给定两个数学陈述>1与 S ， 论断“4当意指 fl 蓮滿 vi , 而论断4仅当 1 T 意指4臁涵 R 
这样“;4当且仅当意指 y (蘿« B M B 蕴涵1 
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这样，序列1\!定义为收敛于数 a ， 如果对每一个正数存在一下标 yv ， 使得对所有下 
标/ I 身凡有 


a - a < o a < a + s ， 

它的意思是当下标时，\位于区间 U-i a ^ s ). 如图 2.1 所示. 


a — e 
图 2.1 


a 


♦ 

a n 


对任一下标 n »/ V，I a . - a I 


a + € 

<色 


一个给定序列可以收敛，也可以不收敛.但如果序列确实收敛，则它不可能收敛到多于一 
个的点.事实上，假设序列收敛到 a 及 〆 ，且^< 〆 ，选取一正数 c 小于《与 i 的距离的 
-半，贝 - 衣， 所以区间 （a - 农， a + e ) 与^+幻是不相交的 • 如图 2.2 
所示. 


—( ~ • ~ ) - ( - ~ h - 

a — e a a + e a* — e a’ a f + c 

图 2.2 当 a # 〆 时，一序列不可能收敛于“与“ 

但是，因为序列 U „ l 收敛于 h 有一下标％,使得当时，〜属于区间 （ a -6 a + s ). 
另一方面，由于序列丨\丨收敛于 a 、 又有一 下标乂 使得当'时， d , 厲于区间 
( a f - s f a ^ e ). 选取一下标 f * 既大于凡，又大于 / V 2 ，则\应同时属于区间 （fl - s ， a + e ) & 
区间 （ i-r a ^ e ). 这与这两个区间是不相交的相矛盾.这样，一个收敛序列不能收敛于两 
个不同的数. 

如果序列丨\丨收敛于数称为序列的极限，记作 

lima , = a . 

命题 2.6 序列 |1/ M 收敛于0，即 

liml/n = 0* 

ft— 

证明令 f >0. 需要求一下标； V ,使得对所有下标有 

丄，0< 农， (2* 2 ) 

n 

即若 n 袅 N ， 则但由 R 的阿基米德性质，可以选取满足1/作<攻的下标因而对所有 
下标 n 身 JV 有 


这样，在如此选定況后，所要求的不等式 (2.2) 成立. _ 

例 2.7 序列 | ( -1)" 丨不收敛.为此用反证法*假设序列丨 （ -1广|收敛于 a . 取任意正 
数&且£<1,则区间 （ a - e , a + e ) 的长度小于2，因此这个区间内不可能有此序列 
U _1)"1的奇数项与偁数项.这样，序列 1( -1 广丨不可能收敛于1此矛盾证明了序列 
K - ir 丨不 收敛. ■ 


26 
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例 2*8 序列 |2/ a 2 +4/ n +3| 收敛于3,即 

lint [ + —- + 3】 = 3. 

* I n n J 

为证实这一论断，选取$> 0 ,则需求得下标 iv , 使得对所有下标 11 >~有 


2 


+ 一 + 


U .3) 


注意，对每一下标 n 有 


U +3 




现在由 R 的阿基米德性质，由于衣/6为正，故可选一下标汉使得1/汉<攻/6,所以 6// V < 农， 
因此对所有下标〃為 


1 + ± + 3 


n N 


271 


这样不等式 （2. 3) 对所选; V 成立. 


■ 


收敛的比较准则 


我们现在来建立判定一序列收敛的非常有用的判别法，它在本书的后面经常用到，称之为 
比较引理. 

引理 2.9( 比较 引理〉 令序列收敛于瓜对序列反數 fc , 如果存在一非负数 C 及 
下标％满足 

I 6. - 61 ^ Cl a n - a \ 对所有 N lf (2.4) 

則序列|6„丨收敛于& 

证明令 e >0, 需找出下标/ V ,使得对所有下标 n 多汉有 

\ b^-bl < e . (2.5) 

但是，我们已有估计式 (2.4). 如果(:=0,则估计式(2«4)蕞涵当时，不等式 (2.5) 成 
立.所以设 C >0, 由于序列 U „1 收敛于及 c / C >0 t 故可选取下标乂使得对所有下标 乂， 

I a m - a \ < s / C . (2* 6) 

定义 yV = maxl ； V ,, N 2 \, 则由估计式 （2. 4) 与 （2. 6) 可得，对所有下标 n > iV , 

I & 感 一 &I 在 Cl a n - a \ < C • s/C = s . 

这样，不等式 （2.5) 对选定 / V 成立. ■ 


收敢序列的和、积及商 

现在转向证明关于收敛序列的加法、乘法及除法的性质的一般结果.我们证明收敛序列的 
和收敛于极限的和，收敛序列的积收敛于极限的积，当所有的商是有定义时，序列的商收敛于 
极限的商. 

定理 2.10( 和的 性质） 假设序列 U ,} 收鈦于序列|\|收敛于則和序列丨收 
敛于和 a +6,即 



lim [ a n + ] = lima,, + 

证明令 O 0, 需找到一下标況，使得对所有下标/1>汉， 

I («„ + K ) - (« + 6)1 < €. (2.7) P 28 

为此，先观察到对每一下标 /*, 

I (a n + 6 b ) - (a + 6) I = I (a, - a) + (6„ - 6) I , 

因此由三角不等式， 

I ( o n + ) — (o + A) I ^ I d % —ol +1 b n — 61. ( 2. S) 

由于序列 I aj 收敛于 fl 及 e /2 是正的，可选' 使得对所有有 

I a , - a I < s/2. 

同样因序列丨 6 n I 收敛于6及 e /2 是正的，可选乂使得对所有 n >/ V 2 , 有 

I ft . - 6 I < e/2. 

定义 7 V = max | yV ,, N 2 \. 从 Af " ZV 2 的选取及不等式 （2. 8) 可知，当时， 

I («, + f >„) - (a + 6) 1^1 o n - a I +1 b m - b \ < = s . 

这样，所要求的不等式 (2.7) 对选定 AT 是成立的. ■ 

为了简化收敛序列的积收敛于极限的积的证明，方便的办法是先证明一个序列是常数的特 
殊情况，然后证明这两个序列都收敛于0的特殊情况. 

引理2,11 假设序列丨《,丨收敛于 a ， 則对任意教 ot , 序列 UaJ 收敛于⑽ • 

证明证明直接来自于比较引理.事实上，对每一下标 h 

I aa A - aa I = I a I I a m - a I ^ I all a fc - a \. 

这样，当 M =1 及 C = I al 时，所要求的比较不等式 （2.4) 成立 • 

引理 2. 12 假设序列丨和丨都收敛于0，则积序列丨也收铍于 0- 
证明令^0,需寻找下标 Af , 使得对所有下标 nss / v , 

I a m b n I < (2,9) 圆 

由于 A >0 及 lima B =0,故存在下标' 使得对所有下标有 

I a n I < >/e. 

类似地，存在下标 A ，使得对所有下标 a 英乂有 

I 6 J < ^, 

定义 ； V = max | W ,， 乂丨，则当时有 

I a H b n 1 - I a, I I 1 < y/s *[e = e. 

这样，不等式 (2. 9) 在选定 W 后成立. ■ 

我们可以清楚地看到，收敛序列的下述性质是十分有用的，把它的证明留给读者作为习 
题.对序列及数 c , 

limc n = c 当且仅当 lim [ c , - c ] =0， 

定理 2.13( 积的性质）假设序列丨心丨收铍于 a 及序列丨\丨收敛于6,埘积序列！丨收敛 
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于积即 

lim [ a n b n ] = lima , • lim 6 A , 

证明 需证明 

lim [ a 人 - ab ] =0, 

ii — 

为此，对每一下标/!，定义 

= a n ~ a 及 fin — K - 匕 
则 

limoc ft = 0 及 lim 見 = 0. 

，一 * ■ n ♦ • 

此外，对每一下标 n ， 因为 a R = a + at a 及= 6 + 氏， 

a iA - ab = (a + a J ( 6 + )3 J - ab 
= afi m + 6 a , + QEJ 3,. 

由极限 （2. 11>、收敛序列的和性质及前面两个引理，我们得出 结论： 

lim [ a n 6 A - ab ] = lim [ afi n + ba ^ + ajS 」 

= \\ m [ afi n ] + limOa 。] + 

=a lim 氏 + fc lima , + lim [ ajS ^] 


a io ) 


an ) 


= a *0 + 6*0+0 =0. 


W \ 这样，窬要的极限式 （2.10> 成立 • ■ 

命颺 2 . 14 假设序列是非零的，且收教于非零數 6 ，则序列 1 1 / 6,丨收敛于 1 / 6 . 

证明我们的策略是用比较引理.这样，需找出一个非负数 C 及下标％，使得对所有下 
标 n^^V, 满足 

J__i_ ssCli^-fcl. (2. 12) 

但是可以看到，对每一个下标~ 



假设存在 一下标 JV , ,使得对所有下标 n 多 N ' 有 

16 ,丨>平， （ 2 . 13 ) 

则对所有下标有 

f-y| = I bj\ 6i 1 ' 61 ^ rfr 71 " 61 * (2 * 14) 

这样，需要的比较不等式 (2. 12) 在如上选定％及 （7=2 /I 6 1* 2 后成立.于是序列丨1/6_|收敛 
于1/6可直接由比较引理得出. 

为完成这一证明，需要证明存在 下标％ 使得不等式 (2. 13) 成立.事实上，由于数 IH /2 
是正的，可取 I 61 /2以及运用序列收敛的定义来选取下标 TV , 使得对所有/1>乂， 


t 
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\属于区间（6-匕6+衣）. 

观察到如果 fc >0, 则所以 （&-■〜 6+^) =(6/2, 36/2), 因此对所有有 ^>6/2. 
另一方面，如果6<0,则农=-6/2,所以 （6- s , 6+^) =(36/2, 5/2), 因而对所有 nS *' 有 
6, <6/2. 因为6<0,对 选取的 汉,，不等式 (2,13) 成立. ■ 

定理 2.15( 商的 性质） 假设 { a B ! 收敛于数 a , 序列 | 6„ | 收敛 于數& 再伋设对所有下标 
\尹0且6卢 0. 则商序列丨丨收敛于商<1/6，即 

lima n 

n— »« 

证明由前面的命题以及收敛序列的积的性质，我们有 



lim 






我们现在已建立了收敛序列丨和丨\丨的和、积与商的性质，收敛序列的另外两个有用 
的性质可从上述三个基本性质得出 • 


线性性质与多项式性质 

从收敛序列的和的性质及引理 2. 11可直接得到下述有用的性质. 

命祖 2.16( 线性性质） 对任意两个数 a 与/5, 

lim[ aa n +/}、]= a lima^ + ^ Iim6 n . 

鞾一 m—* m n— 

还有一个关于收敛序列的进一步的性质 • 对非负整数 A 及数 c 。， Cl ，…， Cjk , 函数 P : R->R 
定义为 

i 

p ( x ) = , 对 R 中所有 

称为多 项式. 如果 p 称为是 A 次多 项式. 

我们把下述命题的证明留给读者，这个证明可从收敛序列的和及积的性质及基于多项式的 
次数的归纳论证得到. 

命题 2.17( 多项式性质） 如果序列收敛于 a , 則对任一多項式 p:R — R ， 

limp (a,) = p(o). 

n—* 


习题 

1. 对以下陈述，试确定它们的真与假，并绐出理由- 

a. 如果序列|<|收敛，則序列也收敛. 

b . 如果序列 | 乂十之|收敛，則序列与1\|也 收效. [32 

c . 如果序列丨及|\丨收敛，則序列丨也收敛- 

d . 如果序列丨 la , I 丨收敛，则序列 UJ 也收敛. 

2* 仅用 R 的阿基米德性质，对下述极限给出直接的验证 • 

氤 lim— =0 !>• lim —=0 

71+5 
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3,仅用 R 的阿基米德性质，对下述序列收敛给出直接的“心況”验证* 



4. 对例 2. 3中定义的序列丨 aj : 

求出 a I 。， 必20， ^30* 

b . 找出第二个下标 II 使得\ = 1/4及第四个下标 n 使得= 1- 

c . 对奇自然数 y , 设 

n= M^ll + l±l 

2 2 


证明 a ,, =1/2. 

d . 证明 U , I 是不收敛的. 

5. 对例 2.3 中定义的序列及区间（0, 1] 中的任一个有理数，证明有无穷多个下标 n , 使得 
6•假设序列 U , l 收敛于 a 且 a >0_ 证明： 存在一下标 N ， 使得对所有 / iS / V 有〜 >0. 

7•假设序列收敛于€,序列具有性质：存在一下标对所有 有 \= b A . 证明|\丨也收敛于 
L (建 议： 用比较引理可得一个快速的证明 .） 

8. 证明序列 U .1 收敛于 c 当且仅当序列 - c } 收敛于 0. 

9. 证明 R 的阿基米德性质等价于 Uml // i =0_ 

A-** 

10. 证明 

limn 1 ’ 蠤 = 1 . 
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(提 示： 定义 t = n l / A - l ， 再利用二项式公式证明 n = ( l + a , r > l +[/ i («- l )/2] a ^) 

11. 我们已证明序列 l 〗/ n | 收敛于0而不收敛于任意其他的数 ♦ 根据这一点证明下面的任意一个论断都与序列 
U , l 收敛到数 a 的定义不等价 • 

•• 对某个 s > o 存在下标況使得 

对所有> W 的下标《， I - a I < s . 

b . 对每个 c >0 及每个下标/ V ， 

对所有 > 汉的下标 n ， I a . - a I < 

c . 存在下标 Af 使得对每个 i ? >0, 

对所有> ~的下标 n , \ a n ~ a \ < £. 

12 . 对例 2. 2中定义的序列，证明对每个下标 n , I a .- V 2 1 <2/n. 利用这一性质证明该序列收敛于 #■ 

13. 利用基于多項式次数的归纳法证明收敛序列的多项式性质. 

14. 序列 U B I 定义 如下： 

对每一个下标％ ' = A +占+…+ >—； vr - 

2*1 3*2 in ^ 1)71 


证明 


lims . 


IS . 设是实数序列.锻定对每个正数 c 存在下标 W 使得 

对所有 的下标汉， 

在此情形下，序列 U , 丨称为收敛到无穷大，记作 

lima, = so • 
|| 一 _ 

证明： 


a. iim [ n 3 - lOOn] = oo 
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16. 论下列每一个序列到无穷大的收 敛性： 

瘺. I ^/ n ^\ ~- fn \ b . I ( ^/n + 1 ~^/ n ) Jn ] c _ 1( /U ^^ Jn ) n ] 

17. 对正数序列 证明： 

\ ima m = oo 当且仅当 limf ―] = 0. 

18. (切萨罗平均收敛>假设序列 U _ f 收敛于 a , 序列丨丨定义 如下： 

a, + o 2 + — + 人丫 *= 

< r H = - ， Xt 每一个下标 

n 

证明序列^ 4 丨也收敛于 a . 

2.2 序列与集合 
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收败序列的有界性 

数的集合 S 定义为有界的，如果它是上下有界的.这等价于 论断： 存在非负数 M 使得对 S 
中所有元*，有 

\ x \ ^ 

定义席列 U , 丨称为有界，如果存在数 M ， 使得对每一下标/ I ，有 

I a J ^ 

定理2,18 每个收敛序列是有界的. 

证明令是收敛于数 a 的序列.取 f = i , 由收敛的定义推出可以选择下标/ V ,使得 
对所有 n 洚 N 有 

I - a I < 1* 

观察到-幻所以由三角不等式， 

I I = I (- a) + al 名 I - a I +1 a I * 

这样，由下标 W 的选择，对所有有 

I I < 1 +1 a I . 

定义 Ms max |l + I al , I a , I ， …，丨 I 丨，则对每一个下标 / i 有 

\ aj ^ M. 

这样，序列 1\| 是有界的. ■ 

有理数的序列獨密性 

数集 S 定义为在 R 中是稠密的，如果每一个开区间 （ fl ，6) 都含有 S 中的点.利用收敛序列 
可对稠密性作一有用的 刻画. [35 

定义对于数集 S ， 我们称序列丨 * B | 在 S 内，只要对每一下标項 * a 属于 5. 

命題 2.19 集 S 在 R 中稠密，当且仅当每一个教*是5中序列的板限. 

证明首先，假设 S 在 R 中是稠密的.对每一个数*，令《是一个下标，由 S 在 R 中的稠 
密性，区间 U ，* + lA 0 中必有 S 的元.选取属于这个区间的 S 的元，记为*,,这样定义了一 
个序列 U ft l , 具有性质 
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I \ ^丨 < 1/n ， 对每 一 个下标 

因为序列 U/M 收敛于0,根据比较引理知序列收敛于*,由上述的选取，是 S 中的序列. 

接下来证明其逆.假设集 s 具有 性质： 每一个数是 S 中序列的极限.我们要证明 S 在 R 内 
稠密.事实上考虑任一区间 U ，6), 必须证明它包含 S 中的点.考虑区间中点 x = (a + fr )/2, 
由假设，存在收敛于 S 的 S 中的点序列 UJ . 定义 e = (6-<!)/2, 则 s >0, 由收敛序列的定义, 
有下标凡，使得对每一下标《身况，属于区间3+幻，但 

(s - s 9 s + s) = (a t b). 

点&既属于 S 又属于 U , 6). 这样， S 在 R 中稠密. ■ 

定理2_ 20( 有理数的序列稠密性）每个数都是有理数的序列的极限- 
证明定理 1.9 断言有理数集在 R 中是稠密的.由上述命題知，每个数是有理数序列的 
极限. ■ 

闭集 


引理 2.21 假定序列 K 丨收敛于數 d 且对每个自然數 / I , d，0 , 则 

证明我们将假设其结论是错的，然后得出矛盾.事实上，假定 ^<0. 令有 
s>0Rd+e = d/2<0. 这样，区间 （ rf -心 d + e ) 整个由负数构成，所以 K 丨的项不屑于这个 
1161 区间，因此序列 K 丨不能收敛于汰由此得出矛盾.故 d 泽 0. _ 

定理 2.22 设丨 cj 是区间 [ a , 6] 的序列，如果 icj 收敛于數 c , 则 c 也属于]>， 6]. 

证明由收敛序列的线性性质， 

lim [b — ] = 6 - c. 

但是，对每一下标 n ， 〜属 于区间 [ a ， 6]，所以上述引理蕴涵 6- c >0. 类似地可 
证 c - a >0. 这样 ， c 属于区间 [ a ，6]. _ 

区间 U , fc ] 具有的如上述定理所述的性质是很重要的，因此它有一个命名. 

定义 R 的子集 S 称为闭的，如果 S 的任一序列丨 a R 丨收敛于數 a ， 则极限 a 也是属于 S 的. 
运用这个新名词，引理 2.21 可重述为非负数集是闭的.可以看到，正数集不是闭的，因 
为 I 1 /M 是正数序列，但它的极限却不是正数.定理 2.22 可重述为区间 [ a , 6] 是闭的. 

例 2.23 有理数集 Q 不是闭的，因为由有理数的序列稠密性（定理 2.20) 知，存在有理数 

序列 | r n | 收敛于数 V ?，但在不是有理数. ■ 

例 2.24 区间（0, 1] 也不是闭的，因为 U / M 是这个区间的序列，但它收敛于不厲于这个 
区间的一点. ■ 

习鼉 

1. 对下列每一个陈述，确定其真或假，并说出你的理由. 

IL 每个有界序列是收敛的. 

b . 正数的收敛序列有正极限. 

c . 序列是收敛的 • 

A 有理败的收敛序列有有理数极限. 

«,区间 U , &>中收敛序列的极限仍属于 （ o , 
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2. 证明集 （-00 , 0] 是闭的. 

3* 证明每一个数是无理数序列的极限. 

4. 证明无理数集不是闭的. 

$• 证明序列 | aj 是有界的，当且仅当存在一区间 [ c , 刈使得是 [ c , rf ] 中的序列. [37； 

2.3 单调收敛定理 

在 2. 1节中我们证明了 liml / n =0. 显然常数序列收敛到它们的常数值.运用收敛序列的 

，一* ■ 

和、积及商的性质，可以将这些例子组合起来得到更多的收敛序列的例子.重要的是分析更一般 
的 序列. 现在我们转而提供足以确定序列收敛的准则，而不需要所讨论的极限的具体知识. 

定义序列丨丨称为单调递增的，倘若 

对每一个下标 re ， a n+1 > a a . 

序列 U , 丨称为单调递减的，倘若 

对每一个下标 n , a . + , ^ a „. 

序列！ 丨称为单调的，如果它或者单调递增或者单调递成. 

在上一节证明了如果序列收敛，它必定有界.当然，如序列 1( -1)" 丨所示，有界的序列 
未必收敛.然而在单调序列的情形下，有下述重要的定理. 

定理 2. 25( 单 调收敛定理）单调序列收敛当且仅当它有界.其次，有界的单调序列 | a ,| 

收敛于 

i . sup U , I a 在 N 中丨，如果 I 丨是单调递增的， 

ii . inf | a n I ri 在 N 中丨， 如果 | 丨 是单调递減的. 

证明 我们已经证明了收敛序列是有界的，所以只需证明如果单调序列有界，则它收 
敛于由 （ i ) 或 （ ii ) 所确定的极限.首先假设序列单调递增.那么如杲定义5=丨~丨 ne N |， 

则由假设， S 是上有界的.由完备性公理. S 有最小上界.定义 f = 8 U pS . 我们断言序列|«,丨 
收敛于匕事实上，令 s >0, 需要找出下标汉，使得对所有 nSs / V , 有 

I a n - t \ < s* 

即对所有 n 賊有 

€ — s < (2, 15) 

因为数€是集 S 的上界，所以对每一个下标》，有 

a H ^ < i + e . (2. 16) f 38 l 

另一方面，因为 <是5的最小上界，数不是 S 的上界，所以有下标 W 使得 f - c < a w .但 
由于序列是单调递增的，所以对所有 

€ - e < a N ^ (2. 17) 

由不等式 （2. 16) 与 （2. 17) 可得所需不等式 （2.15). 这样，序列 U ,| 收敛于 

我们把单调递减序列的相似证明留给读者. ■ 

例 2. 26对每一个下标 n ， 定义 


28 


第 2 聿 


圆 


显然序列|\丨是单调递增的.按照单调收敛定理，丨收敛当 R 仅当它是有界的.下面证明它 
有界.亊实上，运用几何和公式可知，对每一个下标 n ， 

5 矣丄 + f 丄 ) 2 + …+ f 丄) • = W _ (1 - /2) " ^ = 

" 2 \ 2 I \ 2 ) 1 - 1/2 1 - 1/2 


因此单调递增序列丨是上有界的且为1，所以它收敛于极限€，其中 f 专 1. 注意我们在 
没有确切地认定极限值的情况下证明了 收敛. _ 

例 2.27 对每一个下标〃，定义 

A 1 

级数 U „ l 称为调和级教.而且，序列丨是单调递增的.我们断言它不是有界的，因而不收 
敛.事实上，注意到 

S 2 = 1 + y > 1 + y 

及 

1 1 ^ 11.2 

〜 = 、 + T + 丁在心 + T + T = 1+ ? 

1111 1,3 

s * =5 4 + m + T ^ + 了 = 1+ y 

一般地，我们断言 

对每一个下标灯，3 2 , > 1 + (2. 18) 

事实上，对每一下标 A 多1，存在2 4 1 个下标 i 使得 

2*-_ < i ^ 2\ 

并且对每一个这样的下标，1/£身1/2\因此， 



这样， 



由此，运用 R 的阿基米德性质可得序列没有界.因而由定理 2. 18,该序列不收敛. 



现在考虑一类特殊但却重要的序列，此序列具有形式|^丨，其中 c 是固定数.当 c =1时, 
此序列是常数序列，所以它收敛干 1. 当 - I 时，我们早已知道它是不收敛的，我们把 
I cl >1这种情况留给读者作为习题，证明此时序列不是有界的，因此由定理118可知它不 
收敛.对 IH <1有下述重要结果. 

命題 2.28 令 c 为满足 Cl 的數，則 

lime* =： (X 


证明当 c =0 时是显然的，因为此时考虑的是常数序列，每一项是 0. 此外，由于 I / I = 

I (-0广丨，故 c <0 的情况可由 c >0 的情况得出.所以假设 c >0. 因为 0< c < l ， 丨 〆 丨是单 
调递减序列且以0为下界，由单调收敛定理知序列丨收敛于数 C 其中 
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€ = inf ic R I a 在 N 内 |. 

必有 f =0, 否则的话，由于 c >0, 对每一下标 n 有 


这样，是此序列的一个下界，且它大于 <( 因 0< c < l ). 因此€不是序列的最大下界.这 
一矛盾证明 €=0. ■ 

我们以单调收敛定理的几何推论来结束本节，该推论可以不严格地解释成一个陈述，即实 
数集 R 上没有“洞”. 

定理 2.29( 区间套定理）对每一个自然數％令〜与\是满足的数.考虑区间 
夂 假定 

对每一个下标 n ， £ / R ， (2. 19) 

还假定 

lim[ - aj =0, (2. 20) 

則对所有的 n , 恰存在 一点％ 属于区间并且序列丨\丨与 |6 J 都收敛到这一点，如图 2*3 
所示* 


/n 




A 


a rt+l 


b n 


bn 


图 2.3 端点序列 UJ 与都收敛于0 


证明所假定的 （2. 19) 式也就是对每一个下标 n , 

^ ^n + 1 ^ ^ 

特别地，序列 U n 丨是以6,为上界的单调递增序列.单调收敛定理蕴涵序列 U a | 收敛于数《且 
对每个下标 a # < a . 类似的论证表明单调递减序列丨6„丨收敛到某个数（用6表示），且对每 
个下标 b 从 • 这样， 

对每个下标 n ， \ : S a 且6矣 (2.21) 

由 （2. 20) 式的假设及收敛序列的差的性质可以推出 

0 s= lim [b^ - a n ] = 6 - a. [41 

于是 a =6. 置从 （2.21) 可得对每个自然数 n , 点 z 馬于 / a . 仅存在一个这样的点， 

这是因为存在两个这样的点将与区间的长度收敛到0的假设 （2. 20) 相 矛盾. ■ 


习題 


1. 对以下每一个陈述，确定它的真假，并说明你的 理由. 

a. 单调序列的和仍是单调的. 

b . 单调序列的积仍是单调的. 
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c 每个有界序列是收敛的. 
d - 每个单调序列是收敛的_ 

2. 下列序列中哪一个是单调的？说出你的理由， 

十巧 

3. 假设序列是单调的.证明 fu . 丨收敛当且仅当1<丨收敛.说明这一结果在没有单调性这一假设下是不成 

立的， 

4 . 假设序列丨\丨收敛于《且丨 a \ <l t 证明序列丨收敛于 0. 

5 . 令 C 是满足丨 cl <1的数 • 证明丨 cl 可以表示成丨 cl =1/( 丨其中 rf >0, 然后用二项式公式 证明： 
对每一下标《，有 


1 + nrf 


«. •-用习® 5及比较引理（引理 2. 9) 得出 I H <1时 Iim /=0 的另一个证明. 

n 

b . 运用习题5及比较引理证明 limv ^ c 4 =0. 序列丨是单调的吗？ 

毳 — 》 

7. 证明：若 0< c < l ， 则 

lim nc* = 0. 


(提 示： 定义可看到 = 并运用习埋6中的 （ b ”. 

8. 设丨是有界的非负序列而 r 是满足 0< r < l 的任意数.对每一个 F 标^定义 

- 6 jr + 6 〆 2 + …+ 

用单调收敛定理证明级数 U , 丨收敛， 

9. 对每个自然数 n ， 令\为 满足〜 <之的败，考虑区间= A .], 煆 定对每个下标 n 有 

42 | 

用单澜收敛定理证明丨 a . 丨收敛于 a 及丨6.丨收敛于6,其中及区间 [ a , 6] 包含在每个 久中. 

10. 对一对正数 a 与芦，数 M 称为 a 与 P 的几何平均_而数 （《+ 戶 ）/2 称为《 与泠的 算术平均，通过考虑 
(*/a -^) 2 »0 t 证明 （a + 办）/2> 

11. 对一对正数与 I 递0地定义序列及丨 u 如下： 定义 h =<!及 h =6. 若对下标％已定义了\与 

定义 

°^i = ~l 6 - 及 h ， v / ®A- 

a. 用上一理证明对每一个下标 n >2， 

b . 证明序列 UJ 与收敛，然后证明 U , 丨与丨心丨有相同的极限-这一共同的极限称为与6的高斯算 
术-凡何乎均.它作为涉及 a 与6的重要的 捕圆积 分的值出现. 


2.4 列緊定理 


本节我们讨论一个定理一列紫定理，它是分析研究中最重要的一个定理.这个定理是实 
数集合中的重要性质 p 在函数的连续性与可微性的基本性质的证明中是必需的.为推述这个定 
理，首先需要引进子序列的概念. 

定义考虑序列1\丨，令 U t l 是自然數的一个严格增加的序列，即 

n { < n 2 < ^ < …. 
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对每个下标 fc , 序列|6 4 丨定义为 
它称为序列丨\|的子 序列. 

通常 uj 的子序列简单地表示为丨\ 4 1,这里隐式地理解 u 4 i 是严格递增的自然数序列， 

而它的第 A 项是 a % e . 

下面的结果虽然并不奇特但却十分有用. F 431 

命 m 2.30 令序列丨 S 丨收敛于极限 a , 则的每一个子序列也收敛于 a . 

证明令00,需找到一个下标〜，使得对所有 ft 在 W 有 


因为整个序列是收敛于 a 的，故可选定下标使得对所有 n >7 V ， 


( 2 . 22 ) 


(2. 23) 


因为 In , | 是严格递增的自然数序列，故对每个下标 A 有 

n k ^ h . 

这样，所需不等式 （2. 22) 来自于 （2.23). ■ 

序列 U n +1 丨是序列的子序列_因此 


若 lin ^ = a ，则 lima R+l : 

I*—^OP 

这一简单的讨论对于用递归定义的序列的分析是十分有用的. 
例 2.31 定义七 =1. 若 ri 是下标，\已定义，则定义 


2 


(2. 24) 


用归纳法可证明|\|是一个正数序列.其次由这个序列的定义知，对每一个下标/ I ， 



(2 + a m )(2 + a w+1 ) 


因为 a 2 <«,, 上面的等式以及归纳论证表明|~丨是单调递减的.由单调收敛定理，序列 
收敛，用《表示它的极限.由极限 linih =«及收敛序列的和、积及商的性质知 （2.24) 式右边 

的序列收敛于 （1 + a )/(2+ a )， 另一方面，由于 + 1 (2, 24) 式左边的序列收敛于 a . 

这样， 



由二次公式可得 


lima 


V5 


2 



O 作为直观而不精确的想法，可以认为+序列丨是由原序列中* 去一些 项后重新编排它的余項使得删除后 


序列的第 fc 項是通序列的第 n 4 项而得珥的. 
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给定的序列可以是单调的也可以不是单调的，但亊实上每个序列都有一个单调的子序列. 
这一点相当出人意外并且一点都不明显 G . 

定理 2.32 每个序列都有单调的子序列. 

证明 考虑序列|\1.称下标 m 是序列丨\丨的峰值下标，倘若对所有的下标 
如图14所示.此序列要么只有有限多个峰值下标，要么有无穷多个峰值下标. 


阁 2*4 若 m 是峰 值下标 T n > m T 则 


情形1: 只有有限多个峰值下标. 可选择下标/ V 使得不存在大于 w 的峰值下标.我们将递 
归地定义的单调递增子序列.事实上， 定义 n t= N + l . 现假设丨是一个下标使得正整数 

n } < n 2 < < n k 

的选取满足 

由于 \> yv , 所以下标/1 4 不是峰值下标 • 于是存在下标 > n 4 使得 \ 1 + | 于是递归地 

定义了一个严格递增的正整数序列丨„ 4 1，它具有子序列是单调递增的性质 • 

情形2: 有无穷多个峰值 下标.对每个自然数 fc ， 设 化是第 fc 个峰值下标.直接由峰值下 
标的定义可得子序列 U B 1 丨是单调递减的. ■ 

定理 2.33 每个有界序列都有收敛的子序列. 

证明设是有界序列.按照上述定理，可选取单调的子序列由于丨是有界的， 
因此它的子序列也是有界的.于是是有界的单调序列.由单调收敛定理，收敛. ■ 
[45] 关于定理 2. 33,我们发现有一个非常有用的稍有改进的表述. 

定义 实数集 S 称为是列紧的， 如果 S 的每个序列 | 有一个子序列收敛于属于 S 的一个点. 
例 2. 34定义5=[0, 00), 则 S 不是列紧的.事实上，对每个下标/»，令\=/1，则 
是 S 的序列.但是由 R 的阿基米德性质，的每一子序列是无界的，因此由定理 2. 18知它 
们不收敛.这样，集 S 不是列紧的. _ 

例 2.3 S 定义 S =(0, 2]，则 S 不是列紧的.事实上 |1 A »| 是 S 的序列，它收敛于0,因 
此它的每一子序列也收敛于 a 但0不厲于 s ， 这样 U / M 中无子序列收敛于 S 中的点，所以集 
S 不是列紧的. _ 

定理 2.36( 列紧定理）设 o , 6 是滿足 a <6 的数.则区间 [ a , 6] 是列紫的，即 [ a , fc ] 的 
每一序列有子序列收敛于!>， 6] 中 的点. 

证明这个证明分成两个部分.首先有必要证明 [ a , 的一个序列有收敛的子序列，然 
后必须证明子序列的极限属于区间 [ a , 6]. 令是 [ a ，&] 的序列，则 U , 丨是有界的.因此 
由前述定理知，存在的子序列收敛.但是是[«， 6] 的序列，因此由定理 2.22 
知，它的极限也在 [>, 6] 内. ■ 


0我们知道》〖》*是以无理数为周期的周期函败.而序列 l » inW 有单谰子序列是令人困感的. 
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上面的列紧定理通常称为波尔査诺_魏尔斯特拉斯 （ Bolzano - WeierstraM ) 定理. 


习題 

1 . 对以下每一个陈述，确定其真假，并说出理由. 

有界序列的子序列是有界的 • 

b . 单调序列的子序列是单调的. 

c . 收敛序列的子序列是收敛的. 

d . —个序列，如果它有收敛子序列，则此序列收敛. 

2. 对以下每一个陈述，确定其真假，并说出理由. 

a . 区间 （0, 1) 的每个序列有收敛子序列. 

b . 区间（0, 的每个序列有收敛于 （0, 1) 中点的子序列. 

c . 每个有理数序列有收敛的子序列. 

d . 若一非负数序列收敛，則其极限也是非负的. 

e . 每个非负数序列有收敛子序列. [46] 

3. 考虑序列 UJ ， 其中对每个下标 n ， a m ^\/ n . 写出下面所列子序列的前 五项： 

I U 3 *.1 \ b. c. \a k2 \ 

4. 对下述序列，寻找其峰值下标，并证实你的结论. 

^ U -l)M C. u -trn\ 

5. 证明严格增加序列无峰值下标. 

6. 证明单 调递减 序列的每一个下标都是峰值下标. 

7. 证明如果单调序列有一个有界子序列，則此单调序列本身也是有界的. 

8. 假设单谰序列丨有一收敛子序列，证明序列收敛. 

9* 序列丨 a . 丨称为有界，如果存在数 M ， 使得对每一下标^有 

I I « Jlf . 

证明： 序列有界 当&仅 当存在的数 h fc 使得 I 心丨是 [di 6] 的序列 * 

10. 证明： 序列丨不收敛于数 a 当且仅当存在某个 C >0 及子序列丨使得对每一下标 A 有 

I a MJk - a \ > s. 

U * 对例 2.3 中定义的序列 U . t : 

e . 证明： 区间（0, 1] 中每一有理数 x 是的某个常值子序列的项值. 
b . 证明： 区间 [0 f 1] 中每一数 x 是序列的一个子序列的极限 • 

12* 对 c >0, 考电二次方程 

X 2 ~ X ~ C = 0, X > Q . 

固定七>0,递归地定义序列然后对于下标 H ， 当\已定义时，定义 
证明序列单调收敛于 h 述方程 的解. 

*2.5 集合的覆籤性质 




在对分析的讨论中，本节可算是一段小小弯路，其目的在于对列紧性提出一个令人诧异的 
不同的观点，这一观点在数学的许多不同领域是有用的.后面的材料与本节是独立的.我们从 (47 
证明有界闭集是列紧的开始. 
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命题2,37令 S 是 R 的有界闭子集，則 S 是列紧的. 

证明 我们简单地顺着列紧定理的 证明. 令是 s 的一个序列.则|*„丨是有界序列，因 
为 S 是有界的. 因此由定理 2.33 知，存在子序列丨收敛于数 I . 但序列是 S 的序列且 
收敛于因此由假设 S 是闭的，故极限 * 也属于 S . 因此集 S 是列紧的. ■ 

现在我们转而考虑闭区间 [ fl ，6] 所具有的性质.假设对每个自然数 s „ 是实数集.我们 
用1\吖.,表示这些集的全体.对实数集乂称集族1\1二,是 S 的一个表蓋 （ cover ), 倘若对 S 
的每个存在一个下标〃，使得$ 是乂 的元 • 用集合并及包含记号，可写为 

SQ\J S ^ 

R ■ 1 

如果存在一个下标使得 

N 

S c u s, t 

n = I 

则有限集族 IS , ，…， SJ 称为对集 S 的一个有限子後盖 • 集的一个覆盖可以有也可以 
没有有限子覆盖. 

例 2.38 令 S 是非负实数集[0, 00). 对每个下标 n , 定义 

s ( - n ， n ). 

由阿基米徳性质知 


se U 夂， 

A = 1 

A 

所以开区间族,覆盖&但任一有限族不能覆盖 s , 这是因为不论下标 / v 如何选定， U /. 

W] 不包含数 w + 1. ■ 

例 2.39 取区间[«， 6] 并在 U ，6) 内移动点 c , 于是 S=UI a 矣 x 忘 b, x^c \. 定义 

/ ft *■ (c - n,c - l/n) 当 /i 是奇数 
/ n « (c + l/n f c + n) 当 /i 是偶数 • 

如图 2.5 所示- 




in 

- ) - • - - 

I n = (c - n,c - l/n )： /* 是奇数 

m2.s /.： 当 / t 是偶数及奇数 
由 R 的阿基米德性质及丨 1/ M 收敛于0,得出开区间集丨 u ：； = , 覆盖了除《：外的所有实数, 

N 

所以它亦覆盖了集 s . 但任一有限子集，不覆盖心这是因为一旦取定下标〜，不 

° " 1 » S 1 
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含有 S 中离 c 的距离小于 1/ W 的那些点. ■ 

因此，对于一般集 S , 开区间集丨对 S 的覆盖不一定有有限子覆盖. 

定义 E 的子集 S 称为是紧的 （ compact ), 如果任一开区间集丨 / J 二，对 S 的覆盖有有限子 
覆盖，即对每个下标 n , / n 是开区间及 


5^ U 

n ■ I 

则存在一下标使得 

5 £ U 

n _ 1 

由例 2. 38及例 2. 39,我们下面证明紧集必须是既有界又是闭的 G . 

命題 2.40 令 S 是 R 的列紧子集，則 S 是有界及闭的. 

证明对每个下标》，定义 /„«( - n , rO . 由 R 的阿基米德性，是覆盖 R 的开区间 
集，所以它当然也覆盖集 S . 因为 S 是紧的，故存在一下标 7 V , 使得 " 

N 

5 C JJ /„, 

所以对 S 中的所有*，有 " 

I x I < 汉. 

这样集 S 是有 界的. 剩下的是证明 S 是闭的.令丨 aj 是 s 的序列，它收敛于数 (X, 我们必须证 
明《也属于用反证法.假设《不属于集 S , 如同在例 2. 38中那样，定义 

J h = (a - n,a - \/ n ) 当 n 是奇数， 

人=+ l /n » a + «) 当》是偁数. 

由 R 的阿基米德性质及丨 l / n | 收敛于0,可以看到 | 人丨； 6 .，是覆盖除去数 fl 的整个实数集的开区 

间集。但我们已假设 a 不属于 S , 因此{人丨二,是$ 的覆 盖. I 人丨 ：*_, 的任一有限子集不能覆盖 
S . 因为不论如何选取下标汉，由于 U , 丨是 S 中收敛于 a 的序列，故 S 中有点与 a 的距离小于 
1/兄这与 S 的紧性相矛盾，这样证明了《是属于 S 的，即 S 是闭的. ■ 

下面的命题断言列紧集是紧的.这是十分奇怪的，因为这两个槪念看起来是不相关的，除 
了名字的选取外.这个命题的证明是相当精巧的. 

命颶 2.41 设 S 是 R 的列紫子集，则 S 是紧的. 

证明假设|/„丨二,是开区间的集合且是 S 的一个覆盖.我们将证明存在一下标凡使得 

N 

5 C U (2. 25) 

由于 u •丨 r = l 覆盖心故对 s 中的点，我们可定义它的覆盖下标是最小下标 I 使得 * 屑于/,, 
这一覆盖下标记为 cover index ( x ). 可以看到 

k 

cover index (龙>< fc 当且仅当 x 厲于 U 
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© 这里提到的 K 性的概念有时柑可教繁性 • * 性与可数*性稍有不同，但在实数系范围，这两个*念是等价的. 
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(2. 25) 式成立当且仅当对 S 中的所有 x , 

50 | cover index (%) ^ / V , (2. 26) 

现在观察到给定 S 中的点*， x 属于/,，其中 n 是; t 的覆盖下标.因为/,是开区间，因此有以* 
为中心的幵区间/使得 JQ /，. 这就得出 SfU 的每一点的覆盖下标至多是 n ( 如图 2.6 所示） ，即 
对所有2属于 Sn «/ ，有 

cover index ( z ) ^ coverindex (^). (2. 27 ) 



图 2_6 当 r 厲于 J 时 cover mdcx(z) 

如果满足 (2.26) 的自然数 N 不存在，则对每一个自然数 rt , 在 S 中有一点其覆盖下标大于 \ 
选取这样的点并记 为气， 这样，1^1是 S 的序列，使得对每一个下标 n , 

cover index ( x a ) > n . (2. 28) 

但是，由假设，集 S 是列紧的，故存在子序列收敛 于点％ 且也属于 S . 如同上面已注意 
到的，可选取一开区间/以*。为中心，使 （2.27) 成立.但是％是序列的极限，所以有下 
标尺，使得对每个/:有 

属于丄 

这样，对每个 

cover index ^ cover index ( x 0 )* 

但由 （2. 28)， 对所有下标 A ， 

cover index ^ ^ k f 

因此得出矛盾.所以假设无有限子覆盖导致矛盾，因而可得存在有限子覆盖.这样，列紧集 s 

是紧的. ■ 

定理 2.42 对 R 的子集 S ， 下述三个论断是相互等 价的： 

i. S 是闭及有界的 • 

ii . S 是列紧的. 

iii . S 是紧的. 

证明命鹿 2.37 断言 （ i 〉 蕴涵 （ ii)_ 命题 2.41 断言 （ ii 〉 蕴涵 （ Hi ). 最后命題2_ 40断言 
SE ( iii > 裏涵⑴. ■ 

R 的闭且有界的子集紧的论断通常称为海涅-博雷尔 （ Heine - Borel ) 定理_ R 的闭且有界的 
子集是列紧的论断通常称为波尔査诺-魏尔斯特拉斯 （ Bolzimo - WeierstrMS ) 定理 • 


习題 

1. 对以下每一个陈述，确定其真假，并给出理由. 

a . 每个有界集是闭的. 

b . 每个闭集是有界的. 
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c . 每个闭集是紧的. 
d - 每个有界集是紧的. 
r 紧集的子集也是紧的. 

2. 对以下每一个陈述，确定其真假，并给出理由. 
a - 无理数集是闭的. 

b . 位于区间[0, ]] 的有理数是紧的. 

c , 负数集是闭的. 

3* 令 a , 6是满足 的数.定义 S =[ a ， i ) - |x I a^x < tf . 
a * 用列紧定义证明 S 不是列紧的. 

b . 用紧性定义证明 S 不是 R 的. 

c . 用闭的定义证明 S 不是闭的* 

4. 令 S 是区间 [0, 2] 中的有理数集 • 

a . 用列紧定义证明 S 不是列*的. 

b . 用 K 性定义证明 S 不是紧的. 

c . 用闭的定义证明 S 不是闭的. 

5 . 若 S 是由单个点组成的集合，证明 S 是紧的. 

«. 若5 = [0, 1] U [3, 4]，证明 S 是紧的 • 

7. 若 B 是紧集，证明并及交也都是紧的. 

8. 令 A , 是 R 的集，若并 4 UB 是紧的，那么 M 与都 必是紧 的”的结论正确吗？ 

9. 在列紧»涵»性的证明中，什么样的单个点徭要借助于开区间覆遒的下标来确定？ 

10. 对每个自然数 fi , 令/_是闭的有界区间*假定 |/ n 丨二 ,覆盖由闭的有界区间 [0, 1] 组成的紧集，那么“覆盖 

有有限子覆盖”这…结论正确吗？ 

11* 检査一下列紧蓮涵紧性的定理的证明，并证明我们运用的覆盖中集的仅有性 质是： 如果一点: t 位于/,, 

则有一个开区间 J 以 x 为中心，且也位于/ # 内，具有这一性质的集称为是开的， 

12. 对列紧集必须是有界且闭的给出一个直接证明，而不借助于紧性这一概念. [35] 


第 3 章连续函数 


3.1 连缤性 

在第2章我们考察了以自然数集为定义域的实值函数，也就是实数序列.现在开始研究以 
R 的一般子集为定义域的实值函数.有一个标准的 记法： 对于实数集 I ?,用 

fiD^R 

表示以 D 为定义域的函对 Z ? 中的每一点 * 用 /(*) 表示陚予*的函数值.当我们写 /:D — R 
时，除非特别申明，否 jail 总假定 d 是实数集. 

描述函数 — r 的两个基本槪念是连续性与可微性，本聿前五节讨论连续性，最后一节 
研究极限，为第4章开始的可微性的讨论作准备. 

定义函数 — R 称为在 /) 中的点处连续，倘若每当 D 中的序列收敛到 * 。时， 
都有象序列|/(\)丨收敛到/(%).函數 — R 称为连续的，侏若它在 D 中的每一点都是连 
续的. 

函数 — R 在 D 中点％连续的定义可以精确直观地表 达为： “如果 D 中的点: c 趋向于 
x Q ， 则它的象/(幻趋向于/(*。）”.这一性质同样可用“如果 D 中的点*充分地接近*。，差 /(*)- 
/(*。）就会变得任意小”来描述.这些陈述加上引号是因为我们不能把“任意小”与“接近”表达 
成数学上精确的概念.在 3. 4节中还将以不同方式来重述连续性这一概念. 

三个例子 

例 3.1 对每个数*，定义 /(*)=/-2* +4,则函数 /:R — R 是连续的.为验证这一点，取 R 
中的点％，需证明函数在％是连续的.令 U n I 是收敛到 * 。的序列.由收敛序列的和与积的性质， 

lim /(*) = - 2 * n + 4] ~ %l - 2x 0 + 4 = /(* 0 ). 

因此 ， /:R — R 在％是连续的. ■ 

上面的例子是多项式连续性的一个特例 . 2.1 节中叙述过的收敛序列的多项式性质就是多 
项式的连续性的一个陈述. 

例 3.2 定义函数 /:R — R 为 


如图 3.1 所示_函数 / : H — R 除％ =0外是处处连续的，首先考虑％=0,序列 l - l / n | 收 
敛于0,但彳 /( - l / n ) 丨是常值序列，每项都等于2,这样， 、 

lim/ (- \/n) = 2 # 1 = /(0 )， 

所以/在％ =o 处不连续-现在考虑％尹0,如果序列 UJ 收敛于％,则存在下标况，使得对所 
有 n >汉有/(*，）=/(*。），这样， 

lim/(0 =/( 戈 0 )， 
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即/在点％处是连续的. 




( >=/(:) 

1 

J 





图 3.1 函数/: R — R 在点 x =0 处不连续 


例 3.3 定义函数 /:R — R 如下： 

若 I 是有理数 
lo 若$是无理数. 

此函数称为狄利克雷 （ Dirichlet ) 函數，狄利克雷函数在 R 中任何一点都不连续.事实上，在 R 
上给定点*。，根据有理数及无理数的序列调密性（回顾定理 2.20), 存在收敛于 * 。的有理数的 
序列 U » l , 也存在收 敛于％ 的无理数的序列 ItJ . 但 1/( 是所有项等于1的常数序列，而 
1/(«„) 丨是所有项等于0的常数序列.这样， 

lim/(uj =1^0 = lim/(t? ft ). 

R—A— 

由于序列 luj 和序列|^丨都收敛到％，所以函数 /:R — R 在％不可能是连续的.注意，狄利 
克雷函数的不连续性质的一种表达方式是无法画出它的图形， ■ 


连嫌困数的和、积及商 


给定两个函数 /:D — R 及 g: /) — 51，定义和/+ pD — R 与积允 — R 如下: 
对 中的所有 *，(/+ 发〉 （*) */(*) 尽(*)与 (/ g ) (*) ^/( x ) g ( x ). 

此外，若对/>中所有的: t ， g ( x )^0, 定义商 //&:/) — R 如下： 

对/>中的所有 x ，(//$) u ) 

g (^) 

下面是与收敛序列的和、积与商的性质类似的定理，也是它们的一个推论. 

定理 3.4 假定函數 R 与 — R 在 D 中的点 X 。是连续的.那么 
和 

f + g* m D ― > R 在点 x 。 是连续的， 

积 

fgiD -*> R 在点&是连续的， 

以及如果对 Z ) 中所有的 X , g ( x )^ O f 則商 

f / g ： D ^ R 在点％ 是连续的， 

证明令是 d 中收 敛到％ 的序列.由连续性的定义， 

lim /( x K ) = /() 及 lnn ^ C *,,) = g ( x 0 ), 

收敛序列的和的性质葱 


(3.1) 

(3.2) 
(3-3) 


rsn 
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lim [/( x n ) + g(x n )] = f(x 0 ) + g(x 0 ) t (3*4) 

而收敛序列的积的性质蕴涵 

] = f ( x 9 ) g ( x 0 ). (3. 5) 

如果对 Z ) 中所有的\ 以幻卢/收敛 序列的商的性质蕴涵 


lim 


/(o /(%) 


g(^n) gi^oY 

根据连续性的定义，由 （3,4)、 （3.5) 及 （3.6> 可分别得到 （3.1)、 （3.2) 及 （3.3). 


(3-6) 

■ 


2.1 节所述的收敛序列的多项式性质精确地 断言： 多项式是连续的，这样由连续函数的商 


的性质，我们有描述一类一般连续函数的如下推论. 


推论 3*5 令 p:R — ft 及 — R 是多项式，则商 R 是连续的，其中在 R 

内 I 9 ( 无） 


连续函数的复合 

除了形成函数的和、积、商之外，还存在另一种有用的方法组合 函数： 函数可以复合. 

定义对于函教 /:/> — R 及发： f / — R ，其中 /(/)) 包含在 t / 中，定义 /:D — R 与客： R 的 
复合（用客。 /:/>— R 表示）为 

对0中的所有*,(客。/)(*)= g (/{ x )). 

对连续函数，有下列的复合性质. 

定理 3. 6 对于函数 /:D — R 及 R ,其中 /( D ) 包含在中，假定 /:£> — R 在 D 中的 
点％连续且发: "一► r 在点 yx x。） 连续，则复合函数 

g 。 /：D —► R 

在点％是连续的. 

证明设|\丨是 Z ) 中收敛到* 0 的序列.由函数 /:D — R 在点 * 。的连续性，序列 1/ UJ 丨收 
敛到/(%).另一方面 LTUJ 丨是 " 中收敛到 / U 。） 的序列，所以由在点/(%)的连续 
性，序列 U (/(* J ) 丨收敛到 g (/(*。））. 即 

lim ( go /) (arj s ( gof )( x Q ). 

于是复合函数 g 。 /:D — R 在 x 。 是连续的. ■ 

习题 


1. 对以下每一个陈述，确定它的真假，并给出理由. 

a * 如果函数 / + g:R — R 是连续的，则函数 /:R — R 及 f R — ft 也是连续的. 

b . 如果 R — ft 是连续的，则函数 /: R —► R 是连续的. 

c . 如果 / + g:R — R 及 pR — R 是连续的，剡 / : R — ll 是连续的. 

d . N 是自然数集，每个函数 /:N — il 是连续的. 

2. 定义 


fix ) 



当0 € z 备1 
当1 < * 莓2_ 


函数/: [0, 2 ]—R 在哪些点上是连续的？说出理由, 
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3. 定义 



若 AF 莓0 
若 > ()• 


函数 /:R — R 在哪些点连续？绐出理由. 

4. 对于函数 /:/) — R 及 /) 中的一点％,定义/! = U 在 Z ) 中1 及在0中丨证明 / : 0 —R 

在％处连续当且仅当 /:A — R 与 /:S — R 在点％处连续. 

5 . 定义 


/(*) 



若 * >0 
若 * < 0* 


证明函败 /: R — R 是连 续的. （提 示： 用习題 4.) 

6. 定义函数 — R 为 


g ( x ) 



若 a 是有理数 
若％为无理数- 


此函数在哪些点是连续的？给出理由- 

7. 假设函数/: [0, 1]— R 是连续的，且当0^<1时有 

fix ) >2, 


证明 /(1)>2. 

8. 假设函数/: [0, 1]— R 是连续的，且当 0< X <1 时有 

/(*) > 2， 

问必定存在/(〗）>2这种情况吗？ 

9. 假设函数 /:R — R 在点々处连续且/(%> >0. 证明存在区间 % + l / n >( 其中/ I 是自然数），使 
得对/中所有 x 有 >0. (提示 ：反证 法*> 

10. 假设函数 /:R — R 在点％ 处连续，证明存在区间 /■(%-1 /l %+1 /ixM 其中 I * 是自然败），使得对/中 
所有 X , 有 JU ) < n . (提 示： 反证.法 .） 

1 U 假设函数 R 是连续的，且当*是有理数时 gU ) =0. 证明对 R 中所有有 =0. 

12. 假设函败 /:/) — R 是连续的.对于 D 中的 X ,定义函数丨为丨 / l (*) = l / U ) l . 证明 
1/1 : D — R 也是连续的 • 

13. 函败 /:/) — R 称为利普希茨 （ Lipachilz ) 函數，如果存在一个非负数 C , 使得对 /) 内所有 u ， 〜 

1 /{ u) - /( v) I € Cl u - tM. 

用2, 1卄的比较引理址明利普希茨函数是连续的- 

14. 假设函数 /: R — R 有如下 性质： 

对 R 中所有 " 及 /( u + t ；) = f ( u ) +/(>)• 

氣定义 m ^/( 1 ) ,证明 

对所有有理数 X ， fix ) = rnx . 
b . 用 （ a ) 证明： 如果 /: R — il 是连续的，则 

对 R 中所有文， f(x) - mx. 
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3.2 极值定理 


对函数 /j — R ，定义 

/(/)) s \y \ y ~ f{x) ,x e D\. 

称集 /( D ) 是函数 /:/> — R 的象.我们说函数达到一个 极大值 （maximum value )， 倘若 
它的象 /(/)) 有极 大值； 也就是说，在/>中存在点％，使得 
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对 D 中所有 点*， f { x ) ^ f ( x Q ). 

称 D 中这样的点为函数 /:Z? — R 的一个极 大化点 （maximi 犹 r). 类似地，函数 /:/>—R 称为达到 
一个 极小值 （minimum value)， 倘若它的象 /(/?) 有极小值.0 中 能取到这个极小值的点称为 
58 I /:/)—► R 的一个极 小化点 （minimizer). 

—般来讲，一个非空集合有极大值，如果集合是有上界的并包含它的上确界.这样，对于 
函败/: D—R, 当象 /(D) 有上界且象的上确界是函数值时，它确实有极大值. 

通常，不能作出函数 — R 的极小值或极大值存在的推断. 

例 3.7 定义函数/: (0, 1>—R 为对（0, 1) 中所有*有/(*) =2*. 如图 3.2 所示.这个 
函数没有极大值，这是因为不论在 (0, 1) 内选定什么样的％, 区间 （ x 0 , 1) 上所有点的函数值 
都是大于/(%>的.注意，这个函数的象有上界，且上确界是2,但2不是函数的值. 


图 3.2 象 的上确界不是函数值 _ 

例 3.8 定义函数/: (0, 1)—R 为对 (0, 1) 内所有*，/(*) =l/x. 对每个自然数 /(l/n) = 
\所以它的象甚至没有上界，这样函数自然不能取得极大值. 

y 


图 3.3 函败 /(*) =1/* 在 （0, 1] 上的象无上界 ■ 

但是，当定义域是有界闭区间 [«, 6] 及函数/: [a, 6]-R 连续时，我们有下述重要 
1391 结果. 

定理 3.9( 极值 定理） 有界闭区间上的连续函数 /: [«, &]—R 跃能达到极小值也能达到 
板大值. 
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为证明函数 — R 有极大值，一个理性的策略是证明 
• 象 /(/>) 有上界， 

• 数 sup /( D ) 是函数的值. 

下面引理是用上面第一个策略来证明极值定理. 

引理 3.10 假定函數/: [«, 在有界闭区间上是连续的，則/: 1>， 6]— R 的象有 

上界，即存在教 M 使得 

对[«，6]中的所有 *, /(*) ^ 

证明用反证法论证.假定不存在上述这样的数亂设》为自然数，则 

对 [ a ,6] 中的所有 x , /(*) < n 

不 成立. 这样，在 [ a , 6] 上存在点 * 使得 /(*) > n . 选取一个这样的点并将它标记为*«，这就 
定义了 [«， 6] 中的一序列满足对每个下标 《,/(*,) >«. 可以用列 轚定理 （定理 2. 36) 选 
取的一子序列收敛到[«， H 中的点由于函数/: [«，在点是连续的， 

象序列1/(\)丨收敛到/(%).但收敛序列是有界的（定理 2. 18), 所以序列丨/(*〜〉|是有界的. 

这与性质 

对所有下标 ft , AxJ > n t ^k 

相矛盾 • 这一矛盾证明了函数 A [«， fc ]— R 的象是有上界的. ■ _ 

极值定理的证明定义 s =/([ a , 6]). 则 S 是非空实数集，根据上述引理， S 是有上界的. 

按照完备性公理， S 有上确界.定义 C = 8 tipS . 有必要在 [ a , A ] 中求得一点％，使得 c =/(* 0 ). 

设 n 是自然数.则数 c - 1 // 1 是小于 c 的数，因而不是集 S 的上界.于是在 [ a , 6] 中存在 
一点 * 使得 /(*) > c - l / m 选取这样的一个点并标记为由这一取法及 c 为 S 的上界的亊实 
可知，对每一个下标《， c - l/n < f { xj ^ c . 因此序列|/(气）丨收敛到 c . 

列紧定理（定理 2.36) 断定存在 U a l 的子序列收敛到[«， 6] 中的点％.由于 
/: U , &]— 跃在*。是连续的，1/(、）丨收敛到 / U 。）. 但{/(\〉丨是 1/( 〜 ）1 的子序列，所以 
C =/(*0)• 点*。是函数/: [ a , 6]— 的一个极大值点 • 

为完成定理的证明，注意到函数 -/: 1>， R 也是连续的.因而，由上面所证可在 
[ a , 6] 中选取一点，让 -/: [ a , 纠― R 在这一点达到极大值，于是函数/: 1>， — R 在这 
一点达到极小值. ■ 

习顯 

1. 对下述每一个陈述，确定其真骽，说出理由. 

a . 每一个函数/: [0, 1]— R 有极大值. 

b . 每一个连续函败/: [«， 6]- R 有极小值- 

c . 每一个连续函数/: (0, 1)- R 有极大值. 

<1. 每一个连续函数/: (0, 1)— R 有有界 的象. 

e . 如果连续函数/: (0,丨>— R 的象下有界，則函数有极小值. 

2. 求下列每一个函败的极大 值点： 

a . fi [0, 1]— R , 其定义为 /(*) = V * +* 10 + 4, 0< Xl . 
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b * g ： [ - 1 ， 1 ]— ►R , 其定义为 g ( x ) = - 1/4) 24 ? -1 矣戈霉 1. 

c A ； [ -1, 1]— R ，其定义为 AU > =4-2/， 

3. 设 a 与 6 是满足 a < A 的实数，求一个象无上界的连续函数/: ( a , 6)— R . 再求一个象有上界但不能取到 
极大值的函数/: U ，&)— R . 

4. 假设 S 是实数的一个非空集且是非列紧的.证明下述二者之一成立： （ i ) S 中存在无界 序列； （ H > S 中存在 
—个序列收敛于不属于 S 的点 

5. 如果集 S 含有一无界的序列，证明由 / U ) = jt 定义 的垚数 /: S — R 连续但无界，其中 zeS . 如果集 S 包含 

fen 一个收敛于非 s 中的点 X 。的序列，则由 / u ) =!/l 定义的/; S — ft 是连续但无界的，其中 ％ e s _ 

用习題4与5 证明： 如果 S 是 R 的一个非列轚的非空子集，則存在一函败/: S — R 是连续伹无界的- 
7 .俚 定函数/: [0, 1]— R 是连续的，/(0) >0且/(1> =0. 证明在（0, 1] 中存在数％， 对 满足 
/(*。）=0且 / U ) >0,即在区间 [0, 1] 中存在一个最小点使得函数/取值 ()• 

3.3 介值定理 

我们要证的连续函数的图形的第二个重要的几何性 质是： 如果连续函数的定义域由一个区 
间组成，并且它的图形包含线之上与之下的点，则函数的图形与直线 7 = c 相交. 

定理 3,11( 介值定理）假设函教/: [ a , 6]— R 是连续的，令 c 是严格地介于 
/( a ) 与/(6)间的数（如图 3.4 所示），即 

/( a ) < c </( A ) 或 f ( b ) < c </( a ). 

则在开区间 （ a ， fc ) 中存在点％满足/(%) = c . 

y y 




图 3.4 介于两个函数值之间的数仍是函数的值 


证明（二 分法） 我们仅考虑这样的 情况： /(«) <。及/(6) > c . 至于其他情况可以根据这 
个情况用 -/ 来代替/及 - C 代替 C 得出.我们递归地定义区间 [ a , 6] 的闭子区间套序列，这些 
I 62 | 区间的端点收敛到 O , 6] 中的一点 X ,在该点 /(*) = c . 

令及6, = fc . 对自然数 n , 假设含于 [ a , &] 中的区间!>,, 6„]巳经定义，满足 / UJ«c 
且 /(6 J > c , 考虑中点 = ( a „+& J /2. 

• 如果 /( mj :， 定义 \ + 1 ㈣ 風及 \ + l =\. 

• 如果 /( m fl ) > c ， 定义〜 + , = a n 及 
注意到对每个自然数〃， 


a ^ a n ^ < 6 n4l 矣矣 fc ， 

^ c 且 /(U > c ， 
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以及 


b 





由此可得对所有 L =(6- a )/ r *\ 于是序列 UJ 及 1 满足区间套定理(定理 2.29) 的假 

设条件，所以在区间 [«, 6] 中存在点 * D ， 使得与 U 。} 都收敛到这一点.由于/: |>， 6]— R 在 
点％是连续的，所以象序列及1/(6„)丨收敛到/(*。）.对每个下标 ix , 由于 
可得 / U 0 ) 矣 C ， 同样由于 /(o 為 C , 可得/(%)这 C . 由此得 /(%)= C . 二分法如图3,5所示- 




a n a n+\ b n = b n 今、 a n = h 

图 3. 5 二分法 

例 3.12 对任一正数 c , 下述方程有解. 

% 2 = c f x > 0, 

事实上，考虑函数/: [0, C + 1]— R 定义为 

f(x) =x 2 ,0^«^c + L 

这个函数是连续的，因为它是多项式，且 

/(0) :0 <c 而 /(e + l ) = c 3 + 2 c + 1 > c * 

由介值定理推得方程 （3. 7) 有解. 

对自然数 A 及实数 a 。， a ,， …，七，考虑方程 

a 0 + + …+ a k x k =0 , x € R . 

一般说来，这个方程可能没有任何解.例如，方程 

1 + % 2 = 0, x e R 

没有解，这是因为丨 >0且: c 2 >0. 对 fc = l ，（3.8) 式很容易分析.对 fc =2, 例 3. 12保证正数 
的平方根是严格定义的， （3.8) 式可用二次公式分析.对 fc =3 及存在与二次公式相类 
似但稍为复杂的显式公式确定 （3. 8) 的解. 然而，对对系教 ％，\，…，任意 选取的 
方程 （3.8), 不存在确定 其解的 公式.这可以 从漂亮的伽罗 瓦定理推出，很可播，这超出了本 
书的范 W e . 于是，哪怕函数 /:R — R 只是多项式，只要它的次数大于4,通常就不能十分明确 
地确定方程 

f(x) =0, *eR (3.9) 

的解.所以可以想象，当函数 /: R -^] R 是用例如三角函数或指数函数定义的话，要确定方 
程 （3. 9) 的解十分困难. 

但是介值定理对于研究方程 （3. 9) 是十分有 用的. 如果 /:R — R 是连续的且若能找到数《， 




■ 


(3-7) 


(3.8) 


[63 


O 见 L N. HerBtein 的 {Topics in Algebra》. 
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6满足及 /( o ) _/(6)<0,则方程 （3.9) 在开区间（《，/0内有解，此外，定理 3. 11的证明 
方法称为二分法，该方法提供一个递归方法，经过 n 步，确定 [ a , 6] 的一个子区间，其长度 
是（6-«)/2"_\它含有方程 （3.9) 的一个解. 

例 3. 13设*在11内，考虑方程 

x 5 + X + 1 = 0. 

我们说这个方程是有解的.事实上，对所有定义 A : R — R 为 /»(*) =* 5 +* + 1,注意到 
-2) <0及 M 0〉>0. 这样，对限制 A : [ -2, 0]— R 可用介值定理来得出 结论： 在开区间 
(-2, 0) 中存在一点％，它是方程的一个解. ■ 

介值定理有一个稍为一般化的形式，它之所以令人感兴趣，是因为它可以适用于有多个实 
变量的实值函数. 

定义 R 的子集/>称为是凸的 （ convex ), 只要点 u , v 在 D 内且 u < V ， 则区间 [ u , t ;] 整个 
641包含在 Z ? 内. 

在习题11中我们给出了 R 的凸子集就是区间的证明概要，把区间这一凸的性质表现出来 
是有用的，因为这是下述介值定理的稍为一般的推广的证明中的精髄. 

定理 3. 14 令/是一区间并假设函數 /:/— R 是连续的，则它的象 /(/) 也是区间. 

证明我们证明象 /(/> 是一个凸集.令 h 与7 2 是 /(/> 的点且 y , < y 2 . 我们必须证明闭区间 
[ ri » y 2 ] 也包含在/(0内.事实上，令 Xi < c < y 2 * 由于 yi 与是/(0中的点，故存在*,与* 2 
是/的点使得 /(*,> 及 / U 2 ) =； r 2 . 如果令 J 是以〜为端点的闭区间，则 •/ 包含在/内， 
因为由假设集/是一区间，因此它是凸的.这样，可以应用介值定理到函数/: J-^R ,推出 * /内 
存在一点％使得 / U 。） 这样， x 。 厲于/及/(%> = c . 这就得到 [ y ,, y 2 ] 包含在/(/)内._ 


习题 


1. 对以下每一个陈述，确定它的真假，并给出理由. 

a . 若函数 /: R — R 是连续的，则 /( ft >= R . 

b . 对任一函数/: [0, 1]— R ， 它的象/([0, 1]) 是一个区间， 

c . 对任一连续函数 R ,它的象 /(/)) 是一区间， 

d . 对一个连续且严格递增的函数/: [0, 1]— R ， 它的象是区间[只 0), /( I )]. 

2. 证明下面的方程 有解： 

x 9 + + 4 = 0, X e R . 

3. 证明下面的方程 有解： 

— , 1 _ + - 2x = 0 , * > 0 , 

4. 对函数 /:D — R ,方程 

/(x) = X ， X s D 

的解称为 — R 的不动点.不动点对应于函数 / 的囝形与直线 y = ： t 的交点.如果/: [-1, 1]— R 是连续的, 
/( - D > 且/⑴<1，证明/: [ -1， 1]— R 有一个不动点. 

S •假定函数/ I : [«, 6]— R 与 g : 6]— R 是连续的.注意到方程 

_ = g(^) , x g [a,b] 

的解对应于图形的 交点.证明： 如果 A ( a ) 矣度 U ) 且 /|(6)>尽（6), 則该方程有解. 
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6. 联定 /:R — R 是连续的，它的象 /( R ) 是有界的.证明下面的方程 有解： 

f(X) = X, X e R . 

7. 假定函败/: [ o , fc ]— R 是连续的.对自然数 I 令 h ， …，^是 U , fc ] 中的点 • 证明在 U , &] 中存在点 r 
使得 

" 、 /(A > + …+/( 气） 

/{z) = - k -‘ 

8. 定理 3.11 的证明有一个构造性 步骤： 在第 n 阶段分离出一个长度为 （6- a )/2 P l 的区间[\, 6 J , 它含有 
方程 

/(X) = c f X e [a,b] 

的解.求含有方程 

x 1 + 2 =2, x > Q 

的解的长度小于1/8的区间. 

9. 设 — R 是一个奇次多 项式. 证明方程 

p(x) =0 ， x g R 

有解. 

10. 假设函败/: [0, 1]— R 是连续的且它的象全部由有理败组成.证明/: [0, 1]— R 是常值函数 • 

11. 设/为 R 的非空凸子集.如果/是上 f 界的，定义 6 = su P / ; 如果/下有界，定义 a = inf /, 证明以下 结果： 
a . 如果/既没有上界也没有下界，则 / = R . 

b _ 如果/有下界但无上界，則 / = ( a , »)或/=1>, »). 

c 如果/有上界但无下界，则 /=( - » , &] 或 -0 D ， 6)- 

d . 如果/有界，则/是集合 [I 6], ( a ，6), [ n ， A )， （〜 A ] 之中的一个 • 

3.4 一致连续性 

对函数 — R 及其定义域的一点*。，我们已定义/在％连续，即倘若0内一序列收 

敛于*。，象序列收敛于 / U 。）. 函数 — R 定义为连续的，倘若它在定义域 D 的每一 

点上是连续的.函数 — R 的一致连续性的概念一般说来比在定义域上每一点连续的要求更 

多些.一致连续性在第6章积分的讨论起着重要作用. 

定义函數，/> 一 R 称为是一致连续的，祛若£>中的序列,丨満足 

lira[ u„ - vJ =0 ， 

■ 

則 


lim [/( u n ) -f(v n ) ] = 0. |~66l 

注意在上述一致连续性的定义 ¥, 对于序列 I 收敛到/定义域的什么点是没有任何信息 
的，/在 Z ) 上一致连续的概念仅仅根据这样一个直观概念而形成，6卩“对 D 内任意两点《与 t ；, 

只要它们彼此充分地接近，其差 /(«)-/(〃) 就变成任意小，而不论此两点在内何处 

若函数 — R 是一致连续的，则它是连续的.事实上，对内的点*。，令是办内收 
敛于％的序列.对每一个下标 n ， 定义及我们有 

lim[u rt - vj = - x 0 ] = 0, 

a— n—*» 

从而由 /_.D — R 的一致连续性， 

\im[f(xj -/(« 0 )] = lim [/( u n ) -/(O ] =0; 

Jl— 
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即象序列!/(\)1收敛于/(%>.这样，/在％处连续， 

—般说来，连续性并不蕴涵一致连续性，这可由下述两例见证. 

例 3.15 定义/(幻=* 2 , * eR . 则函数是连续的，这是因为它是多项式.但这 
个函数不是一致连续的.事实上，对每个下标 n , 设 


显然， 

li, = 

及 

= n + 1/n. 

n 


lim[u n - 

陳 —• 

--J : 

= liml/a = 0. 

但是， 

对每个下标％ f(u n ) -f(vj =2 + 

l/n\ 

所以 


-/( O ] ^0. ■ 

rt—•» 

例 3.16 定义/(幻=1/*， * e (0, 1). 函数/: (0, 1)— R 是连续的，这是因为它是在定 
义域上不为0的多项式的倒数.但该函数不是一致连续的. 事 实上，对每个下标 n , 令 

a n = \/n 及 v n - l /2 n . 

显然， 

lim [ u A -!；•]= liml /2 rt = 0. 

n. 

但是，对每个下标 〜 f(uj - f(vj = - n ， 所以 

lim[/(uj -/( O ] _ 0- ■ 

n—^ _ 

上面两个例子中连续函数的定义域不是有界闭区间，下述定理 断言： 若连续函数的定义域 
是有界闭区间，则函数是一致连续的. 

定理3,17 有界闭区间上的连续函數 

/；[ a ,6] 

是一致连续的， 

证明 令 U n l 及是 [<», 6] 的两个序列，满足 

lim [ u n - i\] = 0. (3. 10 〉 

耱 

箝证 

lim [/( u n ) = 0- (3.11) 

J *— 

我们将使用反证法.假设序列 l /(\>-/(\) 丨不收敛于 o , 则（见习题 12) 存在某个 e >0 及一 
个子序列使得对每个下标》有 

1 /(«*„) -fM \> s . (3.12) 

现在应用/的定义域是有界闭区间的假设.依照列紧定理（定理 2.36), 存在的一个子序 
列及 [ a ，6] 中一点 ％， 使得 

lima = « 0 . 

由这个收敛式及 （3. 10)， 可推出 

}imv = 

但是 / 在*。处连续，这样 

lim/(u ) = f ( x 0 ) 及 lim/(v ) =/( x 0 )， 
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因此， 


l]m[f(u nk ) -/(v n )] = 0- 

但是，由 （3. 12)，对每一个下标 A 

!/(«-*) -/(%)丨彡衣. 

从这个矛盾可知/在 [ a , 6] 上一致连续. 

习题 



1- 对以下每一个陈述，确定其真假，并给出理由. 

每一个连续函数 /:R — R 是一致连续的. 
b 每一个连续函数/: [0, 1)— R 是一致连续的. 
c . 每一个连续函数/: [0, 1]— R 是一致连续的. 
d - 每一个 -致连 续函数 /:/) — R 是连续的. 

2. 若函数是一致连续的且 a 为任一数，证明函数也是一致连续的. 

3. 证明： 若 R 及仏/> — R 是一致连续的，则和 /+ pO — R 也是一致连续的. 

4. 对所有 h 定义 / U )= n « + 6. 证明 /: R — R 是一致连续的 * 

5 . 对所有*定义 / U ) 证明 /: R — R 不是一致连续的. 

6•若 — R 及 R 都是一致连续的，则其积众 : /> — R 也是一致连 续的. 说明这一情况并非必 
要的. 

7. 假设函数 /:/) — R 及幻 D — R —致连续且有界.证明其积也是一致连续的（提 示： 

f(u)g(u) -f(v)g(v) =f(u)[g(u) - g(v) ] + g(v)[f(u) ) 

8. 对任一开区间 /=( a , 6), 求一不是一致连续的连续函数 

9. 对于实数的非有界的非空子集是否存在一个不是一致连续的连续函数 /: i > — R ? 

10* 假设函数/: U，R 是一致连续的，证明/: ( a ，6)— R 是有界的. 

U . 函数 — R 称为利普希茨函数，如果存在一非负数 C , 使得对 D 中所有点 u ， v 有 

1/(*0 - /(v) I € C I u - v \ . 

证明： 若 R 是利普希茨函数，則它是一致连续的. 

12•假设函数/:公—政是非一致连续的，则由定义知在 D 中存在序列|、|，使得 

lifn [ 弋 -ej = 0 但 lim[/(\) -/(lj ] 卢 0. 

ft —• 4— 

». 证明存在 C >0及一个严格递增的下标序列,使得对每个下标 A 有1/(\ 4 ) -/(、）I 
*>_ 对每个下标定义4 =、及％ 证明： 对每一个下标 n , 有 

I ™[ _ h ] = 0,但 I /UJ -/(!；•) I > & [~591 


3.5 连续性的£-占准则 


我们用收敛序列定 义函數 /:/> — r 在 d 的点 ％ 处的连续性， 其 g 的在于把直观上的概念 

“若 d 中点 * 接近于％，则它的象 /(*> 接近于/(%)”精确化.但也有另一种方法来抓住这一思 
想，它等价于序列收敛准则，但它看起来是相当不 同的. 从另一个角度讲，连续函数的某些性 
质可以看得更为淸楚.这一替代的连续性准则如下. 

定义 （在一点处的准则） 函數 /:/) — R 称为在定义域 Z ) 的点 x 。 满足准則，如果对 
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每一正數 c 存在一正數5,使得对 D 中满足 Ijc - x 。 丨 的 x 有 

I fix) -/(%)丨 < & (3. 13) 

用函数 /:0 — R 的图形来描述，在 D 的点 * 。处的^5准则可重述 如下： 对关于直线 y = 
/(*。）的每一个宽为&的对称带（不管它的宽度多么小），存在以 * 。为中心的区间 （* D -S, * 0 +5), 
其直径25>0，当把/限制在这个区间里时，函数的图形位于上述的带状区域里.如图 3.6 
所示. 


y 



rwi 


例 3.18 对所有 L 定义 /u) 我们断言函数 /: R-R 在点％=2处满足 €-5 准则.令 

占>0,我们需找到5>0使得当 I x-21 <5时，有 

I jc 3 - 8 ! < ^ (3. 14) 

可以看到所有*，上述立方差公式和三角不等式蕴涵 

I x 3 - 8 I = I (^ 2 +2^ + 4 )(it - 2) I « [I xl 2 + 2 1 ^1 + 4] I x - 2 L 
但是当1 <*<3时， 

I « 1 2 + 2 I ^ I + 4 « 19. 

所以当1 <*<3时， 

1^-81^191^-21. (3* 15) 

定义 

8 - mini 1,^/19 \ . (3*16) 

如果 I x -2 1 < S ， 则 1 <3及 19 I 戈 -2 I < e ， 所以从 （3. 15) 得 1^-81 < s , 因此 ，对 

e> 0 , 如果由 （3. 16) 定义6>0, 则条件 （3. 14) 成立_ ■ 

例 3. 19 定义 


fix) 


{ 


函数 /:R 
在正数 S 使得 


X 当矣0 
- 1 当欠 > 0 _ 

• R 在点％ =0处不满足准則.如图 3. 7所示.事实上，取占 

8<x<8^j^m 


1/2,则不存 


- 1/2 < f{x、 < 1/2, 

这是因为无论怎样选取正数 S , 在区间 （- S , S ) 中还是有正数 x 使得/(幻< -1/2. 
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图 3. 7在点处不满足连续性的准则 


下面的定理认定在一点上心 s 准则与在该点上连续性的序列准则是一致的. ■ [U 

定理 3.20 对函數 /: D — R 及定义城 D 中的 点％， 下述两个论 断是等 价的： 

i . 函數 /: Z ) — R 在 x 。 处连续， 即 对任一 D 中的 序列，当时有 

II—* * 

=/( x 0 >. 

A — 霣 

ii . 在 处 e -5 准则 成立， 即对每个正数 e ， 存在一正數 当 D 内的 * 满足 I I <5 

时，有 

1/(*) -fM I < (3. 17) 

证明首先，假设 — 1»在*。是连续的.用反证法验 证点％ 处的心5准则 • 假设该准则 
不成立.则存在某个〜 >0使得对于《 =〜，没有5 >0能使 （3. 17) 式成立.设》是自然数.则 
(3. 17) 式对& 。及5 = 1/ ri 不成立.这意味着对每个自然数 n , 在 D 中存在一点 * 使得 
1*-*。丨<1^1但丨/(*)-/(*。）丨英选取这样的一点，将其标 记为& 这就在 D 中定义 
了序列 U»l ,它收敛到*。.但根据 /:/> — R 在的连续性， 1/(*,) 丨收敛到/(*。）.这显然与 
对每个0然数丨 /(*„) -/(*。）丨 的论断矛盾 • 这样，在点％处准则成立. 

现在证明逆命题.假设心5准则在点*。成立，要证 /:/>— 肢在*。 连续. 亊实上，设丨是 
D 中收敛到*。的序列.为证 i / X * J 丨收敛到/(*。），令 c >0, 寻找自然数/ V ，使得 

对所有 > 況的下标》,丨/(\> - f ( x 0 ) I < 

但在点 * 。处&5准则断言可选一正数5，当/>中的 * 满足丨 x -%1 <5时，有 

I /(*) -fM I < 

此外，由于收敛于 *。， 可选取一自然数〜，使得当时有 

I - jc 0 I < 8 

显然 （3.20) 及 （3. 19) 蕴涵 （3. 18). 

对连续函数 ， 经常会出现 S >0 的选取仅依赖于£：>0而与/>内点的选取无关.我 
们把这个准则推述如下- 

定义（在定义域上的心6准则）函数 — R 称为在定义城上满足心5准则，如果对每一 
个正数右，存在一正數5,使得对 D 内所有 u , V ，如果丨 u-iH <5，则有 

I f ( u ) -/⑷丨 < & (3.21) [72 


(3.18) 
(3 - 19) 
(3. 20) 
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例 3.21 对 x e [0,20]， 定义 / U )= x 3 , 则函数/: [0, 20]— R 是一致连 续的. 为了明 
白这一点，观察到对所有 u 和 t； e [0, 20]， 

I f(u) ~ f(v) I "I + uv + tJ 2 I I u - I ^ 1200 I u - u I , 

因此，对 e >0, 如果定义 S = e/1200, 则 （3.21> 成立 • ■ 

从定理 3. 20 中看到，在一点上连续的序列准则等价于在一点上的心5准则，下面是完整 
的类似证明，把它留给读者作为习题，我们有如下关于上面所述的序列的一致连续准则等价于 
定义域上的^5准则的定理. 

定理 3.22 对函数 /:/)-> R ，下述两个论断是等 价的： 

i - 函数 /:/>—► R 是一致连续的，即对0中的两个序列丨!及丨丨 ， 若 lim[ u_ - 〜 ] 。0，则 

ji —• ^ 

Lim[/(uj -/(\) ] 二 0. 

ii _ 函数 / : D—R 在定义域 D 上满足准則，即对每一正数 s 存在一正数5，使得对 /) 内 
的 ii 与V，如果丨 u — v I < S , 則有 

J f(ur) -f(v) I < e* (3. 22) 


习题 


1. 对所有 X 定义 /( X > =工' 对函数在 ac = 2及 a : =50处的连续性验证 / f - s 准贝 


2•对所有定义 / U ) =#■ 对函败在 x =4 及 x = 100 处的连续性验证々5 准则. （提示 ：首先 证明对 Jt >0, 


■®q > 0 ，、 I ^ I ~ Xq ) ^ ■) 

3. 对所有 i 定义/(幻对函数在每个点 & 处的连续性验证 ^6 准則* 

4. 定义 


/⑷= { 

用连续性的&6准则证明在 x = 3/4处函数 /:R — 


x + 1 当 x 忘3/4 
2 当 jc > 3/4. 
R 是不连续的. 


5. 对所有％定义 / r (*) =1/(1 证明函数 MR — R 在 R 上满足&5准则， 

6. 函数 // — R 称为利膂希茨函数，如果存在某个数 C >0 使得 

对 D 中的所有 it 及 ~f(v) I « Cl u - t ? 

证明利普希茨函数在 D 上满足准则. 


7. 对 0 莓定义 /( x ) =7^- 

证明函数/: [0, 1]— R 是连续的. 

b. 用 （ a ) 证明/: [0, 1] 一 R 是一致连续的. 

c . 证明/: [0, 1]—^1不是利普希茨函数. 

假设连续函数 /:R — R 是周期函数， 即存在一数 p>0, 使得 /( x +/ >) =/ U ) 对所有 戈均成 立_ 证明 ： /;R —R 
是一致连续的. 

9. 定义函数 A : [1, 2]— R 如下： 若 I 是 [1, 2] 中的无理数，则 h(x) =0； 若*是[1, 2] 中的有理数且 
m/n， 其中 m 与 n 为自然数，它们除1以外没有共同的正整数因子，则 

at 证明 A : [ I ， 2]— R 在 [1, 2] 的每个有理数处不连续. 
b * 证明 •. 如果 O 0, 则集 Ue [ l , 2] 1 k(x) 仅有有限个点 - 

C . 利用 （ b ) 证明 A : [1， 2]— R 在 [1, 2] 中的每个无理数处是连续的 ■ 

10. 用定理 3. 20的证明策略证明定理 3. 22. 
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3.6 象与 逆象； 单调函数 

在第2章里，我们证明了单调收敛 定理： 单调序列收敛当且仅当它是有界的.现在将引人 
单调函数的自然概念，并证明这样的函数也具有十分特殊的且一般函数所不具有的性质.当函 
数单调时，自然可考虑它的逆——反函数. 


单谓函数的连续性准则 


定义函教 — R 称为单调递增的，倘若对£>中所有点 

/(«) 多 /(U) 当《 > It. 

函數 — R 称为单调递减的，徜若对中所有点 W , V , 

/(^) ^ /( U ) 当 》> IX. 

函数或者是单调遂增的，或者是单调速减的，通称为是单调的. 

可以看到在单调函数的定义中，介于函数值之间的不等式是非严格的.例如，常值函数便 
可认为是单调函数. 

现在我们证明单调函数有一个值得注意的性质，这就是若它的象是一区间，则函数是连续的. 
这一结果与本章其他结果形成鲜明的对比，因为函数的连续性在大多数情況下是假定而不是结论. 
定理 3.23 假设函數 — II 是单调的.若它的象 /( D ) 是一区间，则函教/是连续的. 
证明 考虑函数 /:D — R 是单调递增这一情况.当/是单调递减时，可考虑函数 

令*。是中的点，丨是 Z ) 的序列且收敛于: t 。. 对每个下标 /»， 令\=/( 气） 及 y 。。 
f ( x 0 ). 我们必须证明 I hi 收敛于为此，选择 c >0, 必须找到一个下标/ V 使得当 
时，有 

I n - ro 1 < «? 

即 

r „ < r 0 + ^ 当 mv (3.23) 

及 

e < y •当 n 彡队 (3. 24) 

我们将找到一个下标“使(3. 23) 成立，至于 （3. 24) 的验证完全类似，留作习題. 

当然，如果对所有 n 有（3.23)将对~ = 1成立.否则，存在序列| y , !的某个大于 
y 。 的项，记为 y _， 使得 

r * >〜及/属于象 /( d ). 

但由假定，象 /(/>) 是一个区间.这样，由于 y 。， y _ 属于 /( D )， 故 

区间 [: T 。， 〆 ] 包含在象 /( D ) 中. （3.25) 

在/>中选取，使得/(，）=，，因为函数/是单调的，可看到*。<，，/(*。）</(，）. 

定义;= min | y 。 ■及/2， y 9 ( ,于是; K 。 < y , 莓 y • ，所以由 （3. 25 > ,在公中存在点 * ，使得 
/(*.) - y .* 同样由/的单调递增知 


1741 
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然而，序列收敛于 X 。及这样存在一下标况，使得当 n > iV 时有\ 于是 
由于/是单调递增的，当《>况时有 

25] /(*») 矣 /(*•)= ，• < To + «• 

这样， （3.23) 对选定下标 7 V 成立_如同已经叙述过的， （3.24) 的验证是类似的，这样，序列 
I / UJ 丨是收敛于/(%)的.如图 3. 8 所示. 


y 



/Uo) 




对于象是区间的一般函数必定是连续的，这是不成立的，如下例所示. 
例 3.24 定义函数 /:R — R 如下： 


fix ) 


{： 


当 x 炙0 
1 当 $ > 0. 

显然，象 /( R ) 就是 R , 所以是区间.但 /: R — 1»在*=0处是不连续的，这是因为 

liml/n = 0 但 lim /( l / n ) = - 1 #/(0)- 




推论丄 2 S 令/ 是一个区间并假设函数 /:/—R 是单调的，則函數/是连续的当且仅当它的 


象 /(/) 是一个区间 • 

证明 如果象 /(/) 是一个区间，則由前述定理知/是连续的.反之，介值定理（如定 
理 3. 14 所述〉 断言，对一个连续函数，若它的定义域是一个区间，则它的象也是一个区间， ■ 


反函数的连嫌性 


定义函数 R 称为严格递增的，徜若 
[761 对 Z ) 中所有的点 uj , 其申 t ; > a , 有 /( v ) >/( u ). 

函數/:及― R 称为严格递减的，倘若 

对 Z ) 中所 有的点 u , v ， 其中 I ； > u ， 有 f ( v ) < /( a ). 

函數或者是严格递增的，或者是严格递戒的，通称为严格单调的. 

例对*多0,定义/(*)=* 2 .则函数/: [0, <»)— R 是严格递增的，这是因为当 u , 
在定义域内且时，由平方差公式 

u - V = (U— l ；〉 (U+V) >0. ■ 

例 3.27 对所有、定义 /&)=/• 则函数 /:R — R 是严格递增的.事实上，由立方差公 
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式，对所有 u ， v 有 

IX 3 - V 3 = (u - v ) ( w 2 + ur + t > J ). 

如果 u , v 有相同符号，则 ut ?>0， 于是 u 2 + ut > + v 2 >0，因而当 u > t » 时有 > t ; 3 , 另一方 
面，如果《>0>»，则 u 3 >0> v 3 , 最后， 若 u ， v 中有一个是0，则显然有 w 3 >» 3 . ■ 

严格单调函数 /: Z > — R 有如下 性质： 对象 /(/)) 中的任一点 y , 在定义域 D 中恰有一点*使 
得 / U )=7. 这一性质是重要的，因而它有专门的名字. 

定义函教 /:/? —R 称为是一对一的，锔若对于象 /(/?) t 的每一点: K , 在定义域 D 中蛤有 
一 A x 使得/(*〉= y . 

不难看出 ， /:D — R 是一对一的，只要对 Z ) 中的 u 和 * j t 如果 /( it ) =/(*/) ,则|*=队 
对一个—对一的函数 /:D — R ,按定义， 若: ^是 /(/?> 中的一点，则在 D 中恰有~点*使 
得 /(*>= y . 我们把这个 x 表示成 / d ( y )， 所以就定义了函数 

厂、/(及）一 K ， 

我们称之为 — R 的反 函數. 为弄清楚函数与它的反函数，一般把定义域中的变量记为 
而象中的变 量记为 y . 于是反函数可由下述关系加以刻画： 

/-'(/(*)) = x 对中所有 q 
/( / _, (y)) - r 对 /(») 中所有 N 

正如上面已注意到的，严格单调函数是一对一的，因而它有反函数. [77 

例 3.28 对所有: t , 定 义函数 /:R — R 为 / U ) = -由于/: R — R 是多项式，它是连续 
的.我们在例 3.27 中 已证实 /是严格递增的.现在由介值定理（如定理 3.14 所述〉 ，象 
/( R > 是一个区间.然而，对每个自然数1 

/( n ) = n 3 >n ■及 — = - n 3 < ~ n , 

所以 /( R > 是一个区间，它是上无界及下无界的，因此 /( R 〉= R . 其反函数 R — R 有下 
述两个关于反函数的特征性质： 

/ -, (* 3 ) = * 对 R 中所有 *; 

(/ _, ( j ) ) 3 = y 对 /( R ) =R 中所有: r . 

当然标准指数记号是 

y ,/3 =/" l ( y ), 对 R 中所有 y . ■ 

有许多函数是作为另外一个函数 /: D 〜 R 的反函数出现的，它的性质可由原来函数的性质 
推导出来.当我们研究微分时，会看到这类例子.容易看出严格单调函数的反函数仍是严格单 
调的.下面也是反函数继承原来函数的性质的一个有趣例子. 

定理 3,29 令/是一区间并假设凾數 /:/—R 是严格单调的， 到 反函數 _r l : /(/) 一 是连 
续的. 

证明定义 D =/(/)， 则函数 / d : D — R 是单调递增函数且以区间/为它的象.定理 3. 23 
蕴涵函数厂 1 : D — R 是连 续的. _ 

上面定理给我们提供一类新的连续函数.对自然数％定义/: [0, oo >— R 为 

/(*) = 当 * > 0. 
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如同在例 3 . 28 中所论证的，由幂差公式及介值定理可以看到 /: [ 0，00 是严格递增的且 

/([ 0 , oo))=[ 0 , oc). 上面定理蕴涵反函数 r 1 : [ 0 , »)—R 是连续的，当然 t 它有下述关 
于反函数的两个特征 性质： 

/"* (x n ) = X 当 JC > 0 ; 

(厂’ )• = y 当 y 在 /( [0,00 ) ) = [0，》)中. 

当然，标准指数记号是 

y l/n =/" l (r) 当 y > ()• 

称为 y 的 n 次根. 

对一个负整数 n 及任一数 1 / 0 , 定义 

= \/x~ n . 

由归纳法先对自然数进行论证，对整数幂，有下述熟知的代数公式，其证明留作 练习： 对整数 
m ， n 以及任一数 

• X * = *" + "及 （/)*=*"". (3.26) 

我们现在将定义有理幂，这样上述两个代数性质仍然保持 . 

定义对1>0及有理数广=饥/；1，其中； n ， n 是整数及 n 是正數，我们定义 

/ » (，）■、• 

但是这里有个 问題 . 因为每个有理数可以表示成不同的整数的商，因此需建立下面的关 
系： 若 m 是整数而 n ， A 是自然数，则 

(x m y /n =(，广 . （3.27) 

事实上，由于对 u> 0 , 

u = [(u l/H yy = W' 

令我们有 

= (x-y =[(，）】、]' 

由此可得（ 3 . 27 > ，因此有理幂是被完全定义的， 

我们把它留作习题，首先对每一个正数 * 及整数 m ， 为正的），证明 

“_ 广 = W ， ( 3 . 28 ) 

然后用上式去证明 （ 3 , 26 ) 对有理数 r 及 s 成立： 对 $> 0 , 

/.*=广•及 (3.29) 
命题 3. 30对 x ^ O 及有理數 r , 定义 

/(*)=/• 

函數/: [0， oc )— R 是连续的， 

证明我们把函数 /: [ 0 , » )—R 表示成连续函数的复合函数，因此，由定理 3 . 6 , 
/: [ 0 , 00 )—R 是连续的 . 事实上，对 4 ：身 0 ,定义 

g(x) - x l/H 及 h(x) = x m . 

由定义， 

/(*) = g{h{x)) - (g» 当 * > 0 . 

函数 A: [ 0 ， 00 )—R 是连续的，这是因为它是一个多项式，由定理 3 . 29 ，函数发： [ 0 ， oo )—R 
是连续的，这是因为它是定义在一个区间上严格递增函数的反函数， ■ 
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习麵 


1. 对下述每一个陈述，确定其真假，并给出 理由. 

I 单 谰函数 /:R — R 是一对一的 • 
b . 严格递增函数 /:R — R 是一对一的_ 
c - 严格递增函数 /: R — R 是连续的. 
d . —个一对一的函数 /:R — R 是单调的， 

2* *• 求其象等于 R 的连续函数/: <0,丨） — R . 
b * 求其象等于 [0, 1] 的连续 g 数/: (0, 1)- R - 
C . 求严格递增且象等于 （ -1， 1) 的连续 函数 ， R — R . 

3. 求下列每个函数 的象： 

歲-/ : [0, »)— R , 定义 如下： 对 x 為0, /(*) =1/(1+/)• 
b . h ： (0, 1)— R ， 定义 如下： 对0<*<1， h{x) =1/(^ 2 +8 x ). 


4. 定义 



若 * < 0 
若 jc > 0* 


证明 /: R — R 严格递增且 /_■: /(R )〜 R 在1处是连续的. 
S . 令 1> = [0, 1] U (2, 3], 并定义 /:/> — R 为 


/(*)=_ 


当0 € * € 1 
当2 < x ^3. 


证明 /:/) —R 是连 续的. 确定 /M:/(D)—R 并证明 /_ l : /CD)—R 是不连续的 • 这与定理3,29矛盾吗？ 
6. 函数 /:R—R 是奇函数， 倘若对所有 x 有 


/( - *) = -/ (幻 • 

证明： 如果 /: R — R 是奇函数且它在 [0, ») 上是严格递增的，则 /: R — R 也是严格递增的. 
7. 对奇自然败 n , 定义 /( 幻= 〆 ，其中 JteR . 证明 /:R — R 是严格递增的且 /(R ) = R * 
是有理数集.证明不存在严格递增函数/: <?—11使得/<0)=51. 

9* 对任意整数 m , II 及数证明代败恒等式 （3-26) 成立. 


1❶，对正数 a , 6及自然数 n ， m , 证明： 

a = b 当且仅当 〆 = 当且仅当 a ]/ _ = b 1 ' 

11. 对正败 x 及整数 m , n ( n 为正）， 证明： 

(W = (x m ) u \ 

12. 用习 題〗0 与 n 证明（3.29)_ 

13•令/: [ a , fr ]— R 是连续旦一对一的函数，满足 / U )</( A ). 令^是开区闾 A ) 中一点.证明 /( a >< 
/(c) </(fc). 

14. 令/: U , 是连续且一对一的函败，满足 /<«)</( fc ). iE 明/: [ a ，6]— R 是严格递增的 • （提 示: 

用习埋 13.) 

1 S •令/: [«, (>]— R 是连续且一对一的函数_ 证明： /: [ d , fc ]— R 是严格单调的_ (提 示： 用习题 M .) 
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3.7 极限 


在本章前面几节中已经研究了连续函数的性质.本节研究函数在接近某些点时的性状，这 
些点未必在给定的函数的定义域内.对一数集£?及一数％，用记号 in !* D I 表示集 U 在 d 中 I 
也就是说，序列远离点 x D ， 如果对任意/ I ，有 
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定义对于实数集/>， 數％ 称为 D 的极限点，若在 Z)\ Uj 中存在收敖到*。的点的序列. 
例 3.31 对满足 a<fc 的数《与6, 与6都是开区间 （a, 6) 的极限点，虽然它们之中任何 
一个都不属于 U, fc ). 为理解 a 是 （a, 6) 的极限点，只需注意 U + 是 （o, 6) 中的 

序列，不同于 a 而又收敛到 a. _ 

供 3.32 每个实数是有理数集 Q 的极限点.事实上，设 * 。是任一实数，则根据有理数的 
稠密性（定理1.9)，对每个自然数 n, 可在区间（七， A +1//0 内选取一有理数则 it 丨是有 
ran 理数序列，不同于％而又收敛到类似的论证表明每个实数也是无理数集的极限点. ■ 

定义给定函數 /:/>-> R 及它的定义城 D 的一个极限 点％， 对教 t 我们记 

lim /{*) = €, (3. 30) 

铋若只要丨\1是0\ u 。 丨中收敛到％的序列，就有 

*-♦ *• 

将 （3. 30) 读成“当 D 中的 x 趋向于 x 。 时， /( x ) 的极限等于 r ' 

对于函数 — R 及其定义域 D 的一个极限点％,如果存在数 （使得 lim / (幻=<，我们写 

*■**0 

作存 在”； 而如果不存在这样的 G 我们写作 “ lim /( x ) 不存在' 

比较板限的定义与函数在其定义域中的点的连续性的定义，不难看出（见习题 8), 如果％ 
是数集 D 的极限点并且也属于则函数 /: Z ) — R 在*。连续当且仅当 

=/(龙 0 ). 

*-♦*0 

因此，由于已经提供过许多连续函数的例子，所以我们已经计算过许多极限. 

例 3.33 我们已经证明多项式的商在其分母不等于零的点处是连续的，平方根函数是连 
续的，连续函数的复合是连续的.由此可得 



例 3. 34 

x 2 - 1 

lim- ~~^ = 2, (3,31) 

卜 1 x - I 

为验证这一点，令序列收敛到1,且对所有的/*，根据平方差公式，对所有的 n， 
{ x \ - l )/( x „ - 1) = x m + 1. 这样， 

/ - 1 

lira --- - litn [ac_ + 1 ] = 2 ， 

% n ― 1 _ 

[82] 这就证明了 （3.31). ■ 

例 3.3S 

lim f " 8 =12. (3.32) 

欠 1/3 - 2 v 7 

为验证这一点，令序列丨收敛到8,且对所有的 n, 根据立方差公式，对每个!》, 

X -% = (x m y -2 3 = {x xn -2)(x^ +2 太 1/3 +4 )， 

所以根据 n 次方根函数的连续性， 
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lim 


\n 


2 


lim[ 


tn 


2 x\ n +4] =12. 


■ 


下面的定理既是收敛序列和、积及商性质的模拟，也是推论，在 3.1 节中我们对连续函数 
建立过完全类似的结果. 

定理 3*36 对于函数 /:/) — R 与 — R 以及它们定义城 i ? 的板限点％，假设 

lim/( x) = A 及 lim^(^) = B. 

则 

lim[/(x) + g{x) ] = A + B f 
\^[f(x)g(x)] = AB f 
如果 B— 0 ，且对 i) 中所有 jc, g{x) f^O t 

lim 触-立 


g(x) B' 

证明设丨*»1是》\ U 。 丨中收 敛到％ 的序列，由极限的定义可得 

^ 及 jim^(x n ) = B. 

收敛序列的和的性质逋涵 ^ * 

lim [/(*„) + g(x n )] =4+5 ， 

收敛序列的积的性质蕴涵 

Jiijj [/(* B ) g (0 ] =彳仗 

如果对 D 中所有的*， ^(*)^0, 序列的商的性质蠆涵 

r /(«») A 

l^iOO s ~B' 

由极限的定义，从（3.36)、 （3. 37) 及 （3* 38) 可分别得 （3. 33)、 （3. 34) 及 （3. 35). 
我们还有下列关于极限的复合性质. 

定理 3* 37 对函教 /:/) — R 及 R ，假设％是 Z ) 的满足 

= y 0 

*0 

的极限点， y 。 是 t ； 的满足 


的极限点 . 此外，假设 


則 


lim^(y) = € 
y *ro 


f(D\ U 。}) 包含在 |y 0 l 中， 


(3.33) 
(3, 34) 


(3.35) 


(3. 36) 


(3.38) 

_ 


(3* 39) 


(3:40) 


(3.41) 


(3.37) 83 


*»o 

证明设 U fl l 是 Ud 中收敛到％的 序列. 从 （3.39) 可得 |/( xj 丨收敛到 y 。， 对每个自 
然数 n ， 令^=/(\〉，则序列 { yj 收敛到 y 。. 假设由 （3*41) 可推出是 （ M 丨^。丨中的序列 • 
从 （3.40) 可得 4()0 丨收敛到€.因此， 

(**) - ^ ■ 

例 3. 38假设函数 /:R — R 有 T 歹 J 特性： 
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"84^ 


回 


X 

由极限的复合性质可得，如果 Ik 是任意自然数，则 

Ko /(A :/( 0 - ) =€, 

0 X 

此外，对任意由极限的复合性质也可推出 


Hn / ㈣ ■■ 一 洲 =€， 

T^O cx 


所以 


Un / ㈤ -綱 = clin /(£ 5 ) 二舰 


习题 


1. 求下列极限或确定它们不 存在： 
a . lim t x I h 


b . lim 

寘… >0 2 +VSt 


C , lim - 


d . lim 


2. 证明 


a . lim : 


b . Iin ,^^ = 


3 - 定义函数 ， R — R 如下： 若 00, f { x ) =* + l 及 /(0) =4. 证明=1， / 在 x =0 处不连续. 

4. 求下列极限或确定它们不 存在： ^ 

i. 1 + 1 /jc t_ v . I + \/x 2 1 +1/(*—1) 

a . lim - r b . lim - - - c . lim - rr 

*-♦ 0 1 4 1 / jc 1 + 1/x 12 + l/(x — 1) 

5 . 设 D 是仅由单 个数％ 所组成的实数集.证明集 D 无极限点.同样证明自然数集 N 无极限点. 

6. 设/>是 R 的非空子集且有上界，问 sup D 是否是公的极限点？ 

7. 解释为什么在 lim / U ) 的定义中必须有七是 D 的极限点这一 条件. 

8. a _ D 中的点％称为孤立点 （ iMlatedpoint ), 供若存在 r >0使得在区间 （ *。^, :^。+0中仅有的 D 的点 

是 X 。本身.证明 /) 中 的点％ 或者是 D 的孤立点或者是 /) 的极限点. 

b . 假设％是 i ) 的孤立点. i £ 明每一个函数 /:/) — R 在％ 是连续的- 

C . 证明： 如果 D 中的点*。是 /) 的极限点，則函数 /:/) — II 在％是连续的当且仅当 lini /( x > =/(%〉- 

9 . 假设函数 /:R — R 具有如下 性质： 存在某个 * f >0, 使得 

对所有欠 e R I f ( x ) M \ x \\ 

证明 


lira /( x ) - 0 及 lim 


fix ) 


10. 对每个数 jc , 定义 /(*) 是小于或等于 x 的最大整数.画出函数 /:R — R 的图形 • 给定败*。，分析极限 

lim /(*) - 

11. 设 A 为自然数.证明 


12. (一般单调收敛原理）设《与6是满足 a <6 的数且集 /=( a , 6). 假设函数 /: f — R 是有界的且是单调递增 
r 86 l 的.证明存在. 

I I * —fell 
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4.1 导数代数 

函数 /:R — 1 R 的最简单的类型是图形为直线的函数.对于这样的函数，比 

fix x ) -/(O 
- ^2 

(其中6尹心）不依赖于点6与力的 选取. 用 m 表示这个比并称 m 为/的图形的斜率 （ slope ). 

所以，图形为一直线的函数/完全可通过指定它在某一点（比如*。）的函数值然后再指定它的斜 

率 m 而确定.因而，它可由如下公式 定义： 

对所有 x ^ R f f ( x ) = f ( x Q ) + m(x - x Q ). (4* 1) 

对图形不是直线的函数，说“图形的斜率”就毫无意义.然而，许多函数有这样的 特性： 

在特定点其图形可由切线近似，我们稍后会给出确切含义.于是可以把图形在某点的斜率定义 
为切线的斜率，斜率是随点变化的，当可以确定每一点的斜率时就有了分析函数的非常重要的 
资料.这是微分法背后基本的几何概念 Q . 

一个含有点 * 。的开区间 /=(«, 6) 称为*。的一个邻城. rm 

切线与导数 

为使上述描述精确化，我们需定义切线.对函数 R , 其中/是点的一个邻域，对 
于/中一点 x { x ¥^ x ^) ,连结点（％, /(*。） ） 与 （*, /(*)) 的斜率是 

fix ) - f ( x 0 ) 

X - x 0 

如图 4.1 所示. 


y 



图 4.1 在点（~, /(%)>处切线的斜率的近似 


© 我们将要对可微函数（它的图形不*直线）《明式 <4.1) 的一种形式，称为铕一基本定理（对导*求积 分）： 对一个 
可微函数 /:R — R , 它的导数是连续的，式 (4.1) 变成： 对所有^ 

fix ) =/ U 。） 叔 

这里的公式和符号将在第6章 说明. 
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可以 期待： 若的图形在点（％,/(%))处有一条斜率为％的切线，则有 

Hm /uwxo = I 


定义令/是点 X 。的一个邻域.函數 /:/ — R 称为 在乂是 可微的，如果 

p fM -/U 。） 
lira - 

I — 气 JC — JCp 

存在，在此情形 下用尸 （ X 。）表示上述极 fll 并称它为 /: J — R 在％的导數，即 

fix ) - f { x Q ) 


f f {x 0 ) * lira 


太 o 


(4-2) 


(4.3) 


如果函数 /:/— R 在 J 中的每一点都是可微的，就说 R 是可微的并称函数 — II 为 


/:/— R 的导數. 

对在可微的函数 /:/—R ,称由方程 

y -Hh) +/'(*o)(^ •%>， x ^ R 
确定的直线为/的 ffl 形在点 （％, /(%))处的切线.如图 4.2 所示， 


y 



注意，由于 t ^[ x -%]=0, 在确定可微性的不能用极限的商公式.为解决这个问题，在 

这里及下一节里讲 k 了一种计算（4.2>型的极限的技术，称为求导法则.我们先考虑某些特殊 
的例子. 

三个例子 


供 4.1 对所有、定义/(幻=_+6.那么， /: R - R 是可微的，且对所有 x 有 

f f (x) ^ m. 


事实上，对 R 中的 x D , 若 x / x 。， 则 

/(x) -/(%) 
* x — 

这样， 



lim 


Ax ) - f ( x 0 ) 

X - x 0 


limm 





撖分法 
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倒 4,2考虑图形不是直线的最简单的多项式.定义那么， /: R〜H 是 
可微的且 

对所有太 e R ， f r (x) = 2x. 

事实上，对 R 中的每个 x 。， 由平方差公式，如果 

f{x) -f(x 0 ) X 2 - %\ (x ~ x 0 )(x + oc 0 ) 


太一怎 0 


X - 太0 


太一怎0 


X + x 0 


所以， 


f ，（ x 0 ) = lh / ⑷"(％) = \ im [ x ^ x 0 ] =2 x 0 . 

欠一戈 D 


■ 


例 4.3 对所有％定义 /(4 = 丨^丨 _ 那么 ， /:R — R 在文=0处不可微_为看到这一点, 
注意当％>0时， 


fix ) -/(0) = La ! = 


x — 0 


x 


而当 x <0时, 


fix ) -/(0) = 1^1 
x -0 — 


x 


这就得出 


lim 

x ^ o , x>o x — Q 


及 Iim fM -/(O) 

<0 jc — 0 


这样 


~^ (0) 不存在. 

x — \J 


容易看出当 x #0 时， / 是可微的， 且当欠 >0时厂（幻=1, 而当戈 <0 时尸 U ) 


■ 


求正整数幕的导数 


命«4.4 对自然数 n , 定义 /( 幻 =^, xeR , 邱么，函数 /:R — R 是可微的，且对所有 x , 

f ’（ x ) : nx m ^\ 

证明固定数*。，注意到由幂差公式， 

对所有 X s R , X n - xl = (x - x Q )( x n l + /-\。 + … + ) ， 

因此 


如果 X ^ x 0 


fix ) -/(^ o ) 
X - x 0 


X 


^ 災 o 




-2 


K 


可以看到等式右边有 《 项，每一项当 X 趋于％ 时以作为极限.这样，由极限的和的性质, 


lim 


/(^) -/(^ o ) 
^ - X 0 




1 

nx 0 . 


f 90 l 


可微函数是连缟的 



命 ®4, S 设 J 是点 x 。 的邻域，假定函數 /:/— R 在％是可微的，那么 ， /J — R 在％是连 
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续的. 

证明由于 

lim^^ ~~ ’(: 。 ) =/,(% 0 ) 且 lim[x - x 0 ] = 0 ， 

X X 0 

从极限的积的性质可得 

lim [/(*) -/ U 0 )] = lim [ /( - ) - /( ^ } • (x-x 0 )] 

=/’(* o ) _ 0 = 0. 

于是 Iim /( X ) =/( x 。） ，这意味着 / 在: r 。 是连续的. 

黧 — 》厲0 

正如例3 所示，函数在一点的连续性并不蕴涵函数在该点的可微性. 



求和、积及商的导数 
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定理4,6设/是点％的邻域，假设函數 /:/— R 和 p /— R 在％是可微的. 
(0 和/ +客: R 在％是可微的，且 

(/+g) , (x 0 ) =r(x 0 ) +g t {x 0 ) i 

(ii) 私在太。是可微的，且 

(/ g )， K ) =/ U )， U 0 ) +/， U 0 ) gU ); 

(iii) 如果 贫（ *) 尹 0, xgI , 则倒数 R 在 x 。 是可微的 ，且 

- g’( ： 0) 

g ^ (ff(^o) ) 2 ' 

(iv) 若对/中所有 X, 客 （动 #0 ， 則商//发:/— R 是可微的，且 

多 U 0 )/ ， U) -f{x 0 )g f {x,) 


j) ,m 


dr 


W ( g ( x Q )V 

的证明设 w / 且 

- (f^g)(xj /(x) -/(%) g(x) -g{x Q ) 


于是由导数的定义及极限的和的性质， 


^0 


% 


lim 


(f+g)(X)- (f+g)(x 0 ) 


x o 




尸 U 。）+ 


( ii > 的证明在本证明中，为便于分解因式，在分子中我们减去和加上项 /( 幻 

x e / K 


设 


^0 


X - X 0 

f(^)g(x) -f(x)g(x Q ) ^f(x)g(x 0 ) -f(x 0 )g(x 0 ) 


x o 


f(x)[ 


g(^) -«rUo) 


X - X Q 


]. 茗 (*0)[ 


fix) -f{x 0 ) 
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由于可微性蕴涵连续性，=/(%)，所以，运用导数的定义及极限的和与积的 


性质, 


1卜 ⑹ ⑷— （/ g ) (欠 0) 




=/(%)〆( 太 。） + g( x 0 )/ f (^o) - 

( itt ) 的证明对/中*且*#*。， 

( \/g)(x) - (l/g)(x 0 ) l/g(x) - \/g(x 0 ) 


\ _[ gUo) - g (: > 


g ( x ) g ( x ^) 


g (^) g (^ o ) 


g (^) - g (^ o ) 


由于可微性蕴涵连续性， Hn ^(；0 ==&(%).因此，可用导数的定义以及极限的积与商的性 


质，从上面的恒等式得到 


limf ⑷ - ( 1 / ff)( ;g o)l = - 〆(％) 

… U x - 】（茗(龙 0 )) 


a : _ x 0 


[W 


( IvJ 的证明对 / 中的 X 且 X #%， 有 

八 x ) = — ! — * f ( x \ 
g ( x ) g ( x ) A h 

商的导数公式现在可由 （ ii ) 及 （ iii ) 推出. ■ 

命题 4. 7 对整教 n ， 如果 n >0, 定义集 0 :R ， 如果定义集 UeR I x ^0\. 
对所有 xeO , 定义 

/(*)=*-. 

函教 R 是可微的且 

对所有 X e r ( x ) = 

证明/»>0的情况显然就是命題 4. 4,所以只需要考虑 n <0 的情形.但如果/1<0,则 

对所有尤 e O , fix ) = -4, 

X 

其中 - ri 是自然数，那么，由命题 4.4 及可微函数倒数的求导公式[定理 4.6 的 （ iii )] 可得 
/: C ?— R 是可微的且 

对所有 * e O , f { x ) = ~ [ Z\ X 2 " ] =欣"' _ 

推论4,8对多项式 p:R — R 及 9:R — K , 定义集 C ?= UeR 丨 q ( x ) ^0\. 那么，商 
p / q : 0— R 是 可微的. 

证明由命题4.4及定理4.6的（0及（10可得广：0—1^与 R 都是可 微的， 则定 


对所有 f e O , f f ( x ) 
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93 


941 


理4, 6的 （i v ) 推出 〆 9 : R 是可微的 • 

习题 

对以下每一个陈述， 碗 定它的真假，并给出理由_ 

若函数 /;R — R 在％ 处连续，則它在*。处可微. 
b . 若函数 — R 在 jt 。 处可微，則它在％处连续 • 
c _ 若函数 / 2 :R — R 可微，则 /:R — II 也是可徽的 • 

2. 对所有 I 定义 / U ) + 求出/的图形在点（2, 13) 处的切线方程. 

3* w | ，是数，且 I 尹 ，定 

im ^ + 4 当 x 矣0 

/⑷= { 

证明函数 /: R —► R 在 x =0 处连续但不可微- 
4. 用导数的定义直接计算下述各函数在* = 1处的导数 * 


■ 


m 2 x + 4 当 jt 多 0. 


■■ 对所有 x >0, f{x) = /x + 1, 
b * 对所有 xeR r /(*> =* 3 +2 l 
C , 对所有* eR , f(x) =1/(1 +/). 
5- 求下列极限值或确定它们不存在： 


lim. 


b. lim - -- C. lim — - 

- 1 - 1 


d. lii 


16 


9 a * - 2 

6* 令/， J 是开区间及函数 /:/— R 与 U—R 满 足性质 A (/) Q /, 所以定义 了复合 /• fc :/— R . 证明： 如果 
在 J 内，/ Id — II 在点处连续，当* — 〜时 fcU )— A ( x 。） 以及 /:/— R 在点 是可微的，则 

f(h(x)) -f(k(x 0 )) 


，二 厶 （*) - h(x 0 ) 
7. 用习題6 证明： 若 /:Il — R 在％ =丨处可徽 ，則： 


f r (h(x t )). 


A— 0 h 

b . ii. (Mwm 

- 石 -\ 

: 尸⑴ 

c. lim 也 

卜 | 

t l ) -/(l) 】 
x 2 -1 

=/ ，⑴ 

d. -/LU : 

1 JC — 1 

= 2/ f (l) 

e . lim 也 

t 5 ) -/(l) 

i 

= 3/，（ l ) 




/(x) = I 


(提 示： 对于后两个极限，先使用幂差公式 
8 - 对自然数 n >2, 定义 

0 若 x < 0 
/ 若 x > 0. 

证明函数 AIR — R 是可微的. 

9 . 假设函数 /: R — R 有如下 性质： 

对所有的 X e R , 

证明 — R 在是可微的，且尸 （0)=0. 

10. 对实数 a 与6,定义 

^(*) = \ 3%1 若… 

I a + 若 x > l . 

a 与 A 为何值，函数 g:R — R 在 x = l 处是可微的？ 


- X 1 ^ f{x) ^ X 1 


歡分法 
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11. 假设函数 R 在： t =0 是可微的，还假设对每个自然数/ I ， g(l/n) =0. 证明发(0> =0且 f (0> =0- 

12. 假设函数 /:R — R 是可微及单调 递增. 证明对所有 x 有 /'(: r )> fl . 

13. 煆设函数 /:R — R 是可傲的及存在一有界序列(若 n 户 m ， X ,#、）使得对每一下标 n 有/(弋）=0,证 
明存在点*。使榑 / U 。） =0及厂（\) =0. (提 示： 应用列紧定理_> 

14. 假设函数 /: R — R 在点％处可微，分析极限 

.. /(* 0 + h ) -/ ( 气 - 九） 

lim -:- • 

“0 h 

(提 示； 在分子式中加减 / u 0 ).) 

15 . 设函数 /: R - R 在％是可微的*证明 

■ —0 X — x 0 

16. 设函败/:114!1在*=0是可微的.证明 

lico = 0. 

1-0 X 

17. 假设函数 /:R — R 在0处可微_对实败 fl ， 6及证明 

lim Aax) ^/{b X \ = [ 2 ^ 卜 0) , 

9 ^o cx L c r 


18•令函数 MR — R 是有界的_定义函数 /:R — R 为 

/(*) = 1 + + x 2 h(x) ( 对所有: t )_ 

证明 /(0> =1 及尸 （0) =4< 注意： 这里没有关于函败&的可微性的假设）_ 
19. 对自然数~几何和公式断言 

如果 AC _ 1 ，1 + JC + …+ JC * = — ：---- 


根据微分法求下列 和式: 



然后再求下列 和式: 



CM 


4.2 求反函数与复合函数的微分 

定理 3.29 断言，若/是区间，函数 /:/— R 是严格单调的且象为 《/=/(/>, 则它的反函数 
r 1 :/— r 是连续的.若/在点*。处可微，很自然地会考虑反函数在/中的点氕=/(%)处 
的可微性问题.我们将 证明： 若/ 在点％ 是可微的且 m 气 r (*。）， 那么若 m #0, 反函数 / d 在 
y 。 处便可微且在 7。 处的导数等于 1/ m . 在证明之前，我们先几何地解释一下为什么这个公式 
是自然的. 

事实上，假设函数 /:/— R 在点*。可微及在点/» = (%, : r 。） 处的切线€是非水平的，这就 
意味着 

=/'(龙 0) # 0. 

那么，对反函数而言，在点/>处的切线仍是同一个从反函数的观点看，切线 {定义 为以垂 
直轴为定义域的函数的图形，因而它的斜率是 msTU 。） 的倒数_如图 4.3 所示_ 
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圓 图4_3 (/' 1 )，（7 0 ) =1//，（龙 0 ) 


例 4.9 对 R 中的所有 L 定义 

f ( x ) ~ 2x + 1 . 

函数/: R — R 的图形是斜率为2的直线，函数的导数是常数，此常数是 2. 反函数 
厂 l : R — R 显式地由 

r l ( r ) = r/2 - 1/2 对所有 y 

给出.此函数的图形是一条直线，其斜率为1/2,所以反函数的导数是常数，其值为 1/2. ■ 

例 4.10 对 x >0, 定义 

f(x) = X 1 

函数/: (0, 》)— R 是严格递增的 ，尸 (3) =6. 这样，/的图形在点 （3, 9) 的切线的斜率等于 
6. 这个函数的反函数 / M : (0, *)— R 由下面显式 给出： 

/"'( r ) = 4y 当 y > 0. 

我们期待反函数的图形在点 )^=9 处的切线的斜率是 1/6. 事实上，若 y >0 及 y 卢9,则由于 
”9 = ( v 9 + 3)( V 7-3) -故 

f' l (y) ~/~'(9) _ Vy - 3 _ 1 • Vy - 3 _ l 

y-9 " r -9 " ^ + 3 A-3 一 W + 3’ 

这样，由平方根函数的连续性， 

lim L s li m _ J — = i -. ■ 

卜？ y - 9 卜 9 + 3 6 


反函数的导数 

定理 4.11 令/是々的一个邻域及函教 /:/— R 是严格单调且连续的 * 假设/在％处可擻 
及， U 。） 尹 0. 定义 《/=/(/)• 则反函數 /'J — R 在点％=/(%)处可微且 

(rr ⑹ -'TWY (“) 

证明由介值定理知•/是 y ft =/(*。） 的一个 邻域. 对 J 中的点 >且7_7。，定义 



所以 




广⑴ - r ( r 0 ) 一 Jf ( x ) _/(, 0 ) 


r - r 0 


(4.5) 


由于反函数 / q : y ^ R 是连续的， 


Wmx = lim /- ( y ) 

t-*ro y-^ro 


( y 。） s 太0- 


由极限的复合性质、极限的商的性质以及 /:/— R 在％处可微的定义得出 

lim ’（’）■/〜) = lim1 / /(*) ~/(^ o ) = _ 1 _ 

”外 m ” yo I X - X 0 /’U 0 ) 

这样，在 y D 处可微且它的导数由 （4. 4) 给出. _ 

经常将反函数视作原始对象，在这种情况下我们把变量改为*，因此提出下述推论. 

推论4,12令/是一个开区间，假设函数 /:/— R 是严格单调、可微的且对/中的每一点 
导数不为零 • 定义 《/=/(/). 則反函数 /- SJ - kR 是可微的且 


(厂 1 )'(幻 


(4.6) 


. 尸 CTU )) ' ' 

证明由于可微性蕴涵连续性，所以函数 /:/ — R 是连续的.于是可在 J 中的*处应用前 
述定理，其中*=/(厂穴幻），而 / _1 U ) 扮演上述定理 中〜的 角色. ■ 

命腰 4.13 对于自然教/ X ，定义度（幻=/' x >0. 則函数客： （0, »)— R 是可微的，且 
对所有 x >0, 

n 

证明如果/: (0, 》)— R 定义为对*>0, /(*) =*"，则根据定义， 函数心 （0, oo)_R 
是/: (0, 的反函数，按照命题 <7,如果*>0, /'(*) = n /_ l . 由推论 4. 12可以推出 

如果太 >0， 〆 (*) =/，(:(*))、(/广 1 = 士严' ■ 


"98" 


复合函数的导数 


我们前面证明过连续函数的复合函数是连续的，可微函数的复合函数是可微的，并且存在 
复合函数的导数公式.这就是下面定理的内容. 

定理 4.14( 链式法则 （Chain Rule )) 设/ 是点％ 的邻域，假设函数 /:/ — R 在％是可微的. 
设/是满足 /(/) GJ 的开区间，并假设函數 — R 在 / U 。） 是可微的.则复合函數在 
%是可微的，且 1 

( g */ V (* 0 ) = 〆 (/(*<>) )/’（* 0 ). (4.7) 

证明定义对/中的每个*，*尹*。，若令 y =/(*)， 则由于 

fM -/ K ) , 

-=1, 

r - n 
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我们有 

- i ( y ) - gin ) sir ) - g ( y <>) f ( x ) - /(%) /J4 。、 

----- -----, (4. 8) 

龙一龙 Q x - r - r © 无一 

若 y - y 。 =/^)-/(*。） 卢 0 .如果存在含有* 0 的开区间，其中如果。就有 /(*) 卢/(*。），则 
通过对上述恒等式取极限，并用极限的复合性质与积的性质便可得要证的结果.在不存在这样 
的区间时结论可能成立的理由如下.引进辅助函数 A :/ — R 定义为 


Hy ) 


^ lg ( y ) - g ( 7 o)]^[y - rol 若 ; k e J 且 y _ y 0 
l«r f (ro) 若久 = 


注意到 

对所有 re /, g ( y ) - g ( y 0 ) = h ( y ) [y - y 0 ] , 

所以上述恒等式 （4. 8> 可以改写为 

对 / 中的无一*。’ (go/) --- " = h (/( x )) f /(x) ~ / Uo ) l . (4.9) 

事实上，如果/(*)#/(%)，则 (4.9) 与 (4.8) —致，而如果 /(*) =/(*。），则 (4.9) 的每一边等于 0. 

正是由 〆 ( A ) 的定义可得 A :•/ — R 在 y „ 是连续的.进而 /V — R 在*。的可微性逭涵/:/ — R 
的连续性，于是由于连续函数的复合函数是连续的，所以发 •/:/ — R 在％ 也是连续的.由此， 
用极限的积定理及恒等式 (4.9), 可得到 

Hm g(/(x)) ~ g(/(Xo)> = h (/( x 0 ))/ f ( x 0 ) = g t ( f ( x 0 )) f ( x 0 ). _ 

1^*0 X — X^y 

回忆在 3.6 节中，对有理数；* = »1/；1，其中 m, n>0 是整数，我们已经对 r 次幂函数作了 
定义，即令〆(当*>0),并已证明它是连续函数.现在要证明 r 次幂函数是可微的. 
聲腰 4.15 对有理數 r , 定义(幻=/, x > 0 . 则函數 fc : (0， ®)—► R 是可微的，且 

h f ( x ) = rjr r l > 0. 

证明由于「是有理数，可以选取整数^及|»，其中 n>0 使得 f = m / n , 对*>0,定义 
/(幻=〆■及 《(*) =* 1/# ,所以由定义 h ( x ) = g ( f ( x )). 按照命题 4.7, 若《 >0,函数 
/: (0, »)—R 是可微的且 /(*) =卿"乂另一方面，按照命题4.13,若*>0,函数客： （0, »>—R 
是可微的且〆 U) 由链式法则，可得 

若 X >0, k f ( x ) =(发。/)'(太）= g f ( f ( x ) ) r ( x ) = ( l / n )( x m ) l / n ' } ( mx m ^) = rx r '\ ■ 


习题 


1. 假设函数 /: R—R 与 〆 R 是可微的，并定义 &■/• «: R — R * 若 g ( l ) =2, g {2) =1， /'( l ) = -1, 
广<2) =2, ^(1) =3及 〆 <2) =4,求 V ( l ) 与 V (2)_ ' 

BM 1 2 .对所有欠 > 0 ,定义 / u > 求 cry (/^). 

3. 对：>0,定义 /( J 0= i / x ' 证明广 t (: T ) =1/ A ( 当 y >0). 直接计算反函数的导数，然后检査这个计算结果 
与由式 （4. 6) 得到的结果是否一致. 

4. 对/=(0, 1) 中的: r ， 定义 / U ) =1/(1 +%)•证明 /:/— R 是严格递减且可微的以及 /(/) =<1/2,上证 
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明对/中的 JT 有 rVr 〉 =(1 -： K )々. 直接计箅它的导数，然后检査这个计箅结果与由式 （4.6) 得到的结果 
是否一致. 

5. /是*。的一个邻域， /:/— R 连续、严格单调及在％处可微.假设广 U D >=0. 运用反函数的特征 性质： 

r 1 (/(*)) = x 当怎在/内 

及链式法則证明反函数 r 1 :/(/)— r 在点/(%>处是不可微的 • 这样，定理毛11中的假定尸(％)痒0是必要的. 

6. 假设函数/: (0, R 是可微的并令 c >0. 现定义 (0, cO — R 为 gU ) =/(«)( 当*>0>_用导数定 
义证明 〆 U ) = c /_( c ；0( 当 x >0). 

7•假设函数 MR — R 是严格单调、可微的，对所有 X ， V ( x ) >0,且 A ( R )= R _ 令 /:R — R 是可微的并对所 
有 X 定 Xg ( x ) =八1 1 ( x)h 求 〆 （ a )- 

8•假设函数 /:R — R 是可微的，而>,|是严格递增的有界序列并满足对所有/*61^ , /(\)</(\,,>.证明存 
在 满足尸 （\)>0的数％* (提示 ：应用单调收敛定理 •） 


9. 函数 /:R — 

R 称为佴 函数，如果 

对所有1 e R ， 

fix ) 

= /(-*); 

函数 /:R — 

R 称为奇&教，如果 

对所有 * e R ， 

/(*) = 


证明： 如果 — R 是可微的且为奇函数，则尸 ： ft — R 是偶函数* 


4.3 中值定理及其几何推论 


现在我们将证明微积分学中最有用且在几何上值得注意的结果之—中值定理 e . 它 断言： 

如果函数/: [ a , fc ]— R 是连续的，/: 6)— R 是可微的，则在开区间 （ a ，6) 内存在点*。使得 

函数图形在点 （* D , /(*。） ） 处的切线平行于通过点 （ a ，/(«)) 及 （ A ， （/( 6 ))的 直线. _ 

为证明中值定理，先证明某些预先的结果. 

引理 4.16 设/是点 * 。巧一个邻城，并假定函數 /:/— 11在*。是可微的.如果点 * 。是函 
教 /:/— R 的极大值点或者极小值点，則尸（*。）=0.如图 4. 4所示. 


y 



证明注意到正是根据导数的定义， 

/(幻-/(%> 


lim 


x o 


lim 


/(^) —/ Uo ) 

X - x 0 


= f f { x 0 ). 


0 该定理通常称为拉格朗日中值定理，以区別于 下一节 将要证明的柯西中值定理- 
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首先假设％是极大值点，则 


于是 


另一方面, 


对 J 中所有欠<%， 


f f { x 0 ) = lim 


龙—戈 o 

f ( x ) - f ( x 0 ) 


彡 （K 


对 / 中所有 x > ^>， 


fix ) - f ( x 0 ) 
x - x 0 


在0, 


于是 


所以尸（％>=0 

在％是极小值点的情况下，只需将证明用于相反的不等式即可， ■ 

定理 4.17(罗尔（110116)定理）） 假定函数/: 1>， H—R 是连续的 ，而 A ( a ， M—►R 是 

可徵的.再假定 

/( a ) =/(6). 




lim 


fix ) - f ( x 0 ) 
0 X - x 0 


0, 




則在开区间 （ a , 6) 内存在点 x 。， 滿足 

/’(％) = 0. 

证明由于/: R 是连续的，按照极值定理，它在 [ a ，&] 上既有极小值也有极大 

值.由于 /( fl )=/( M ， 如果极大值点与极小值点都在区间的端点处出现，则函数/: [ a ， 
ft 是常数，所以在 （ a , M 内的每一点 * 处/’（*) =0 . 否则，函数在开区间 f= ( a , M 内有极大 

值点或者极小值点，根据上面的引理，在该点处尸（％) =0 麵 

罗尔定理是拉格朗日中值定理的特例，但事实上， 一 般的结果可直接由罗尔定理得出. 

定理 4. 18( 拉格朗日 （ Lagrange ) 中值 定理） 假定 甚教/: ■是连续的，并且 

/； ( a f 6) —是可微的_则在开区间 U ， fc ) 内存在点％，满足 




fW -/u) 


如图4,5所示 • 


y 



图 4. 5切线平行于连接两埔点的线段 





撖分法 


73 


证明对于数肌，我们希望对函数幻 [ a , 6]— R 运用罗尔定理，函数 A : [ a ，6]— R 定 
义为：对于 * e [ a , £>], k ( x ) =/(*) - mx . 为此需有 A ( a ) = A ( 6) ，当选取 flMI 

m _/(&) -/ U ) 

in — - - -- 


时，该式恰好 成立. 对于这个 m ， 运用罗尔定理选取 （ a ， <0中的一点 x 。 使得 f ( x 。）=0. 因为 
在氛 X 。有 h f (x) =f*(x) - m ， 故 


rM 




上述中值定理是微积分学中分析函数最重要的工具之一.注意定理的证明仅仅依赖导数的 
定义以及极值定理. 

作为一般原则，如果我们有关于函数的导數的资料以用来分析函數，那么首先应当运用申 
值 定理， 本节余下部分是这一策略的各种应用， 


恒等准则 


函数称为常值，若存在某个常数 c , 使得对中的所有*, /(欠） = c . 

引理 4.19 设/是开区间并假定函數 /:/—R 是可微的.則 /:/— R 是常數当且仅当 

对所有 * E /,尸 （*) = 0. 

证明首先假定 /:/— r 是常数，则对所有*^/，显然有 r (*)= o . 为证明其逆，假设对/ 
中的所有 x 有尸“） =0* 选取/中的一点％并定义 c =/( z 。）. 我们 要证： 对/中的所有 x ， 


/⑷= c ， 

设*是/中的一点，假定因为可微性蕴涵连续性，把/限制在[*，*。]是连续的，当然， 
限制在开区间 u ， ％)是可微的.依照中值定理，在开区间（*，％)内存在一点使得 

/(%) -/(^) 


/，⑴ 




*0 


但尸 （ z )=0, 所以/( X ) =/( x 。〉= c . 对太>%，相同 的论证可用于/在区间 [%, 幻上以 得出结 
论 yu )= c . 故 /:/— r 是常值且为 c . ■ 

两个函数 $ : /->政与~:/ — ii 称为相差一常數，如果存在某个数*：,使得 

对所有无 e /, g ( x ) = h ( x ) + c - 

当然，两个函数 g:/—R 与 A:/—R 相等，若对所有*^/, g ( x ) = h ( x ). 有时说相等的函数是 
恆相等，为的是强调函数在它们的定义城内的所有点有相同的值.下述结果从几何上看是十分 
清楚的.由于经常用到，所以将其命名. 


命 ®4_ 20( 恒等准则） 设/是开区间且设函數 g:/—R 与 fc :/— R 是可微的. JH 两个函數 
相差一常教当且仅当 

对所有 x e /, g *( x ) - h ' ix ). (4. 10) 

特别地，两个函数恒相等当且仅当 （4, 10) 式成立且在/中存在某个点 X 。满足 

«r(«o) = *Uo). 

证明 定 Xf : g - k ： I ^ R . 按照和的微分法则 ， /:/—R 是可微的且 
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对所有 X e /, fix ) = g .( x ) - h ，（ x ). 

再有，注意到 /:/— R 是常数当且仅当函数 pf — R 与 h /— R 相差一常数.由上面的引理可得 
要证的 结果. ■ 


严格单调的准则 

推论4_21 设/是开区间且函数 /:/— R 是可微的，假定对所有* e /， ，（幻 >0,則 /:/ — 


R 是严格递增的 • 

证明设《*和|^是/中满足 u < v 的点.将中值定理用于/: [ U ， 并在开区间 （《; *0 
中选取一点 X 。使得 


fM 


f ( y ) -/ U ) 


由于尸 U 。〉 >0以及由此得 /(”）>/( u ). ■ 

用 R 替换 /:/— R ,上述推论意味着，如果/:/一在/中的所有点*处有负导数, 
_则 /:/ — R 是严格递减的. 

上述结果给出一种方法来求可微函数 /J — R 的严格单调的区间 • 该方法的有效性依赖于 
能够求得尸(幻=0的点.亊实上，除非函数 /:/— R 十分简单，否则求出这种点通常是很 
难的， 


选择极值的准则 

定义函數 /:/>—► R 定义域/>中的点:*。称为 /：/)—► R 的局部权大值点 （ Local maximizer ) t 
若存在某个 5>0 使得 

对 D 中所有满足1 a - X 。丨 < 5的点 X , f ( x ) 在/(%). 

称 X 。为 /:/) — R 的局部极小值点 （Local minimizer ) , 若存在某个 5 >0 使得 

对 D 中所有满足 I % - x 0 I < S 的点 X ， f ( x ) >/ U 0 ), 

引理 4. 16 断言： 如果/是点％的一个邻域且 /:/— R 在*。是可微的，则点*。是 /:/—] R 的 
局部极小值点或者局部极大值点，必须有 

/’(戈 0 ) = 0. 

然而，已知广（*。）=0并不能 保证％ 是局部极大值点或局部极小值点.例如，如果对所有 *e 
R , /(*) =* 5 , 则尸 (0) =0,但点0既不是局部极大值点也不是局部极小值点.为建立局部极 
大值点与局部极小值点存在的充分准则，有必要引进髙阶导数. 

对于以开区间/作为定义域的可微函数 / J—R ,如果 /:/— R 是可微的，就说 / J — ft 有一 
阶导數 （erne derivative ), 并对所有 * e f 定义 / (n (*) =尸 （*). 如果函数 / S /— R 本身有导数, 
就说 /:/— R 有两个寺数 （two derivatives) 或者说有 一个二价导數 （second derivative) , 以 /":/—► R 
或 /”：/— R 表 示尸: /— R 的导数.假设对自然数 A 已经定义了 /:/— R 有 ft 阶导数是什么意思, 
并定义了/ 4) :/— R ，则如果广>:/— R 是可饿的，就称 /:/— R 有 A + 1 阶导数并定义 /<“”：/— 
R 是 R 的导数.在这里的上下文中，用/ ^(4 表示 /(*). 
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—般地，如果函数有&阶导数，它不一定有 A + 1 阶导数，例如，函数 /: R - R 定义 为：对 
所有 * e R ，/(*)= I * I *，则此函数是可微的但没有二阶导数. 

定理 4.22 设 J 是包含点； c 。 的开区间并假定函數 /:J — R 有二阶导数，假设 


fix,) =0. 

如果尸(*。）>0,则〜是 /:/— R 的局部极小 值点； 如果尸(* 0 )<0,则〜是 /:/— R 的局部极 
大值点. 


证明 首先假设尸(％)>0. 由于 


尸 U ) 


lim 


fix ) 



可得（见习题 18) 存在5>0使得开区间％+幻包含在/之中，且 

如田 翁 c c 、 /，（太）-尸（％) n 

x e (x 0 ~ S,x 0 + 5) t - >0* 

x - : 0 

但广（*。）=0,所以 （4 .丨丨）就相当于论断 

f 9 (x) >0, 若文。 < 龙 < 怎 o +5; f r (x) <0 ，若 x 0 〜 S < X <■ x 0 . 
由这两个不等式并运用中值定理可得 


(4.11) 


如果 0 < I x - x。 I <5，则 f(x) >/(%)• 

当 r (*。）< o 时可类似地论证. _ 

如果同时有尸（％) =0及尸(％) =0,上述定理未对 * 。是否为局部极值点提供任何信息. 
从检査形如 /(*> = Y(*eR ) 的函 数在％ =0处的情形来看，如果尸（*。）=0 且尸 (*。）=0,则 
既可能是局部极大值点也可能是局部极小值点，或者什么极值点都不是. 


我们所描述的中值定理的几何推论到目前为止肯定是与人们的几何直觉相符合的.然而， 


证明那些从几何角度看起来显而易见的结论还是有必要细心些.在 9. 6节，我们将描述具有以 


nm 


下三条性质的函数 /:R — R : 

( i >/ : R — R 是连 续的. 

< ii )/： R -. R 在任何一点都不可微. 

( iii ) 没有任何一个区间/能使得 — R 是单调的. 

正是存在这样一种函数，才使得直观的几何论证绝对有必要建立在分析的基础之上.一个 
不太令人吃惊但仍有点意外的例子是函数 /:R — R 的存在性，该函数 具有尸 (0) >0但没有0的 
任何—个邻域/能使得函数 /:J — R 在其中是递增的.我们在习題20中描述了一个这样的 
例子^ _ 


o 篏定正弦函败的周期性与可徽性是熟知的，下面是一个可*函数的例子，该 函数在 ^0处有正的导数但无0的邻 
域使它在邻域内是单谰递增的： 


这个反直觉性质的缘由是导败尸在 * *0 非连续. 


当 %^0 
当 x =0. 
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习鼉 


1. 对以下每一个陈述，确定其真假，并给出理由. 

a. 若吋微函数 /:R —R 是严格递增的，則对所有*有尸 U ) >0， 

b . 若可徽函数 /: R — R 是单调递增的，則对所有 * 有广 U )&0. 

c . 若函败 /: R — R 是可微的且对 [ -1， 1] 中的所有％有 

fix) «/< 0 >， 

則尸 <0) =0. 

d . 若函数 /:R — R 是可微的且对 [-1, 1] 中的所有*有 

fix) €/(1), 

则/，⑴ =0. 

2. 粗略地画出下列函数的图形.求它们的递增或递减区间. 

». /；R —► R 定义如下：对所有 x e R ， fix) +« 2 + + c . 

b . h： (0，》) 一 R 定义 如下： 对文 >0, h(x) = a +6 A , 其中 a >0, 6>0, 
3_ 对实数 〜 6,（：及< 定义 0= kl ct+rf —0|, 再定义 

对所有 * e O , f(x) = a% + ^ 


证明： 如果函数 /:0— R 不是常数，则它没有任何的局部极大值点或局部极小值点. 函 出它的略围, 
对 c >0, 证明下列方程没有两 个解： 


5. 证明下列方程恰有 一解： 

6 . 证明下列方程恰有两 个解： 


7_对任意败 a 与6以及偶自然数\证明下列方程至多只有两 个解： 

x H + ax + 6 = 0. x b fL. 


-3 x ^ 

f c = 0， 

0 < : < 1. 

+ 5 ac + 

1=0, 

- 1 < * < 0. 

+ 2x 2 - 

- 6* + 2 = 

= 0, * € R • 


如果 n 是奇数，上述结论成立吗？ 

对数 fl 与6,证明下列方程恰有三个解当且仅当 

x y + a* + 6 ~ 0 t : eR, 

夂设 /) 是非零实数集.假设函数 — R 与幻 R 是可微的且 

对所有 * e fl ， g f ( x ) = h r ( x ). 

函败 R 与 M R 相差一常数吗？（提 示： 公是区间吗？） 

1« ♦证 明： 不存在这样的可微函败 AR —R ,即在戈 <0 时 F’ （工 > =0, 而在 x»0 时 F ，（ X) 龙 I ， 可如下进行论证: 
( i ) 函数是连 续的； （ ii ) 函败在 （-« ， 0) 是 常值； < iii ) 函败在 (0, «) 上形如 F (幻 然后导出矛盾 * 
设《是自然数*飯设函数 /: R — R 是可微的且下列方程至多有 n -1 个解： 

fix) = 0 f X € R. 

证明下列方程至多有 n 个解： 


/(*) = 0 f z e R • 

12. 用归纳法和习埋 11 证明： 如果 p:R — R 是次数为 n 的多项式，则方程 


至多存在 n 个解. 

13. 假设函数 /:R — R 是可微的并且 


p(x) =0, Jt € R 
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rf f ( x ) = x + + 2, x e R 

1/(0) = 5, 

求函数 /:R — R . 

14* 假设函数 p ( -1, 1)— R 是可微的并且 

\ g f ( x ) = %/ yi - % 2 -1 < x < i 

U (0) = 25. 

求函数 A ( -1，1)— R . 

15 . 设 p R — R 与 /: R — R 是可微函数，假设 

对所有 x e R , g { x ) f 9 {%) - f {%) g f { x ). 

如果对所有 xeR ， 证明在 R 中存在某个 c 使得对所有 ieR ， / U > = 叫 (幻. 

16 . 俵定 /:R — R 与 pR — R 都是可徽的，并且 

= g ( x ) 以及，（ X ) =-/(戈）^ € R 

1/(0) = 0及 g (0) = 1, 


证明 

对所有戈 e r , [ f ( x)r + [ g ( x)r = i - 

(提示：对所有 xeR ， 定义 M 幻 =[/ U ) r + UU )] 2 . 证明 A : R — R 是一个常数函数 .） 

17. 设/是开区间，假设函数 /:/— R 是连续的且在/中的点*。处有只义）>0,证明存在5>0,使得若丨1-*。1 <5, 
则 / U ) >0_ 

18•设/是点 x 。 的一个邻域，并假设函数 /— R 是可微的.定义 

、 r [^(*) - g(^o)] / i x - *o] 若 * 尹无 0 
n ( x ) = I 

lg f (^) 若，= * 0 - 


证明 fc :/— R 是连 续的. 如果 〆 （％)>0,用上题证明存在5>0使得若0< I X -% I 气^則[客 U )- 
g (:0) ]/ [: -: o ] >0‘ 

19•假设函数 — R 是可 傲的 ， /’:R — R 在0处是连续的， 且尸 （0)>0.证明存在含有0的开区间/,使得 
/:/— R 是严格单两的. 


20. 定义 


fx - X 1 若 X 为有理败 
1* + * 2 若戈为无理数. 


证明尸（0>=1，但在点0处无邻域/使得函数是单调递增的. 

21•设函数 /:R 一 R 有如下 性质： 存在 U: 数 c 使得对 R 中所有的 u, h 有 l/U) -/(t;) I ^ c ( u - v ) 2 . 证明函 
数 /:R—R 是常数 • 

22. 假设 /:R—R 是可微的并且存在正数 c 使得 

对所有 * e R , f ' x ) >c. 


证明 

若剡 / U > >/(0) +CX 而若: C 赛0,则/(幻 </(0) 
用上述不等式证明 /(R ) =R- 

23. 设函数 /:R —R 有二阶导数且假设 

对所有 *eR, /(*) <0 以及尸 (：0 
证明 /:R — R 是常数，（提示 ：注意 /SR—R 是递增的， ） 

24. 设函数 /:R —R 有二阶导数及/(0> =0,并且对所有： c 有 

fix ) «/(*)• 

对所有 x 是否有/(幻 -0? 
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4.4 柯西中值定理及其解析推论 


以下是拉格朗日中值定理的有用的推广. 

定理 4. 23( 柯西 （ Cauchy) 中值定理）假设函數 /: [a, &]—R 与茗： [a, 6]—R 是连续 
的，且 /: (a，&)—1R 与发： [a ， 6]—R 是可微 的 . 此外，假定 

对所有 * e ( a , 6 ) , 〆 （*)—(). 

那么在开区间 （ n ，6) 内存在点％，满足 

/( 办）二 /( a ) : / 4 12 \ 

gib ) - g ( a ) - g f ( x 0 Y ^ J 

证明为证明该定理，我们将运用罗尔定理，这类似于证明拉格朗日中值定理.对一个数 

m , 我们对函数 A ]— 应用罗尔定理，该函数定义为 

对 x e [ a , 6 ] , k ( x ) s /( x ) - mg ( x ). 

为此，必须有 / i («) = h ( b ) r 这在选取 

/( b ) -/ u ) 

— gib ) - g ( a ) 

时恰好成立.对于这个运用罗尔定理在开区间 （ a ， 6 〉中选取一点 * 。使得 V (*。）= 0 . 因为 
^( x ) ^ f ( x ) - mg f ( x ) 9 所以在点 x 。 有 


/( 无 0) _ m _ f ( b ) -/( a ) 

7 M ■ 7 eW - g(aY ■ 

注意，如果对矣 & 有发(幻则柯西中值定理便化为拉格朗日中值定理. 

下面是柯西中值定理的推论，在第 8 章我们用多项式逼近函数，而这个推论将是用以估计 


出现的误差的一个重要工具. 

定理 4.24 设/是开区间而 n 是自然數，并假设函数/:/—政有 n 阶导数，还假定在/中的 
点％处， 

对 0 €奋名 / 1 - 1 , /(*)( 龙。〉 = 0 . 

那么对 / 中的每个点 x 卢 x 。， 存在严格介手 je 与 X 。之间的点 2 ，在该点处 

/(*) ; ’ - 」 J) (X ~ ^0 )"• (4.13) 

证明定义 g (*)=(*- W ， 于是对 0 笔 fcdl , g ( i > U 0 >= 0 且 设*为 

/中不等于*。的点，不妨设 : v 将柯西中值定理用于函数/: [%, 及 1 >。， ： t ]— B , 可 

选择幻中的点 I ，满足 


Ax) = / u )-/ u 。） 二 r(x') 

g ( x ) g ( x ) - ^(^ 0 ) 〆 （&)_ 

再将柯西中值定理用于/•: t*o , 力]—与 〆 ： [*0» ]—►R * 以便选择（* 0 , 

使得在满足 

r ( x } ) _ r ( x t ) - r ( x 0 ) _尸(心） 

?oo = g f M " 7 W > 9 


(4. 14) 
七 ） 中的点 x 2 , 

(4.15) 


撖分法 
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所以由（ 4 」 4 ),有 

Ax ) 

g (^) 

继续依次对更髙阶导数应用柯西中值定理，可得 U 。， 幻中的一点％，使得 

fix) 广 )（0 广 )（0 

度（ ‘ ） "^ U) (x 0 ) ■ n! ’ 

令便得到 （ 4 . 13 ) 式 . ■ 

习題 

1. 假设函败 — R 有二阶导数，满足/(0> =/’（0) =0,并且当 I * I 矣1时 I 尸 （幻 I «1 •证明：若*名1, 
Wf ( x )« l /2. 

2. 设 p : R _ R 是次数不大于5的多項式.设在 R 中的某个点 七处， 

P (* 0 ) = 〆 （％)=…零 P ⑴ （*。）= 0. 

证明对所有 xeR , p { x ) ^0. 

3 . 定义 /(<) =f 2 ( 0 忘 及客⑴ =^( 0 < 1 < 1 ). 
a- 求数 c ( 0 <c<l ), 使得 


/<!) -/(0) — f r ( c ) 
g (^) - g ( 0 ) g i ( c) t 


b . 证明不存在满足以下条件的败 c : 0< c < l 且 


r /( i ) -/( o ) - o ) 

IgO ) -客 ( 0 ) = §*(€)(1 - 0 >. 

4_ 假设函数 /: [«, 6]— R 与 g : [ a , 6]— R 是连续的，并且， U ， fc )— R 与 p ( a , A)—R 是可微的.还液 
定对 （ a ，/ o 中的所有 t \ f 9 { x ) I > t ^( x ) I >0. 证明 ， 

对 [ a ，&] 中所有 u，v 有丨 /( u ) -/( v ) I >♦ g ( u ) - g ( v ) I , 

S •设函数 /: <-1，〗）— R 有 II 阶导数，且它的 A 阶导数 /<— : (-1, 11是有 界的. 还假定/<0)=广(0) 

广- "(0)=0. 证明存在正数 Af ， 使得 


对 （■ U ) 中所有 *， \ f { x ) \^M \ x \\ 

6 - 设函数 /: ( -1, 1>— R 有 it 阶 导数. 假定存在正数使得 


对（-1，1)中所有*， I f ( x ) \^M \ xl \ 


证明/(0)=尸（0)=广- "(0) :()• 

7•设/是点％的一个邻域，并假定函数 /:/— R 有二阶导数.证明 

Hm /(^o +九） -2/( x 0 ) +/<% - h ) 

A 5 


=尸（* 0 ) ‘ 


8•设/是开区间而是自然数.假定 /:/— R 与 g :/— R 有 ri 阶导数 • 证明 /*:/— R 有 n 阶导败并有下面的公 
式（称为 莱布尼茨 （ Uibnitz ) 公 式）： 


画 


对所有 x e /， ifg )^{ x ) = 幻:卜 ⑷- 

对„=2与《 = 3,明确地写出公式. 

4.5 莱布尼茨记号 


到现在为止，给定开区间/及可微函数 /:/— R ，已用 

/，：/— R 
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表示了函数的导数，从而尸 (4 是 / J — R 在/ 中点* 处的导数.这个记号是完全适用的.然而, 
随着我们引进新类型的函数，以及当研究积分时，某些公式与算法方法使用另外一种由莱布尼茨提 
出的记号会更容易适应.此外，莱布尼茨记号广泛用于科学和工程技术领域，所以有必要熟悉它. 
对可微函数 /:/—R ， 用 

表示尸 (*). 如果用 （*, y ) 表示 /:/— R 的图形上的点，我们也用 

处或/ 


fTT 3 l 表示尸( X ). 

莱布尼茨记号的优点在于经过适当的解释，可以把 d /， dy , cb 等记号看作是 R 中的数并 
进行各种代数运算，而得到的公式仍然有意义.莱布尼茨记号在数学和科学中使用已有300多 
年，是十分有用的.但是莱布尼茨记号体系确实有不确定性，所以在解释公式时必须小心•这 
在下面用莱布尼茨记号表示的链式法则的公式中有很好的说明. 

链式法则与莱布尼茨记号 

对数… 6 — 0及以0， 



对于莱布尼茨记号，相应的消去公式是 

if ^ if ,du 

dx du dx . 


(4,16) 


我们对 (4. 16) 寻 找一个合适的解释.下述解释是合 理的： 假设函数 /: R — R 与 u : R — R 是可 
微的. 考虑复合函数 R — R . 依照链式法则，/。 It : R — R 是可微的且 

^ f ， ( u ( x )) u i ( x ) (对所 有幻. (4. 17) 


如果用 


^ 代替(/。 u ) r ( x ) 9 ^ 代替/彳 U ( *) ) 代替 ut ( x ) I 


则 （ 4. 17) 变成 (4. 16). 

类似于 （4. 16) 的公式是经常出现的，它们十分有用.事实上，类似公式在多元函数的微 
积分中更为有用.但是，在式 （4. 16) 中，符号 d // dt 在* =1与 t = u 时有着完全不同的意义. 
我们引进符号 d //< k 表示尸卜），而在式 （4. 16) 中它代表(/。 iO ' U ). 式（4.16>是链式法则的 
一个合理的表示，但是在个别符号里有着不确定性.当使用莱布尼茨记号时，对上下文中个别 
符号的意义作出解释永远是必要的，而且这些解释必须是经过精确证明的. 
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b b/a 


反函败的导数与茱布尼茨记号 

对任意两个非零实数， 


微分法 
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(4,18) 


对于莱布尼茨记号，对应的倒数公式是 

dx ■ 1 

Ay dy/dx 

什么意义可以附加在式 （4.18) 上？假设 /:/— R 是可微及严格单调的，且对/中的所有*有 
r ( x )^0. 定义 •/=/(/) 及对/中的*，令^=/(*).依照反函数的求导公式，如推论 4. 12所表 
述的，反函数— R 是可微的且 


(/ _1 )'(/(幻〉 






当 x 在/中. 


如果令 


(y) 


当 y 在 J 中， 


则按照上面引进的符号体系， 


6 x 

dy 


crv(y> = ir l ) , {/(x)) 


及 




尸⑷， 


可以看到 （4. 18) 可解释为 （4. 19) 的一个紧凑的形式. 

最后一个记号 约定： 当有二阶导数时，把尸 (*) 记为 

dx 2U{ ))j dx 2 ^ ck 2 ’^ 


(4.19) 


习题 


1. 对下述公式给一个合理的解释 •. 

d 

石 1 



2. 对下述公式给一个合理的 解释： 


=皮. 

du ds 
—• ■ 


dr 

du 

d $ dr 

3. 对下述公式给一个合理的 解释： 


dj 




d 7 = 

: 1* 
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‘ 第 5 章作为微分方程解的初等函数 

5.1 微分方程的解 

到目前为止，我们所掌握 的可撖 函数是极为有限的，包括常值函数，有理幂函数，以及由 
它们通过加、乘、除、复合构成的函数，还有它们的反函数，但是在数学与科学的大多数基本 
问题的研究中，出现的是更为广泛的函数.例如，三角函数、指数函数以及它们的反函数. 

本聿我们引入指数函数、三角函数作为微分方程的解.这不仅扩充了我们所掌握的可微函 
数，同时也将展示我们在前面四章所发展的工具的威力. 

我们暂时地假设这两个微分方程是有解的. 

首先，暂时假设下述微分方程是有解的. 

对敝的微分方程 


tF ^ x ) = \/x 对所有 * > 0 

tjr(l) = 0. { ' } 

当我们学过积分后，^一暂时假设可以去掉.在第6章，作为第二基本定理（对积分求导数） 
_的一个推论，我们将证明，可把这个微分方程的解表示成一个积分的形式 e . 在假设方 
程 （5.1) 有解后，我们将证明解是唯一的.这个解保持了自然对数的所有熟知的性质，此外， 
它有反函数且反函数保持了指数函数的所有熟知的性质. 

其次，暂时假设下述微分方程是有解的. 


三角函数的微分方程 


\rM 

1 /( 0 ) 


+ /(*)= 0 对所有* 

= 1 及尸 (0) = 0. 


(5.2) 


当我们学习了收敛幂级数的性质之后，这个暂时的假设可以去掉.在第9章，作为对幂级 
数求导可以逐项微分的一个推论，我们将证明，这个撤分方程的解可以显式地表示为一个幂级 
数' 但假设微分方程 （5. 2) 有解，我们可以证明这个解是唯一的，这个解保持了余弦函数所 


有熟知的性质，且它的导函数的负值保持了正弦函数的所有熟知的性质，特别地，我们证明微 
分方程 (5. 2) 的解是一个周期函数. 

在研究本章中的微分方程的解时，我们会经常使用在 4 . 3节中建立的恒等准则，这里把它 


G 微分方程 <5.1) 的解可定义为 

㊁ 徽分方程 （5.2) 的解可定义为 


F(x) = | 对所有 x > Os 

对 所有- 
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重述如下. 


恒等准则 


一个可微函数 ir:/—R (其中/是开区间）恒等于0当且仅当 

i . 它的导函 数 〆 : /— R 恒等于0, 

ii . 在/中存在某个点使得尽(*。> =0. 

作为本章中使用的技巧的一个预示，我们在此提供一个有代表性的例子，来说明如何使用 
恒等准则.我们希望证明微分方程 (5. 1>的解具有下述所熟悉的自然对数的 性质： 对任意正数 
与6， 

F ( ab ) = F ( a ) + F ( b ). (5.3) 

如果把6看作变貴且记为*，这相当于 证明： 如果定义函数 t (0， 00)— R 为 

g ( x ) s F ( ax ) - F ( a ) - F ( x ) f 当* > 0， 

则政恒等于 0. 由 F 是微分方程 （5.1 >的解和链式法则，可以用恒等准则证明 g 是恒等于0的. 
事实上，由链式法则可得 


及 


g ^ x ) = ^[ F ( ax ) - F ( a ) - F ( x )] = 土-丄 =0( 当 x >0) 

uX <1% X 


g(D = F(a) -F(a) - F( 1) = - F( 1) = 0. 
这样，由恒等准则， g 恒等于0,因此恒等式 （5.3) 成立. 


5.2 自然对数函数与指数函数 


给定有理数 r ， 我们寻找一可微函数(0, R , 使得 

F f { x ) ^ % 当％ > (X 

如果 r # -1 且0是任一实数，则由 

F ( x ) = —~ - + c 当 * > 0 
r + 1 

定义的 函数心 （0, oo )— R 是上述微分方程的一个解.由恒等准则可知，所有解都是这种形 
式.而 -1 的例外情况则更有趣. 

自然对数 

例外情况是求一可微函数 (0, »)— R , 使得 

F r ( x ) =丄 当 x > ()• 
x 

基于我们已经建立的理论，现在还不能确定究竟是否存在这样一个 函数. 

为了扩充可微函数，我们暂时假定存在一个可微函数厂 （0 t oo )— R , 使得 

fF f ( x ) = l/x 当 x > 0 
lF ( l ) = 0. 


(5.4) 
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在第6章，我们会证明确实有这样一个函数.上述微分方程仅有一个解，这是因为如果厂与 
_ ^同是它的解，则它们的差 gsF , 将有恒等于 0 的导数及 g ( l > =0. 由恒等准则知， g 恒 

等于0,因此 F , = f 2 . 

定理 S .1 令函數 F : (0, OD )— R 满足微分方程 （5.4) .则 

i . 对所有 a , 6>0， F ( ab ) ^ F { a ) + F (6)- 

ii , 当 a >0 且 r 是有理数时， F { a ) = rF ( a ). 
iii _ 对每一數 c ， 存在味一正數使得 F ( x ) = c . 

( I ) 的证明 这一性质已在上节最后证明了. 

( il ) 的证明 定义 

h ( x ) = F ( x r ) - rF ( x ) 当： > 0. 

为验证恒等式 （ ii), 只要验证函数 A : (0, »)— R 恒等于0_因为 F ' U ) (当 x >0)， 用 
链式法则，我们看到函数 a 是可微的且 

h f ( x ) - ^-[ F ( x ) - rF ( x )] = — r -丄= 0. 

dx % x 

其次，因为=0, 

k(\) = F(l) - rF(l) =0. 

这样，从恒等准则推得对所有*>0, A (幻 =0. 于是 （ ii ) 得证. 

( iii ) 的证明 由于对所有的 <>0, F r ( x ) =1/*>0,函数<0, 》)— R 是严格递增的. 
还注意到，运用 （ i ) 可得 

对所 有的尤 > 0，0 = F (\) = /?•(*.+) = F { x ) + F ( i-) f 

所以对所有* >0, F (\/ x ) = - F ( x ). 这样，为验证 （ iii ), 可以假定 c >0, 只需证明方程 

F { x ) = c , * > 1 (5.5) 

存在一个解就足够了.由于可微必连续， 函数厂 （0, 》)— R 是连续的.由于 F (1)=0 < C ，按 
照介值定理，为证明方程 (5.5) 有一个解，只要证明存 在数％ >1,使得 f (*。）> c 就可以了.然 
_而，由性质 （ ii ) 可推出对每个自然数 n , F ( 2 n ) = nF ( 2 ). 按照阿 基米德 性质，可以选取自然数 
n ， 使得 n F (2〉> c . 所以，因为 f (2) > F (1> =0,如果 定义％ =2"，则有 F (*。） mFU ) > c . 

■ 

唯一的作为微分方程 （5.1 > 的解且具有上述定理所描述的性质的函数 F : (0, «0)— R 在科 

学中频繁出现，所以它有一个特别的名宇-称为自 然对數 （natural logarithm ) - 用 In * 表示 

F ( x ) ,其中 * >0. 

由 自然对数的定义及链式法则可得， 如果 / 是开 区间， 而函数 A:/—R 是可微的，并且对 
所有 * e /， h ( x ) >0,则 

对所有: te /， (5.6) 


指数函数 

由于在定义域中的每一点，自然对数的导数是正的，所以自然对数这个函数是严格递增 
的，因而它在定义域 R 上有反函数，用幻 R —(0, oo ) 表示这个反 函数. 这样，由反函数的两个 
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特征性质， 

g(\nx) = x 当 ; t > 0 

= * 当 一 00 < X < « t 

此外，按照定理4.11，反函数 — R 是可微的.由于对所有*， 

\ng(x) - x, 

ic [lng{x)] = ^ w ， 

因而由微分公式 (5. 6), 对所有*, 

必 =1 , 

g (*) 

此外，由于 Ini =0， 

尽 (0) = g(lnl) =： 1. 

这样，自然对数的反函数是下述微分方程 的解： 

fflr'C*) - g{x) 当 -® < * < oo 

U(0> = 1. 

由于自然对数是严格递增的，它的象是整个 R， 下述方程 

In* = 1, « > 0 

有唯一解.如图 5.1 所示. 

y 


困 5. 1 e 是唯一的数 * 使得 In * = 1 
定义使得 In * == 1的噍一正数 * 记为 e . 

回忆如果 a 为正数， * = 是有理数，其中 ra , ri 为整数且 n >0, 则^定义为 

^ = (5.9) 

直到现在，当*是无理数时，我们还没有对符号 〆 下过定义.例如，还没有定义符号3#.可 
是，自然对数及它的反函数允许我们定义正数的无理幂.事实上，由定理 5.1 的结论 （ ii )， 对 
有理数 * 及正数 a , 

lna M - x\na y 



(5.7) _ ( 

圆 

(5.8) 
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所以 


g (\ na s ) = g ( x \ na ). 

另一方面，因为#是自然对数的反函数，故 

g (\ na 9 ) = a \ 

这样， 

a = g ( x \ na ) ,对 a > 0 及 jc 是有理数， （5. 10) 

特别地， 

= g ( x ) 对所有有理数 x . (5.11) 

然而，因为式 （5. 10>的右边是对任意数 *( 有理数或无理数）都有定义的，我们现在有了一 
个自然的方法去定 义正教的无理 数幂. 

定义对任意正数以及任意數 X ，定义 

^ » 客 Ulna) , 

其中 — R 是自然对數的反函數 • 

式 （5.10) 表明当 * 是有理数时，上述的/的定义与先前所说的^的定义是一致的.其 
次，当时,我们有 

e * = gix ) ,对所有 t 

因为对所有 g r ( x ) = g ( x ) f 用链式法则，若/是一开区间且函数是可微的，则 
对/中所有 X ， 


dx 


[ g ( h ( x ) ) ] = g f ( h ( x ) ) h *( x ) ^ g ( h ( x ) ) h *( x ). 


但是对所有 x 有 g ( h ( x )) 


*(*> 


，这样前述的微分公式可重写成 


d 

di 


[ e ^] 


*(*> 


h \ x ) 


现在我们有了两个新的可微函数类. 

愈题5_2令 a >0, 則 

g [{ T ] = a * lna , 对所有 
证明运用式（5.12),对所有^^11， 


^ ] =^( ， lna)] = A [ei 




e* lM lna ; a # lna 


命題 S .3 设 r 是任意數•則 


6 


对所有 x > 0， — [ x f ] = rx r ~ . 

证明对*>0,再次运用式 （5.12), 因为 = e “' 我们有 

] = t ~[ e ^] = [ e r1a * ] ^-( r \ nx ) = jc f •— = rx r ~ l 
dx dx ox x 


(5.12) 


(5.13) 

■ 

(5. 14) 



指数函数的微分方程 


定理 5.4 设 c 和 A 是任意实数.則微分方程 



作为微分方租解的初等 A 数 


87 


对所有 x e R , F f ( x ) = kF ( x ) 9 
F ( 0 ) = c 

恰有一解.解由下列公式 给出： 


( 5 . 15 ) 


对所有 x e R , F ( x ) = ce 4r . ( 5 . 16 ) 

证明由撖分公式 （ 5 . 12 ) 可以看出，由 （ 5 . 16 ) 定义的函数给出 （ 5 . 15 ) 的一个解.余下的 
是证明解的唯一性 * 设函数 — R 是（ 5 _ 15 )的解.定义函数 A : R — R 为 


h ( x ) 


F ( x ) 



利用导数的商法则，对所有 I 有 

h^x) = - ei，F(y) =0, A (0) = F( 0 ) - c = 0. 

(e ) 

由恒等准则可得函数 / t 是恒等于 0 的，这样，对所有 *, 

F(x) = ce **. ■ 

所以微分方程 （5. 15> 恰有一解. 

习臞 

1. 设《>0.证明对任意数 *, 及*,, 

a. a * 1 * a 1 = a * 1 +J2 

b . (a Xi ) K2 = a ^ 2 

2. 对 u > 0, 证明 

limn [ a !/,1 - 1 ] = Ina . 

J *— 

3. 设 0< n <6. 证明 

4. 设 a >0, 证明存在败 it 使得 

对所有 x ^ K f a M = 

5 . 用中值定理证明：如果 x — 0,則然后证明下列方程恰有 一解： 

2 c * = (1 +«) 2 , * € R , 

«. 证明在开区间（1，0中存在数 c 使得 

1 = Inc -lnl = —(e - 1 ). 

c 

并由此得结论 C >2. 

7. 用上腰证明下列方程恰有 一解： 

xe* =2, 0 < x < 1. 

8. 对固定数 t 下列方程有多少解？ 

xlnx = a , * > 0* 

9. 假定 MR — R 是具有下列性质的可微 函数： 

对 R 中所有 a 及6, fc(a + 6) = h(a)h(b ) 9 

且函败不恒等于 0. 


\m 
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a * 用导数的定义 证明： 

对 R 中所有 x , k f (x) = k t (Q)k(x), 
b . 证明： 如果* = V (0)， 則对所有： eR ， h ( x ) :一. 

10. x 的双曲余技 （hyperbolic cosine ) 用 coslu 表示， x 的双曲正往 （hyperbolic sine ) 用 sinhx 表示，定义如下： 

对所有 ： e R ，coshx s e ^ e 及 ainhx ■ C ~ e . 

给定数 < x ， a 及0，求方程 

J 对所有 X e R ， r ( x ) - a 2 f ( x ) -0 
1/(0) = « 且 尸 (0) 

对 R 中所有 Jt ， f(x) = CjCOdhax + c 2 sinhax. 

(提 示： 利用对数函数在* = i 处的导数）， 

12. 用习题11及指数函数的连续性，证明 
[124] lim(l + \/nY = e . 

雩 一 *_ 

5.3 三角函数 


具有如下形式 的解: 
it . 证明 


函数 /: R - R 称为以 r >0 为周期 （ period ) 的周期函数，如果 

对所有的* e R , /(* + T) =/(*)• 

到目前为止，除了常数函数之外，我们还没有遇到任何周期函数.由于周期现象在自然界中出 
现（行星、摆，等等），并且三角学的基本函数是周期函数，因而需要分析这样的函数. 

用从单个微分方程推演对数函数及指数函数性质的同样方式，我们将以单个微分方程作为 
出发点，定义并分析正弦与余弦函数.在本节，将研究具有如下性质的函数 /: R—R : 

对所有 * e R , r ( x ) +/(*) = 0. 

引理 5. S 假设函數 /:R — R 是微分方程 

对所有 : c e R ,尸 (*) +/(*) =0 
/(0) = 0 且尸(0) = 0 
的解，則对所有*€狀， /(*> =0. 

证明对所有的*611,定义其（*〉=[/(*) ] 2 +[/'(*) ] 2 . 

运用链式法则，对所有*， 

〆 （*)二 2 f { x ) f { x ) + 2 f ( x ) r ( x ) 

= 2 r ( x )[ f ( x ) + 尸 (*)] 

= 0. 


(5. 17) 

(5. 18) 


此外, 


g (0) = [/( 0)] 2 + [/( 0)] 2 = 0 . 

于是，根据恒等准则，函数 — R 恒等于 0. 但是 
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对所有 x g R ， 0 莓 [/(*)] 2 ^ g ( x ) , 

所以对所有太 eR ， f ( x ) =0. ■ _ 

余弦函数的微分方程 


对固定的数 a 及0，考虑微分方程 

{对所有的 ^ e R , r { x ) +/( x ) = 0 (5 19) 

1/(0) = a 且 / '(0) = j 3. 

该方程至多只有一个解，这是因为，如果有两个相异的函数都是 （5. 19) 的解的话，则它们的 
差将是 （5. 18) 的不恒等于0的解，而这是与引理 5. 5相矛盾的. 

暂时 假定在 a = l 及尽= 0情形下， （5.19) 存在一解.在第9章中将证明存在这样的一个函 

数，用 C : R — R 表示这个解.这样，根据定义， 

J 对所有 x e R ， C ^ x ) + C ( x ) =0 ( , 

tc ⑻=1 曰 C ( Q ) = 0. ‘ 


C (0) 


c'(0) 


(5. 20) 


正弦函数的微分方程 


我们定义一个伴随函数 s : R — II 为 

对所有义 e R ， S { x ) - C ( x ). 

对 （5. 20) 的第一行微分可得 

C m ( x ) + C 9 { x ) = 0, 

因此，由于 

C m { x ) 及 C '(*) =-5(*), 

我们有 

S \ x ) + S ( x ) = 0 ^ e R 

另一方面， 

C f ( 0 ) = 0因而 S (0) = ()• 

此外， 

S r ( 0 ) =- C w (0) = C (0) = 1 因而义 （0) = 1. 

因此函数 S : R — R 是下述微分方程的唯 一解： 

f 对所有 iteR ， S \ x ) + S ( x ) = 0 (5 21) 

ls ( 0 ) =0 且 S ' O ) = 1 , • 

为便于以后参考，记住下述公式是有 用的： 

对 R 中所有*, s ^ x ) = C ( x ) 以及 C f ( x ) ^- S ( x ). (5.22) fl 26 l 

三个三 角函数恒等式 

定理5,6 对所有的 a 及 

[5( a )] 2 + [ C ( a )] 2 = 1 (毕达哥拉斯恒等式） 

S{a + 6) = S ( a ) C ( b ) + C ( a ) S ( b ) (正弦加法公式） 

C(a + 6) = C ( a ) C ( b ) - S ( a ) S ( b ) (余弦加法 公式） 



90 


第 5 幸 


证明 为证毕达哥拉斯恒等式，对所有 h 定义 g (*) e [ SU >] 2 + [ CU )] 2 - l . 注意到 
对所有 * eR ，^ U ) = 25(*)5 ( (*) + 2 C ( x ) C r ( x ) ^ 2 C ( x )[ S ( x ) + S n ( x )] =0. 

而且，由于 C (0)=1 及 S (0>=0, 因而 〆 0)=0. 于是，根据恒等准则，函数 g 恒等于0.这 
样，毕达哥拉斯恒等式成立. 

为证明正弦加法公式，固定实数6,并定义 

fix ) = S(x +6) - [ S ( x ) C ( b ) + CU > S (6>]， 对所有 t 
则/(0) =0且尸(0> =0. 此外，对所有,尸 U )+/ U ) *0, 这是由于 

S”（x + b ) + S(x +6) =0， S n ( x ) + 5(*) = 0 以及 C H { x ) + C {») = 0. 

这样，函数 /: R 〜 R 是 （5. 18) 的解，按照引理 5.5, 对 所有 : eeR , / U ) =0. 这就证明了正弦 
的加法公式. 

最后，对上述函数 /:R — R 求微分，有 

对所有 * e R ，0 = /’（*)= C(x + b ) - [ C ( x )€( b ) - S ( x ) S ( b )], 

于是，余弦加法公式得证. _ 

毕达哥拉斯恒等式的一个推论如下： 

对所有 * eR , I 5(*) I ^ 1 及 IC(*)I 矣 1. (5.23) 


正弦函数与余弦函数的周期性 


下面我们将证明函数 S : R — R 与 C:R — R 是周期函数.思路是证明存在最小正数 p ， 在该 
_点处 C ( P ) =0,然后用正弦与余弦的加法公式证明这两个函数具有周期 T = 4 P . 

定理 5.7 存在一个最小正数 it 满足 C (%) =0, 

证明对任一连续函数 /:R — R ，/(0) >0,并且存在一个任意正数*使得 /( 幻 =0. 则存在 
一最小正数 * 使得/(幻 =0( 习题 16). 这样只需证明存在某 个正数 * 使得 /(*> =0就足够了. 

从中值定理知，可选一数 z 严格介于0与2之间，使得 S (2>-5(0) =2 CU ). 因为 S (0)=0 
及丨 5(2) I <1,我们看到丨 2 C { z ) I «1. 这样，由余弦加法公式及毕达哥拉斯恒等式得 

C (2 z ) = [ C ( z ) ] 2 - [5( z ) ] 2 = 2[ C ( z ) ] 2 - 1 莓 0. 

于是， C (0) >0及 C (2 z > 矣0.因而由介值定理知，存在介于0与 h 间的一个数 * 使得 
C ( x ) -0. ■ 

定理 5. 8 令 p 是最小正教使得 C (*) =0. 則函数 — R 及 — R 都有周期 4 p . 

证明因为当 0< x < P 时， S ’（*) 二 CU ) >0,因而函数 [0, p ]— R 是严格递增的.于 
是，由 S (0) =0知 S ( p ) >0. 但 C ( p )=0, 因此由毕达哥拉斯恒等式推出 S ( p ) =1. 因而 C < p ) = 
0且所以运用正弦和余弦加法公式， 

对所有 * e R ， S(x + p ) = C (*) 且 C(x + p ) = - S ( x ). (5.24) 

在 （5.24) 中用替换 *, 可得 

对所有 * eR ，5(* +2/,) =-5(^) 以及 C ( x +2 p ) =- C ( x) t (5.25) 

接下来再在（5.25)中用*+2/>替换*，我们有 

对所有 *， S (* + 4 p ) = S (*) 及 C(x + 4 p ) = C ( x ) ； 
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即函数 S: R—R 及 C:R —R 有周期 4/). ■ 

正如我们提到过的，在此之前，所见到的任何函数都不是周期函数，当然常数函数除外. 
定义数 it 为2/>,其中 p 是满足 C(p) =0的最小正数.于是 S:R —R 和 C:R — R 有周期 
2ir. 当然，需要证明的这一定义是与通常的圆面积中 ir 的定义是一致的.特别地，必须证 
明微分方程 （5. 10) 的解的第一个正的零点出现在 p, 其中； •是单 位半径的圆的面积的一半.为 
此，首先需要讨论积分，所以我们把使用符号 or 的正当理由推迟到第7章.然而，从现在起对 
所有X e R ，用 sin* 表示5(戈）并用 cowc 表示函数 S:R —► R 称为正弦 （sine) 函数，函数 
C：E —► R 称为余弦（ cosine) 函数. 


二阶微分方程的解 


余弦函数定义为微分方程 （5.20) 的唯 一解.事 实上，余弦与正弦函数在一般微分方程中 
起着至关重要的作用.下面即是一个示例. 

定理 5. 9 设 a 与 )5 是任意数.則微分方程 

•对所有 * e R ， f H { x ) +/(*)= 0 
f (0) = a 且尸 (0) = fi 

恰有一解，该解定义 如下： 

对所有 iteR ，/(*) = acosx + fisinx . 

证明微分方程 （5.26) 至多只能有一解，这是因为，如果它有两个相异的解，则两者之 
差就是微分方程 （5. 18) 的不恒等于零的解，而这是与引理 5.5 相矛盾的.由 （5.20) 及（5.21> 
可得式 （5. 27) 定义了微分方程 (5. 26) 的一个解. ■ 

正切函数 

我们将以正切函数的讨论结束 本节. 从关于余弦的两个关注点开始.首先，从 •^的 定义来 

看， （5. 25) 的第二个恒等式可以改写成 

对所有 x e R ， cos ( x + ir ) = - cosx . 

其次，余弦函数是偶函数，即对 R 中所有*， cos ( -*) = cos *. 这可以从余弦函数及由 /(*) = 
COS ( 定义的函数/: 是微分方程 （5.20) 的解得出，而该微分方程有唯一解.由定义 

知， costt /2 = 0 f 若0矣怎 <沉/2,贝! Jcos ^>0. 因此当一 tt /2 < * < 贯/2时有 cos ^ >0及 

cosx = 0 当且仅当 = tt /2 + 其中 fl 为整数. 

定义 — w /2+ fiTT , n 是整数 I . 则以 D 为定义域的正切 （ tangent ) 函数由下式 定义： 

对所有 x ^ D 9 tan % * 

cosx 

于是，正切函数由于是可微函数的商因而是可微的.由导数的商公式连同 （5.22) 式，得 

如果； + + 其中 /I 是整数，则 f [ tan ( jc )] = (5.28) 

2 dx cos x 

定理 5*10 函數 tan : ( - it /2, R 是严格递增的奇函數并且以整个 R 为它的象. 


(5. 26) 

(5. 27) 
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对 -} < 欠 < !, 各 [ tanx ] = cos、 2 jc > 0， 

2 2 ax 

函数 tan : (- tt /2, w /2) 是严格递 增的. 我们把正切函数是奇函数（即 tan ( - *) = - Un *) 作为 
习题留给读者， 

剩下的是证明在区间 （- it /2, ir /2) 上其值域为整个 R . 因为正切函数是奇函数且 tan 0 = 
0,所以只需证明对给定的 c >0, 方程 

tan % = c , 0 < x < - (5, 29) 

有解.按照介值定理，由于 t an 0=0, 为证方程 (5. 29) 有解，只需在区间（0, TT /2) 中求得一点 

* 使得也似:^就行了.而由于正弦函数在区间[0, ir /2] 上递增，所以 

« 7T ^ ^ TT 6 IH , sinjt ^ sinTT/4 

如果丁 ^ x < — f 则 tan^ =- 彡 - ， 

4 2 coax cosjc 

此外，由于余弦函数在区间（0, 7 T /2) 内连续并且为正， cosir /2=0, 所以可在区间 （ tt /4, tt /2) 内 
选择 一点％ 使得 OOSX < ( sinir /4)/ c . 在该点， taiu ; > c . ■ 

习蓮 


U 求用 sina 及 com 表示 » in 3 a 的公式 • 用此公式计算 sinir / 3 及 comt /3, 再计箅 simr /6 及 cosir /4- 

2. b . 用微分方程（5_20)的解的唯一性证明余弦函数是偶函数，即对 R 中所有 X ，有 

cos ( - x ) = cos 太， 

b . 用微分方程 （5.21) 的解的唯一性证明正弦函数是奇函数，即对 R 中所有*，有 


國 


c . 用上述结果证明正切函数是奇函数. 

3. 导出 co 9 ( a - 6 ) 与 sin( a - 6 ) 用 sina 、 sin6、cosa 及 cos6 表示的公式 • 

4 . 对数 《 及 6, 其中 1«1 <1,证明下列方程（称为开普勒 （ Kepl «) 方租〉 恰有 一解: 

x - asinx + b t 欠 e R . 

5-证明下列方程恰有一解： 

• e 2 * + CC 9 X + x = 0 , jc e E * 


6 . 对数 a 及 h 定义 

对所有 x e K 9 f ( x ) = siruf + ax + 6. 
a 取什么值函数 /:R — R 是递增的？ 

7. 求集合 I sins + co 8 jr I x e R 丨的极大值与极小值点- 

8 . 用导数的定义证明 

= 1 以及 =0 . 

*0 X ^-*0 % 

9•设 Jfe 是固定数.假设 函数 ， R — R 是微分方程 

{对所有* eR - 尸 U )+ i 3 / U )=0 
1/(0) = 0 及尸 (0) = 0 
的解，证明对所有： c e R . / U ) =0. 

10. 设 a , 6及是固 定数. 用上埋证明下面的微分方程至多有 一解： 
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f 对所有 x e R ， /" U ) + Jfc 2 / U ) = 0 
1/(0) = a 及 / # (0) = 6. 

然后验证如果方程的解由下式 定义： 

对所有 ， e R ， /(*) = acoskx + bsinkx . 

11. 设 a 与6是满足 a 2 +6 2 =1的败.证明在区间 [0, 2 ir ) 内，存在一个数0使得 

rcostf - a 
lsin 0 ^ 6. 

12. 对正数 M ， r 以及 K 间[0, 2 i 0 内的数札，定义 

对所有怎 € R , g ( x ) 3 Usin ( Tx ^ e 0 ), 

画出函数 pR — R 的图形 • 

13. 设 q 与<： 2 是满足的数 • 定义 

对所有 * e R , h ( x ) = C , C 08 X -f C 2 fiilUf . 

用习® 11 及余弦函数的加法公式证明存在数久使得 

对所有 3 T e R , h ( x ) - coh{x + 0 0 ). 


14. 定义 


[ je 2 9in ( \/ x ) + x 若 

/(*) = T _ 

lo 若 x = 0- 

证明函数 /;R — R 是可微的且尸 （ o ) =1,再证明不存在0的这样一个邻域/，使得函败 /:/— R 是递增的. 

15. 在上題中所定义的函数 /:R — R 有连续的导数吗？为你的解答说明理由 ♦ 

16. 假设函数 R 是连续的， ^(0) >0,且在某正败* 0 处， g ( x ^) =0. 证明存在满足《(幻=0的最小正数 
p , (提示：定义 p = inf| * I X >0， g ( x ) =0| 并证明 p >0及 5 ( P ) =0.) 

5.4 反 E 角函数 


正弦函数、余弦函数及正切函数都是周期函数，所以它们都没有反函数.但如果将这些函 
数限制在适当的区间上，则这些限制函数便有反函数‘为研究这些限制函数的反函数，回忆一 
个在推论 4. 12中建立的可微函数的反函数的公式是有用的* 

命颺 5. 11 令 J 是一个开区间且假设 /:/ — R 是严格单调且可撖的，并且对/中所有 * 有 
f ( x )^ 0 . 則/有一个可微的反函教，其定义城是一个开区间入如果用 J — R 表示这个反函 
数，则当 x 属于^/时，其导数由下面公式 给出： 




ru ⑷ y 


(5.30) 


反正弦函数 

由于 sin: [ -w/2 ， tt/2]— R 是严格递增的连续函数，且 sin( - ir/2 ) = - 1 及 ainir/2 = 1， 
由介值定理知对 [-1, 1] 中每个数*，方程 

f ir ^ I 

刪 =*， ^ i- T , T j 

存在唯一解，用 arcsinx 表示这个解，这样就定义了反正弦 （ arcsine ) 函数，用 arcsiit : [ - 1 ， 1 ]— 
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表示 sin : [ - y , 的反函数. 


由于 


— [ sinx ] = cosx — 0 


” J WW 

J 1 


由反函数公式 （5. 30〉可得反正弦函数是可微的，并且 

arcsinx] = -；~-~:—^ ' 1 < x < \. 

ax cos( arcsiiix) 

然而， arcsin * 是在 （- tt /2, it /2) 中取值，所以 c <»( arcsinx ) > 0. 因此，运用毕达哥拉斯恒等 
式，有 

cos( arcdixuc) = [1 - sin 2 (arcsinx) ] 1/2 = yl — x 2 . 

因此， 


如果 


< 1，有 — [ arcsiiwc ] = ^ 1 ■ 


(5.31) 


反余弦由数 


现在转到 反余弦 （ arccosine ) 函数.事实上，由于 cos : [0, it ]— R 是严格递减的连续函数, 
且 cos 0 = 1及 COMT = - 1，由介值定理知对 [-1, 1] 中每个 JT ， 方程 


(5.32) 


cosz = x f z € [0,ir] (5.32) 

存在唯一解.用 arccowc 来表示这个解，因此定义了函数 arccos : [ - 1, 1]— R , 它是 
C08J [0, 7 T ]-^ R 的反函数.由于 

d 厂 "1 * #^1 


[cos%] = - ^inx # 0 


由反函数公式 （5. 30) 可推得 


—[arccoBx] =- :~； -- - 1 < x < I. 

ax sin ( arccos :) 

然而当 x 在 （-1, 1>内时， arccoajc 厲于区间 （0, tr ) ，所以 sin ( arccowt ) > 0. 因此，运用毕达 
哥拉斯恒等式可知 


sin( arccosx) = [1 - cos 2 ( 


arccos 龙 


于是， 


[arccoftx ] 


— x 2 


(5. 33) 


反正切函敝 


最后考虑 反正切 （ arctangem ) 函数_按照定理5,10,函数 tan : (- or /2, ir /2) — R 是严格 
递增的函数，其象是整个 R . 由此可得，对每个数 t 方程 


作为微分方程解的初等函教 
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tanz = X，2 € (-矛，子) 


有唯 一解. 用 arctanx 表示这个解，这就定义了 tan : (-甘/2， ir /2) —的反函数 arctan:R —R • 
由公式 （5. 28) 及反函数公式可推出 


对所有 X e R ， — [ arctan ^] = : cos 2 ( arctamf ) ， 


然而，由毕达哥拉斯恒等式, 


tan 


sin 


cos 


cos z 


因此，设 r : arctamc ， 


这样, 


tan 2 ( arctanx ) 


d 


cos 1 ( arctan ^) 


对所有 “ R , ^[ arctan *] 


(5. 34) 


习題 

1. 证明：如果 -l 名 x 矣 1 ， arcsinx + arccosx - it / 2 , 

2. 求微分方程 

r = %/ 1 - % 4 f - 1 < x < 1 

1 f (0) = 1 

的唯一解. 

3. 假设 /: R — R 和 g:R — R 是周期为7 1 的周期函数 * 在什么条件下和 /+&R — R 也是周期函数？在什么条件 
下复合函数 /。 pR — R 是周期函数？ 

4•对所有: teR 定义 / iU ) =4 8 in (*/2). 通过限制函数 — II 到一个适当的区间 A ] 上使得 h [ a , b]^R 
是严格递增的且 fc ([«, 6]) =[ -4, 4], 求 A : [ a ，6 ]—R 的反函数并计算它在区间 （ -4, 4) 内的导数， 

5- 假定 

对所有戈 e R ,p(af) = ax 2 + fcjt + c > 0, 

求徽分方程 


的解. （提 示： 配平方 •） 
6. 证明 


对所有 * e R ， 


F f ( x ) 


p ( x ) 


如果 u < arctanv - arctanu < v - u . 



第 6 章积 分法： 两个基本定理 


6.1 达 布和； 上积分与下积分 

对某类称为 可积的 （ integrable ) 函数/: |>， 6 ]—R ,我们定义一个称为/在 [ a ， 6] 上的积 
分 （ integral ) 的数，并记为本章有四个主要 目标： 

i . 定义可积函数及积分的槪念，并建立可积性的准则，称之为阿基米德-黎曼定理. 
ii - 证明连续函数/: [ fl ，6]— R 是可积的. 

iii _ 证明第一基木定理（对导数求积分），它表明对…个连续函数[«， 6 ]—R ,若它在 
开区间 U ， M 上有连续有界导数，则下述积分公式 成立： 

^ 厂 （幻 ck = F ( b ) - F ( a ). 

iv . 证明第二基本定理(对积分求导数），它表明对一个连续函数/: [«， 6]— R , 当*在开区间 
( a , 6) 内时，有 

£[[fU)dt]=f(x). 

积分的意义是依赖于它所处的上 下文. 例如，下述积分解释在几何上是合 适的： 

若可积函数/: [ a ，6]— fR 具有如下 性质： 对所有 * e [ a , 6] , f ( x ) >0,则积分 J*/ 是 

_ /:[«彳] — R 之下、区间 [ a ,6] 之上的图形的 面积， 

/: [ a , A ]— R 的积分有许多其他的物理解释， © 但利用它作为面积的几何解释我们可以给 
积分下定义.如图 6.1 所示. 


y 



图 6. 1阴影区域的面积等于// 


㊀ 由 R. Counm 与 Frill . John( Springer- Vcrlag , 1989) 所著的 《Introduction to Calculus and Analysi»> — 书介绍了在物理学 
与 X 程中所摁出的积分的许多有 麯的应 用_函数的积分定义为田形下的面积这一思路是有用的.但这仅是直现的 
动机， 因为我们还没有面积的精瘺定义.这与函数的导败定义中把它理解为切线的斜率相类似，尽管在此之前我 
们还没有切线的精碥定义. 
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上达布和与下达布和 

令《与 a 是实数， 《<&. 如果》是自然数且 

a - x 0 < x { < — < x m ^ x < x m ~ b, 

则尸 = U 0 ， …， *,| 称为区间 [ a , 6] 的一个划分 （ partition ). 对每个下标 i 多 0, 称七是尸的划 
分点， 若* >1，称[七 _,， A ] 是 P 的一个划分区间. 《 = 1 即是 O , fc ] 的原始划分， x 0 = a ， 
X t =6. 这时 P 恰有两个划分点和一个划分区间， 


y 



假设函数/: [«， &]— R 有界且 P = U 。， …，心丨是定义域 &] 的一个 划分. 对每个下 
标 Ai , 定义 

* ini\f(x) I x e I 

Mi = supl/(^c) I X e [x.. ( K 

如图 6. 2 所示.我们定义 

厶(/，）= 

v(/,p ) « 

? T \ 

称 "(/, 尸）为函教 /: [ fl , 6]— R 基于划分 P 的上达布和，称 t (/, P ) 为函数/: O , 6]— R 基 
于划分尸的下达布和.如困 6.3 所示. 

从％与 乜的定 义直接可得，对每个下标 i > l ， 有 

m i ^ M if 

因此对[〜 6] 的任一划分 p ， 

乙 (/, 尸）矣 U ( J f P ), (6.3) 

关于表示为面积的积分的直观槪念认为，可积函数/: |>, 6]— R 应具有如下 性质： 对[心 fc ] 
的任一划分/^有 

L(f,P) 矣(/矣 U(J t P). 


( 6 . 1 ) 


圆 


( 6 . 2 ) 


(6.4) 





Uf , p ) u (/ t p ) 

y V 


f ( x ) 


图 6.3 上达布和与下达布和 

为了确定积分的值，我们要证明对定义在有界闭区间上的有界函数，任一下达布和小于或 
等于任一上达布和，甚至这些和是基于不同的划分.我们把证明分成几部分. 

我们常会用到这样的 事实： 若/^ = |*。，…，是区间 [ fl , a ] 的一个划分，则/>中划分区 
间长度和就是区间 [«, 6] 的长，即 



6 - (6.5) 

I ■ I 

引理 6.1 假设教 /: [ a ，6]—»~ R 有界且數 m 和 Af 具有性质 

^ f { x ) ^ M y x e [ a ，6]. 

若/>是定义城 6] 的一个划分，則 

m(b - a ) ^ L (/, P ), U ( f ， P ) 矣 M{b - a ). 

证明令/ *= U 。， …，*,|，对每个下标 i > l ， 数 m 是集 |/( jc ) I xe i ] I 的下界, 

所以由下确界的定义， 

ot 矣 m r 

这样由长度公式 （6. 5) ， 


m(6 - a) = /n^ (*. - x^) 

1 = 1 




矣 -^- i )= 乙 (/，）• 

i ■ 1 

因此， m { b - a )^ L { f , P ). 类似地，可证明 t /(/, P )^ M ( b - a ). ■ 

给定区间 [ a » 6] 的划分尸， [ a ，6] 的另一个划分•称为 /* 的一 * 个加知 （ refinement ) ,如果 
尸的每 个划分点也是 P •的划 分点. 若尸=|* 0 ,…，而/»•是户的加细，则对每个下标1>1, 
的划分点属于划分区间!>“，， *•], 它定义了区间[*:_,，的划分注意到 

= L{f,P. 、 ， &"(/，/>‘）= U(f y P- ). 

*-1 T^ri 


( 6 - 6 ) 
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引理&2(加细引理）假设函数/: [ a , R 是有界的，设 P 是其定义城[«， 6] 的划 
分，如果广是尸的加细，则 

UAP ) ^ M /， 广），^/(/,尸）， 

证明设/>=丨％， …，％ 丨.对每个下标 i , 设％如（6.1)式所定义并设尽是由 〆 所引 
起的 A ] 的划分.将引理 6.1 应用于函数/: A ]— R ， 得到 

求上述《个不等式的和并利用公式 (6. 6) 得到 

Uf . P ) « = L ( f ， P.Y 

类似地，可论证 f /(/， 广）忘 t /(/， P )_ ■ 

给定区间 [ a ，6] 的两个划分心与/由取 P , 的划分点与^的划分点的并所组成的划分 
P •是/与 h 的共同加细 （common refinement ) ,这是因为尸•既是 P , 的加细也是/的加细 * 

引理 6-3 假设函數/: [ a , 6]— R 是有界的，则对定义城 [ a , 6] 的任意两个划分尸 • 与/^， 

L { f . P A ) ^ U ( f t P 2 ). (6.7) 

证明设是 p , 与/^的共同加细.由加细引理可得 

L ( AP Y ) 矣 l (/, 广）， "(/, 广）« U ( f , p t ). ■ 

另一方面，由不等式（6.3)， 

U /， 〆 ） 霉 U (/， 广）. 

这样， 

L { f f P x ) ^ L (/ f P m ) « U ( f . P m ) ^ U ( f t P 2 ). 



上积分与下积分 

定义假设/: |>， 6]—R 是有界的.則定义/在 [ a , 6] 上的下积分(记为为 

f / = supUC /. P ) I 尸是区间 [ a ，6] 的一个划分 I . (6.8) 

定义/在 O ，6] 上的上积分(记为为 

5 inf | t/(/,P ) I 戶是区间 [ a ,6] 的一个划分 I . (6.9) 

引理 6.4 对有界函数/: [ a , 6]— _ 

f/^ ff. ( 6 . 10 ) 

证明令/ W 的一个 划分. 由€理 6.$ 可知 f /(/， P ) 是/的所有下达布和这一集合 
的上界.因此由上确界的定义得 

{/« V(f,P). 

但这一不等式断言 J ^/ 是/的上达布和这一集合的下界.这样，由下确界的定义得 

』 M/- ■ 
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例仏5令函数/: [ a , 纠 — R 有常值 c . 我们断定这个函数的上积分与下积分都等于 c (6 - a ). 
事实上，这由定义可立刻得到.令戶 = U D , …， * ，丨是 [«, 6] 的一个划分.对每一个下标 i » l ， 若 
m it Af , 是按 (6.1) 所定义的，则％=<:及 M ;= c . 由长度和公式 (6.5) 得 

c(b - a ) = c [ V { %i ^ 〜.,)]= X C ( Xi • 〜 - i )= 认 f ， P ) = "(//)• 

iT\ 

这样，下达布和集合仅由单个数 c (6- a ) 组成，同样上达布和集合也如此 • 由下积分及上积分 


國 


定义得 _ 

j f ; c (6 - a ) 及 j f = c (6 - a ). 

例 6.6 考虑由下式定义的狄利克雷 （ Dirichlet ) 函数 /: [0, 1 ]-R : 

f(x) _ |0当*在[0,1]内为有理数 
J x ^ U 当 X 在 [0,1] 内为无理数， 



令/ >= u 。， a , …，是定义域[0, n 的一个划分_由于有理数及无理数各自在 r 中稠密， 
这就得出对每个下标 i > l ， 若队， 仏是依照（6」）加以定义的，则及虼 =1. 这样，下 


达布和集合仅由0组成.因此由上确界的定义， 



另一方面，上达布和集合仅由1组成，因此由下确界的定义， 



习» 

1. 对于区间[0, 1] 的划分 p =|0, 1/4, 1/2, 1丨，对以下三个函数/: [0 t 1]— R 计算 L (/， P ) 及 t /(/, P >. 

a . /( x ) 当 at 在 [0, 1] 中 * 

b . /( x ) =10,当 x 在[0, 1]中- 
c */( x ) = - / ，当 X 在 [0, 1]中. 

2. 对区间 U , 6] 及一正数5,用 R 的阿 基米徳 性质证明存在 [ a , 6] 的一 个划分…， Z , 丨，使得 P 的任 
一划分区间[欠卜_，的长小于5, 

3. 假设有界函数 /•. [«，具有如下 性质： 对 [ a , 的每个有理数 X , / U ) =0. 证明 

4. 假设有界函数/: [«， fc]—R 具有如下 性质： k 所有 6], 

/(x) > 0, 



5. 假设两个有界函数/: 6]— R 及客：[〜 6]— R 具有如下 性质： 对 U , M 中所有\ 

g(x) 笑 /(X). 

a. 对 U , A ] 任一划分 证明 P)^L{f t P ). 

_ b . 用 （ a ) 证明 J % 在 

6. 假设 /: [ a , bf — RJ ^ 有界函数且存在 U ， fc ] 的一个划分 P 使得 1(/, P ) ; lHf , n ， 证明 /: 6 ]-R 

是常数. 



积 分法： 两个基本定理 


101 


7-定义 

证明 = 0及 p / 身 1/2. 


/( *> - {o 


当点 JC 在 [0,1] 内且为有理数 
当点 x 在 [0,1] 内且为无理数. 


6.2 阿基米德-黎曼定理 

定义假设函数/: O , fc ]— R 有界.我们称/: [ a ，6]— R 是可积的或/在 6] 上是可 
积的，徜若 



当上式成立时，函數/: [ a ，6] 一 R 的积分(记为 i 乃定义为 

我们在例 6.5 已经证明函数 6]— R 为常值 c 且是可积的，它的积分等于 
正如前面已提到过的，一个正函数的积分可以直观地解释为相应图形的面积.我们也看到 
例 6. 6中狄利克雷函数是不可 积的. 狄利克雷函数不可积并不令人诧异，这是因为没有什么明 
显的方法把这一函数的图形下的区域賦予面积气 

为了证明函数的可积性的一般准则，我们建立下述关于上、下达布和及上、下积分的有用 
的不等式. 

引理 6.7 对有界函教/: [ a ， 6]—R 及|>， _6] 的一个划分/>， 

L(f t P) ^ ^ J /« U{f ， P). (6.11) 

作为推论，我们还有如下三个不 等式： 

0 < U(f t P) - L{f ， P 、 , (6.12) 

0 < Vif t P) - U(frP) -Uf,P) % (6. 13) 

0((/- L(f t P) ^ V{f ， P) - L(/,P). (6. 14) 

证明因为下积分是下达布和集合的一个上界，而上积分是上达布和集合的一个下界, 


故有 

但是依照引理 6.4, 


L ( f y P ) ^ J / 及 V ( f , P ). 




0这里定义的积分通常称为黎曼积分，以区别其他形式的积分-还有一个勒 K 格 < Ub «* guO 私分. 它与黎曼积分定 
义相类似，不同之处是把区间[«， k ] 分解为区间的并，而不是分解成所谓的可 *) 集 < m «« irablO 之并.区间躭是 
…个可测集.这样，作为勒贝格积分的*念，有多个上和与下和，因此可能有更好的积分近似.狄利克雷函败是 
勒贝格可积的* RURoydcn(New York ： Macmillan , 1卯8>的著作 《Real A n aly ft i «> 对勒贝格积分有淸楚的用述 * 
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[/-/> 

因此，不等式 （6. 11) 成立，最后三个不等^也可由此立即得到. ■ 

定理 6.8( 阿基米德-黎曼定理 G ) 设/: [ a , 6 ]—R 是有界函數 • 則/在 [ a , 6] 上可积当 
且仅当区间 [ a , 6] 存在划分序列丨使得 

Hm [ t/(/,PJ - L (/， PJ ] =0， (6.15) 

a ♦赫 

此外，对每一个这样的划分序列有 

A —* 着 

证明首先假设划分序列满足 （6. 15). 我们运用引理 6. 7. 在不等式（6, 12) 中，对下标 


及 \ imU ( f,PJ = \ f . 

Jm 


(6. 16) 


用^替代 P . 则用 （6. 15) 可得不等式 

0^f/-ff^lim{U(f 9 P m )-L(/ 9 P n )] = 0 . 

J a n 

这样，下积分等于上积分，所以由定义知函数/在 [ fl ，6] 上可积. 

现在证明相反论断.假设/在[«， &] 上可积，电定义知 

£ /= // = 1/ 

固定自然数由下积分的定义，</是/的下达布和集合的最小上界. 
l / n ( 它小于 f /} 不是下达布和集合的上界，故有 [ a ,6] 的划分 P f 使得 

吻-七 < 町八 

因此由 （6. 18〉有 "" 

类似地对上积分，有 [ a , 6] 的划分使得 

"(/，，) <[{>+士‘ 

由加细引理，上面两个估计对产与 P " 的公共加细（记为也成立. 
式 （6. 19) 中用/\代替而在第二个估计式 (6. 20) 中用代替 f 得 


(6.17) 


(6. 18) 
这样数 if /]- 


(6.19) 


( 6 . 20 ) 
在第一个估计 




这样， 


lim [ U (/ f P M ) - L ( f , P h )] = 0. 

慝 ― BO 


G 这个定理之所以归功于希艚数学家阿基米徳，是因为他首先通过构造对象的内接与外接多边形近似来设计与完善 
了用以计算非多边形几何对象的面积的策略.这个定遁也归功于徳 H 数学家黎曼、是因为他在 IM 5 年将阿基米徳 
的近似策略用于更一舨范围内的面积计算 * 在阿基米德利用精巧的初等几何的构造计算线与围的断积的2000 
多年以后，才是黎曼的贵獻.阿基米徳计算了半径为1的圓的面积并对他的近似作出了精驄的误差界，他计算的 
it 的误差不超过 1/500. 
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现在只剩下证明如果函数/在 [ a ，6] 上可积且丨是满足 （ 6. 15) 的划分序列，则达布和 
序列收敛于积分.但是，如果 （6.15) 成立，则这些达布和序列的收敛性立即可从不等式 
(6. 13> 与 （ 6. 14) 得出，其中用代替 P , 而用积分代替上积分与下积分. _ _ 

从阿基米德-黎曼定理来看，对满足 (6.15) 的划分序列给予一个命名是有用的. 

定义令 /: [ a , 6 ]—R 是有界函數，对每个自然数 n t 令匕是 O , f >] 的 划分.则丨匕 t 
称为/在 [ a , 6] 上的阿基米德序列，若它满足 

lim[t/(/ ? PJ -L(/ ， PJ] =0. 

这样，阿基米德-黎曼定理可重述 如下： 有界函数/: [ a , fc ]— R 是可积的当且仅当/在 
U ，6] 上存在一划分的阿基米德序列.此外，对/在 [ a ，&] 上划分的任一阿基米德序列，对应 
的上、下达布和收敛于/在[«， W 上的积分. 

规 则划分 

定义对自然数％区间 [ a , fc ] 上的划分尸=卜。，…，定义为 



称为将 U , 6] 划分成 n 个划分区间的规則划分. 

将 [ a , 6] 划分成 n 个划分区间的规则划分可由它所有的划分区间等长度来刻画，即 (6- a )/ n . 

划分的间陳 


定义对区间 [ a ， fe ] 的一个划分，…，、丨，我们定义尸的间味（记为 gapP ) 为划 
分 P 的最大划分区间的长度，即 

gapP ^ max ；^ 

可以看到，对于一个划分 P 及一正数 h ga P P < f 当且仅当 P 的每个划分区间的长度小于& 

单调函败的可积性 


例 6.9 单调递增函数/: [ a , 是可积的.我们用阿基米德-黎曼定理来证实这一 

点.令/>=1%,…，\丨是 [1 W 的一个 划分. 首先观察到由于函数是单调递增的，对每个下 
标及划分区间[ I ,， 1], 

% = inf j/(：0 I 艽 e O …卜 f(x^ ) 


及 


M i = sup\f(x) I x e [x^ I - fix,). 

对一自然数 〃， 令'是 [ a . A ] 的规则划分，把 [ a ，&] 划分成长度等于 （ A - a )/ n 的 ii 个划分区 
间.于是 




u(APJ -UAP .) = i (构 - rn i )(x i - x ^) = 

i = 1 i = 1 \ n f 


=(/(* i ) -/(*.-.)) = (^)(/(M -/( a )). 
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如图 6. 4所示. 


y 



因此 

n n—* m fl 

这样，该规则划分序列就是 / 在 [ a ， 6 ] 上的划分的阿基米德序列.由阿基米德-黎曼定理知/ 
在 [«, A ] 上可积. _ 

阶梯函败的可积性 


定义函数/: 1>, &]— R 称为阶梯 （ step ) 函數，俄若存在其定义域 [ a , 6] 的一个划分 
P * = U 0 q 丨及數 q ,使得当1矣£莓时，对开划分区间 A ) 中的所有太有 


Ax) 


= C 


例 6 . 10 阶梯函数/: [«， 6 ]— R 是可积的，我们用阿基米徳-黎曼定理去证实这一点. 
选取区间 [ a ， A ] 的一个划分/ >• = U 0 , …， z * 丨，使得对每一下标；》 1 ，/在区间 U _,, a ) 取常 
值.由于阶梯函数仅有有限个函数值，它是有 界的. 因此可选使得 

-Af ^ f(x) < M x e 
我们将证明对 [ a , fc ] 的任一划分 P , 


[/(/，/>)- L(f 9 P) «4(fc + l)Af • gapP, 

从这个估计可得，如果 ！ p „ 丨是 [«, 的任一划分序列使得 

limgapP, = 0, 

则 

0 « limU(f f P H ) - L(f，PJ 矣 lim4(i + 1 )胂 • gapP, 


0. 


( 6 * 21 ) 


( 6 . 22 ) 


所以， IAI 是/在[«， &] 上的划分的阿基米德序列.这样，由阿基米德-黎曼定理知，/在 
[ a , 6 ] 上是可积的 • 为建立不等式 ( 6 - 21 ), 令尸 = U 。， …， &丨是 [ a , 6 ] 的任一划分.我们称下 
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标/是交 叉下标 ，如果区间 [Vu 包含划 分广中 的点，将尸中交叉下标集表示为 C , 因为广 
有 灸+1 个划分点，而中每个划分点至多属于 p 的两个划分区间，因此，我们看到至多只有 
2 (fc + l ) 个交叉下标.同样注意到对每个下标》>1， 

[^i ~ m i ][x i - 戈卜 , ] ^ 2M[x i - x t ^ ] ^ 2Af • gapP. 

因此，我们对 £/(/, P ) - UJ 、 P ) 有下述估计： 

£ [乾 一讲 ‘ ] [ 文 i 一欠 “1 ] ^ 4(A + 1 )M • gapP. (6* 23) 

l€ C 

但是，如果 i 不是交叉下标，则由于/是阶梯函数，/在划分区间是常数，因此这一 
下标对达布和的差不会有什么贡献，即 

U ( f , P ) - i (/, P ) = V - mj [^ (6.24) 

4 * C 

从估计(6, 23) 及等式 (6. 24) 可得到所需要的估计 (6. 21). ■ 

菜布尼 茨记号 


对可积函数/: [«, 6]— R , 它的积分值用符号£/表示.但这一积分值通常也表示成 

f : 八幻 dx 或 f : f ( t ) dt . 


我们会看到这一替代记号（包含莱布尼茨记号）通常更为经济且具有暗示性. 

前面两个例子表明如何使用阿基米德-黎曼定理建立可积性，如果存在介于上、下达布和 
之间差的合适估计，也可以建立可积性.利用阿基米德-黎曼定理计算积分值是比较困难的, 
这需要更多关于达布和的实际值而不是达布和的差的信息.这些信息的获得是困难的.我们现 


在叙述一个例子，由它可以得到积分的值. 

在下面的例子中，需要相继整数平方和的求和公式来计算达布和，我们把下述求和公式的 
归纳证明留作习题.对每个自然数％ 



71 +1)( 2/1 + 1) 
6 


(6, 25) 


例 6.11 对[0, 1] 中所有 x 定义/(幻=* 2 .由于函数/: [0, 1 ]—R 是单调递增的，由 
例 6.9 知函数/在 [0, 丨]上可积.我们将证明 

i x2dx = T * 


对每个自然数％ 令^是 [0, 1] 的规则划分，它把 [0, 1] 划分成 n 个等长的划分区间.在 
例 6.9 中已证明 | PJ 是/在[0, 1] 上的阿基米德序列.这样，由阿基米德-黎曼定理知 

f jr 2 d^ = lim t/(/, P n ), ( 6. 26 ) 

Jo 


对每个下标 

M i S sup\f(x) I X G [x^ $ X.]\ = 
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所以， 


M X x i -^^ i ) 




用上面的平方和公式 （6. 25)，有 

W ”） = = Ai » 2 = ^[ re(n4l) 6 (2,t + 1) ]. 

因此 


[: 2 d: = liml/(/,P n ) 

JO n— 



2 n + 3 n 2 + n 

6/ i 3 




习題 

1. 对任意函数 /: [a ， 6]—K 及 6] 的划分 P;U 。， … ， & 丨， 证明 

X (/(^,) - A ^)) =/(6) -/ u ), 

* = ! 

2 • 设 P,, 匕是 … ， 6] 的两个划分，证明：若 P, 是户 2 的加细，则 gapP, 名 pip/V 其逆是否正确？ 

3- 令 /:[ 〜是单调递减函数， P ■是 [a, 6] 的规则划分，把 [a, 6] 划分成 n 个长度等于 (A-a>/n 的区间 . 
a, 证明 


- UAP .) -洲 

n 

b . 用 U ) 及阿基 米徳- 黎曼定理证明/在 [ a , 6] 上是可积的. 

4. 证明 

Z />( n + 1 ) 

^ | = ^— 

b . 用 （ a ) 及阿基米德-黎曼定理证明 |^<U = (6 ~ o) . 

5. 用习题4中 （ a ) 及阿基米德一黎曼定理求下述两个积分. 
a. [ x + 1 ] dx 

b. [ 4x + 1 ] djc 

« 用阿基米德-黎*定理证明，当时， 

( b , b 2 -a 2 

I xdx ^ --- 




7. 假设函数 6 ]—R 在 [ a ，6] 内除龙 =a 外的所有点处均等于 c . 用阿基米德一黎曼定理证明/在 [6] 
上可积并且它的积分等于 c ( b - a ). 

* 假设函数/: [«， R 是可积的.证明存在 U ， M 的划分序列|匕丨，它是/在 [ u ，6] 上的划分的阿基米 
德序列，而且具有附加 性质： 对每个 it ， 的加细 • 对于这样的序列证明上达布和序列是单调递戒 
的，而下达布和序列是单调递增的.（提 示： 应用加细引理 .） 

9 假设函数/: [I 6]— R 及 [ a , 6]— R 是可 积的. 证明存在 [ a , 6] 的划分序列 j /\| ，它是/在 [ a ，6] 上 
的划分的阿基米德序列，也是 g 在 [ a ，6] 上的划分的阿基米德序列 • （提 示： 应用加细引理 .> 

10,定义 
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证明函数/: [2, 4 ]— R 是可积的. 

11, 对于区间 [ a , A ] 的任一划分/> = U D ，…， ncj , 证明 

_ 

X " : i-i ] 2 « - a] ， gapp- 

12. 假设 /: [«，6]— R 是利普希茨函数，即存在一常数 OO 使得对于 [ a , M 中所有点 u , ts 

I /( u ) */{ v ) I ^ c I u ~ v \ . 

对 [«, fr ] 的任一划分 p , 证明 

0 « £/(/，/>)- Uf f P ) « c [ b - a ] - gap />. 

(提 示： 在每个划分区间应用极值定理，然后对和估计用习題1丨的结果 .） 

13应用习题12中给出的达布和差的估计及阿基米德-黎曼定理证明利普希茨涵数是可积的. 

6.3 可加性、单调性及线性性 


定理 6.12( 在域上的可加性） 令函数 /: [ a , 6 ]—R 在 U , 上可积，且令 c 是开区间 

( a , b ) 内一点 • 则/在 [ a , c ] 与0, 6] 上是可积的，更进一步， 



(6. 27) 


证明因为/在 [ a , b ] 上可积，由阿基米德-黎曼定理知，存在/在 [ a , 6] 上的划分的阿 

基米徳序列，即划分序列 I 圪丨满足 

lim[U (/ 9 P m ) - l (/ 9 P n )] = 0, (6. 28) 

因此 


limU (/ f PJ 



(6, 29) 


\m 


运用加细引理，可以假设点 c 属于每一个划分 p ft . 对任一下标^ 
的划分，是 P , 在 [C, 6] 中导出的划分，从达布和定义可得 

= V ( f $ P ：) + U ( f ， P ：) 


及 


令/ V 是/\在[«, fc ] 中导出 


因此 

- Uf.PJ = ["(/，,）-△(/，•）] +["(/，■) - L ( f t P ：)]. 

因为上式右边方括号中的各项都是非负的，从极限式（6.28> 可得（习题 3)|/ V } 是/在 [ a ， c ] 上 
的划分的阿基米德序列，而丨 f } 是/在|>， 6] 上划分的阿基米德序列.按照阿基米德-黎曼定 
理，/在 O , c ] 及 [ C , 上是可积的，此外， 

li m C/(/ ， P:) =「/， UmU(f 9 P：) = f/ 

Ja • Jc 

这样，从上面两个极限、极限式 （6. 29) 以及收敛序列的和性质可得 
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Hm t/(/,PJ = lim[t/(/,P；) + U(f 9 P：)] 




151 


= Hm "(/, P :) + UmU (/ f P ：) = /+ /• ■ 

ji 一 * Ja Jc 

定理 6,13( 积分的单调性）假设函教/: 0, 6]-> R 与客： [ a ，6]— R 是可积的且对 [«, A ] 
中所有 x 有 

/(*) 

則 

£>-/> 

p * 

证明由阿基米德-黎曼定理与加细引理，在区间 [ a , 上存在划分序列 iPj ， 它对于/ 
在 U ，6] 上与 g 在 [ a ，6] 上都是划分的阿基米徳序列.因此， 

limt/(/ ， P n ) = f/ 及 Utnl/U，/^) = [V 

n—*• J* ij—J a 

因为对 i >, w 的所有 x 有 

/(*) ^ g ( x ), 

直接由达布和的定义，对每个下标 n , 

V ( LP n ) ^ L ( f t P m ). 

由收敛序列的保序性得 

f/= lim "(/，/\) 矣 \imU(g,PJ = fg. ■ 

Ja Jc 

为方便积分的线性性的证明，我们先比较 / + g 及 a / 的达布和与/及#的达布和. 

引理 6.14 令/: [ a , R 与犮： [ a , 6]— R 是有界函數，并设 P 是其定义城 U , &] 的 
一个划分.則 


L (/， 戶） + L ( g , P ) ^ L(f + . g , P ) 及 U ( J + g ， P ) ^ L ( f 3 P ) + U ( g f P ), (6. 30) 
此外，对任一數 a , 

当 a 赛 0, U { o ( f t P ) = aU ( f t P ) t L ( af ^ P ) = aL ( f t P ) 

当 at < 0, U ( af ， P ) ; aL { f t P ) , L ( tnf t P ) = aU (/ t P ). (6.31) 

证明 检査对于 / 或 V 在划分 P 的每个区间的达布和的贡献可得 （6. 30> 与 （6. 31). 

选取划分 P 的一个区间/,且对一有界函数 A : [ a ，6]— R , 定义 

Af 4 ( fe ) = sup \ k ( x ) I x g /• I 及 m ^ h ) = inf { A ( jc ) I * ^ / f [. 

于是对 /, 中每一点 l 

Ax ) + g { x ) <<(/) +愁（名）， 

所以由上确界的定义， 

MXf -^ g ) ^ M ,(/> + Af ^ g ). 

将该不等式乘以区间 A 的长度并对得到的不等式在划分 P 的区间上求和即得 （6. 30) 中第二个 
不等式.第一个不等式可类似得证. 

[ T 521 在 （6. 31) 中，达布和的比较可由以下对于/与 q /* 在划分/>的每个区间 A (习通4‘)的达布和 
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的贡献间的关系 得出： 

当 a 身 0 ， Mi(cif) = a3f .(/) 及 m ; (ot/) = ctm k {f) 
当 or < 0 ， = otm〆 /) 及 m.(o/) = aM i (f). 


(6, 32) 


定理 6.15( 积分的线 性性） 令函數 /: [ a ，6]— R 及 a [ a ，6 ]—R 是可积的，则对任意 


两个数 a 与卢，函數 cr /+ 你： [ a ，6]—► R 是可 私的且 

(6. 33) 

证明由阿基米德-黎曼定理及加细引理，[<*， 6] 上存在着划分序列丨/\丨，它同时是/在 
[ a , 6 ]上及 g 在 [ a , 6] 上的划分的阿 華米德 序列. 

情况1: / S =0. 对每一个下标用尸，代替 （6. 31) 中的得 

- L ( af t P n ) =1 al [ U ( f，PJ - L { f t P K )]. 

这样，由于丨匕丨是 / 在 [ a , 6] 上的划分的阿基米德序列，它也是 < 在 [ a ，6] 上的划分的阿基 
米德序列.依照阿基米德-黎曼定理，<在[«， A ] 上可积.现在由 （6.31), 对每个下标 



U ( af 9 PJ 


aU(f 9 P n ) a >0 
以(/，尸《) a ^ 0* 


但是，由阿基米徳-黎曼定理，与划分的阿基米德序列相关的上、下达布和收敛于积分的值， 
而|/\丨是/也是 cr / 在 [ a ，6] 上的划分的阿基米德序列.因此，如果£«>0, 

of = \ imU { af , P n ) = a \ imU ( f 9 P n ) = a 

而如果 a 矣0，也有 

\ of - \ imU ( af 9 P n ) = a \\ mL ( f , P n ) = af / 

Ja ii 一_ Jq 

这就得出月 =0 时的证明. 

情况2: a=iS = l . 对每个下标《,在 （6. 30〉中用匕替代 P , 我们得到 

Uf , P H ) ^ Hf * g f P n ) « Uif + g.PJ 矣 L < J ， P n ) + U ( gl P n ). (6. 34) 

但是，再次用阿基米德-黎曼定理，因为与划分的阿基米德序列相关的上、下达布和是收敛于 
积分值的，划分序列卬„丨是/在 [ a , &] 上的划分的阿基米德序列，也是 g 在 U ，6] 上的划分 
的阿基米德序列，由 （6. 34) 得出 

Hm /.(/ + ^, P n ) = f / + fg 及 1 加 1/(/+ 客 ,/\) = fV+ fV 




利用阿基米德-黎曼定理，我们推出丨是函数 / + g 在 [ a , 6] 上的划分的阿基米德序列且 

[*[/”] = fV + U 


这就完成了《=芦=1时的证明. 


一般情况可由这两个特殊情况得出.事实上，由情况1, a / 与你在|>， 6] 上是可积的, 
因此由情况2知 a / + j ^ 也是可积的.用情况2中的积分公式及两次运用情况1中的积分公式, 
我们得到 
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| B [0/ + = |a/ + j pg = ajy + ^j 

推论 6.16 假设函数 /_• [ a , i»]-vR 及 |/|: [ a , fc ]— R 是可积的，則 

证明对 [L H 中所有 *， 

- l / U ) I ^ A X ) ^ 1/( 文 ） I . 

这样，运用积分的单调性及线性性，得 


6 b 9 

- I |/( Jt) |<^ « Jy(x)dx ^ | 1/(x) |d^ 


这与（6、35>是等价的. 


_ 


(6. 35) 


■ 


习鼉 

1- 假设函数/, g . f \ 〆 及众在有界闭区间 [ a , fc ] 上都是可积的，证明 [/- g ] 1 在 [ a , 6] 上可积且 
\\ f-eV &0. 并用此证明 

2. (柯由一施瓦茨 （ Cmichy - Schwarz ) 积分不等式） 保 设函数 /, g t f \ ^与众在[«， 6 ] 上都是可积的，证明 

(提 示： 对每一数 A , 定义 p ( A ) = ([/- ；^] 2 , 证明 〆 A ) 是二次多项式且对所有 A 满足 p ( A )>0, 因此它 
的判别式是非正的 .） 

3. 设 U ， l 与丨\丨是非负数的序列， 证明： 若卜0,则 

lima , = 0 及 = 0. 

4. 假设 S 是数的非空有界的集合， cr 是定义 M 是集合 Hi xeSj , 证明 

当 a > 0, aupaS & asup 5 及 infor 5 = ttinfS ， 

当 cr < 0， sixpaS = ainfS 及 infa-S = asup 5. 

用此来证明 （6.31). 

5. 在定理 6. 13 的假定 F , 证明：若匕 与匕是 |>， 6] 的两个划分，则 G /, P t )« C /(/, P 2 ), 用这一结论绐 
定理一个直接证明. 

6 . 假设函数/: [ a , fe ]— R 是有界的并令 a < c <6. 证明： 若/在 [ o , c ] 与在 [ c ，6] 上均可积，则它在 [ a . A ] 
上是可积的， 


6.4 连续性与可积性 

本节最初的目的是证明有界闭区间上的连续函数是可积的.为此，我们先把下述关于连续 
函数的上、下达布和的差的估计弧立出来. 

引理6,17 令函数/: [ a ， fc ]— R 是连续的， P 是其定义域 [ a , 6] 的一个划分，則存在戶 
的一个划分区间，它含有两点 u 与 t ; 使得下述估计成立： 

0 ^ U(/ f P) 一尤 (/ ， />) 务 [f(v) 


(6. 36) 
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证明令/ >=u 。，…， 对于下标因/在每个有界闭划分区间 [ Aq , 1] 上是连续 
的，由极值定理断言函数在该区间上可取到最小值与最大值，即在[ V ,, *,] 中存在点4与〃,使得 

/(O = S \nf\f(x) I X e U‘-_ ，'] I 


及 


选取下标/。使得 


定义 


则当1在 i 矣/ I 时，有 


因此 


/( V , ) - M t ^ supl/(^c) I % 6 [ Wf] I . 


- m in = max [ M i - mj , 


M 


^ M 


-f(v) 


Ui /. P ) - Uf . P ) = 〜 




ifiv ) -/(«)][*, 


= l/M -/⑷ ]X [: m - t] 

i=i 

=[/(*) -/( w ) ][b - a ]. 麵 

回忆定理 3. 〗7 断言在有界闭区间上连续函数 /: [ a , 是一致连续的，即对定义域 

[ a ， A ] 上的任意两序列丨丨与丨丨，若 -〜> =0,则 

lim [/( u % ) -/(uj ] = 0. 

这是定义在有界闭区间上的连续函 5 sT 的一个性质，它逋涵着函数的可积性. 

定理 6.18 在有界闭区间 [ a , 6] 上的连续函数/: [ a , 6]— R 是可积的. 

征明 为证明此定理，我们将运用阿基米德-黎曼定理.令|/\|是[«， 6] 的任一划分序 
列，满足 

limgapP ^ - 0. (6. 37) 

PI — 

我们将证明丨丨是/在 6] 上的划分的阿基米德序列.由前面的引理，对每个下标可选 
取划分圪中的一个划分区间，它包含&两点，使得下面的估计 成立： 

0 ^ U ( f，PJ -乙(/，/>■)矣 [/(vj -/( uj ][& - a ]. (6. 38) 

观察到 U B , 匕 同属于 p „ 的一个划分区间，因此 

I \ 1 矣 gapP n . (6. 39) 

从这一估计与（6.37> 可得是有界闭区间 U ， 内的两个序列，且具有性质 

limfu , - vj = 0. 

但有界闭区间上的连续函数是一致连^的.这样， 

lim [/( u . n ) -/( v „) ] = 0. 

该极限与不等式 （6.38) 蕴涵 ^ 


圆 


画 
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0 矣 \im[U(f 9 P n ) -L(/ ， PJ ] 奚 lim[/(i；J -f(u H )][b - a] = 0. 

这样，划分序列是 / 在 [ a，6] 上的划分的阿基米德 序列. 依照阿基米德-黎曼定理，/在 
[a，6] 上可积 • ■ 

上面的定理有一个轻微的推广，在下一节中，它对第一基本定理（对导数求积分）的表述 
是必要的- 

定理 6.19 假设/: [a, 6]—R 在闭区间 [ fl ，fc] 上是有界的，且在开区间 （a， b ) 上 是连续 

的，则/在 [a, 6] 上可枳且它的积分值 f/ 与/在区间端点上的值无关. 

证明因为/: |>, 6]— R 是有界的，故可选财 >0使得对所有 ^r e [ a ，6], 

- M ^ f ( x ) € (6. 40) 

选取序列 U J 与I \丨使得对每一个下标 n 有 

a < a m < b n < b 

w n 

及 

lima n = a 与 Y \ mb m = 6. (6.41 ) 

_ n—* • 

固定下标《，函数 /: [a •’ R 是连续的.由上述定理知，/在[心，可积.因而由 

_阿基米德-黎曼定理（习題 4) 知，存在[^，的划分广使得 

0矣 U ( f - L(/,P* ) < 1/n. (6. 42) 

定义 P •是整个区间 [a, 6] 的划分，它是由/V的划分点集中添加端点《与6而成的. 

观察到 

£/(/,/>■) - L(/,PJ = U ( f t P ： ) - L { f ， P : ) + A k +B„, (6.43) 

其中 1 表示对来自起始的划分区间 [>，《•] 上达布和的差的贡献， 坎则 表示对来自最终划分 
区间[\， W 上达布和的差的贡献.从 （6.40) 得 

0 ^ A n ^ 2M[a n - a] f 0 ^ ^ 2M[b m - b]. 

如图 6. 5所示.这样， 

0 矣 "(/，') - Uf，PJ 备 [U(f f P：) - L(f,P ： ) ] ^2M[a n - a] ^2M[b n - A], 


y 



图 6_5 左边（或 右边） 阴影区域的面积大于人（或 
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然而，由序列 uj, 丨\丨及 pr 的选择，有 

lim [ t /(/, P ； ) - L { f,Pl ) ] =0， lim [\ - a ] = 0 及 lim [ \ - A ] = 0, 

因此 

ii m [U(f 9 Pj -L(/ t Pj] = 0, 

n— 


这样， |/\| 是 / 在 [ a ，6] 上的划分的阿基米德序列，由阿基米德-黎曼定理知，函数/在[«，纠 
上可积，并且 

f /= 

Ja ii—t ■ 


圆 


但是 t /(/， 匕）与 f /(/， 厂 ） 的差恰好是对来自于的第一个与最末一个区间的 t /(/, O 的贡 
献.如上述论证，我们有 


这样， 


lim["(/，PJ - t /(/， P :)]=0, 





但是每个上达布和叭/, o 仅依赖于/在 [ a n , 上的值，所以它与/在％=^及戈=&的值无 

关，积分值也是如此. ■ 

例 6. 20定义 


fix) 


sin( 1 /jc) 



0 < x ^ I 
jc = 0. 


则函数 /= [0, 1]— R 有界，且 /: (0, 1)- R 是连续的.由前述定理可推得函数/: [0, 1 ]—R 
是可积的. ■ 


习题 

1对下述各个陈述，确定其真假，并给出理由- 

A . 若/:[〜 A]—R 可积 11 f :/=0, 则对 [ a , &] 中所有 I f ( x ) ^0. 

b . 若/: U , 6]— R 可积，则 M — R 是连续的- 

c - 若/: [ a , fc]—R 可积，且对 [ a ， fc ] 中所有: r , /(*) 这0,则 J ^>0. 

d . 定义在开区间 （ fl ， 上的连续函数/: < n ， fc )— R 是有界的. 

e . 定义在闭区间 [ a , 上的连续函数/: [^ 6]— R 是有界的. 

2. 定义 

_ p 当: c 在[0，1]是有理数 

% ^ \- x 当 x 在[0，1]是无理数， 

证明函数/: [0, 1]— R 是不可积的 ▲ 

3. 假设对连续函数/: [«, 6]— R 有 f /=0. 证明在区间[«， 6] 中存在某个点〜使得/(%) =()• (提 示： 用极 
值定理与介值定理 .） 
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4. 令函数/: [ d ，6]— R 是可积的， ^>0. 用阿基米德一黎曼定理证明存在 [«, 6] 的划分使得 

_ U(f ， P) - L(f,P) < s. 

5 . 假设连续函敗 /: [<», A ]— R 有如下 性质： 只要炙 6 便有 

证明对[«， 6] 中所有: t , 矣 0. 如杲对函数仅仅要求可积性，上述结论还正确吗？ 

6 . 假设/: [0, 1]— R 是连续函数且对[0, 1] 中所有戈有 /(*>>()• 证明 f />0 当且仅当在 [0, 1] 中 存在一 
点々，使得 / U 。）> o _ 

7. 对区间[丨， 2] 中的一点 X ， 定义： 当 J 是无理数时， f ( x ) =0;当 x 是有理数时，可表示为: r = m / n ， 其中 

m , «无公因子， /( x ) =- U 证明函数/: [1, 2]— R 是可 积的. （提 示： 先证明对任一给定$>0,在区间 

n 

[1, 2] 中仅存在有限多个点; t 使得/(幻>在. ） 

8. 假设/: [\ 6〗— R 是有界的且它在开区间 U , 6> 内除一点; c 。 外是连 续的. 证明/: [ a , M — R 是可积的- 
(提示：修改定理6, 19的证明 .） 

9 . (积分的三角不等式）假设函败/: [«, b ]— R 与 [ a ，6]— R 连续，证明 

6.5 第一基本 定理： 对导数求积分 


在上一节里，我们用阿基米徳-黎曼定理证明了有界闭区间上的连续函数是可积的.事实 
上，我们证得稍多一点，即定义在闭区间 O , 6] 上的函数/在开区间 U ， M 上有界且连续，则 
/在|>， 6] 上是可积的.但是，除去极特殊情况外，迄今为止我们还没有一般的方法去确定积 
分值.其理 由是： 有可能（对单调函数、阶梯函数或连续函数）估计上、下达布和的差，但除 
了极特殊情况 0 ，不可能计算上、下达布和本身.因此，阿基米德-黎曼定理作为实际地确定 
积分值的工具，其价值极为有限.在本节中，我们将证明第一基本定理（对导数求 积分〉 ，它 
_可叙述为：对连续函数/ [ a , 6 ]-.R t 它在开区间 U , M 内有连续有界导数，则下述积分公 
式 成立： 

J F , (*) d ^ = F ( b ) - F ( a ). 

这个定理提供了计算积分的方法，它不需显式地计算上、下达布和.这是数学分析（事实上也 
是科学）的一个基本结果.为证明该定理，首先把下述简单结果分离出来. 

引理 6.21 假设函教/: O , 6]-41是可积的，教 >4具有如下 性质： 对 [>, 6] 的每一划分 

尸有 

m , p ) u (/, p ) , 

則 



O 有一个极为灵活的策略（归功于费马 （Pierre deFwmat))， 用于 通过真 正地计算达布和来计算任一幕函数 /( *) « * f 
在区间 [fl. i»] 上的积分，见 7.4 节中习@ 13. 然而，积分理论不可能对每个例子軀以灵活的策略来开展. 
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证明由假设，4是下达布和集合的一个上界，这样由上确界定义知 


JV “， 

同样由假设，4是上达布和的一个下界，这样由 y 确界定义知 
但/假设为在 [ a , &] 上可积，即 

// = // 

因此 

A ^ ■ 

定理 6. 22( 第一基本 定理： 对导数求积分）令函数0, 6 ]—R 在闭区间 [ a , 6] 上连 
续且在开区间 （ a ，6) 内是可微的.此外，假设它的导教 

r :( a ，6 〉—R 是连续且有界的， 


则 

^F f (x)dx = F{b) - F(a). (6.44) 


证明函数厂： （ a ，6)— R 连续且有界 • 这样，由定理 6. 19知广在 [ a ， A ] 上可积，也就 
是说广到闭区间 [ fl ， M 的任一扩张是可积的，且其积分值与这个扩张在该闭区间的端点的取 
值无关.由前述引理，为证实积分公式（6_ 44), 只需验证对 [ a , 6] 的每个划分/>，有 

L(F r f P) ^ F{b) - F{a) ^ V(F\P). (6. 45) 

令/ ^ U 。， …，是 [«, &] 的一个划分.固定一个下标 *>1. 由假设， 函数心 
R 在闭区间 U ,_,， 七]上是连续的，而它在开区间（*,_,，上是可微的.由中值定理知，在开 
区 间“, 七）中存在一点 q 使得 

F(x t ) - ) = F , (c i )(x i - ). (6.46) 

因为点属于区间 [* 卜，， *, ]，故 

— infj F f (x) I x e [ 太卜,丨名广 （ c ‘） 奚 supl F'{x) I * g [x i _ l ,*J | = 

所以两端乘以 \ ，并替代中值公式 （6. 46) 得 

m i( x i - x ,-i) ^ F ( x i) - ^ M x {x t - x^). 

对这 n 个不等式求和，可得下面的不 等式： 

« n 

-^-i) ^ X [ 尸 （\) - ^(^,i)] ^ Xo ‘ -〜）. 

；=I i=i i=I 

左边和是 L (广， P )， 右边和是 1/( 厂， P )， 此外， 


S [F(xJ -F( Xi , x )] = F(b) -F(a). 

这样便得到所需的不等式 （6. 45〉. ■ 

对于函数/: [«，它在开区间 （ a ，6) 内连续有界，第一基本定理（对导数求积分) 
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断言： 如果可能找到/的一个原函数（反导數， antiderivative ) F ： [ a , 6]— R ，则积分由公式 

j f(x)dx - F(b) - F(a) (6. 47) 

给出. / 的原函数是指一个连续函数 [ a , R 在开区间 （ a . 6) 可导且 

广（尤） =/( 怎 ）^ e (a,6). (6.48) 

例 6. 23 对「>0, 

i x，dx = rrr- ( 6 49) 

对 [0, 1] 中所有: t 定义 /( 幻= 〆 ，函数/: [0, 1]— R 是连续的，所以它是可积的.从幂函数 
的微分公式可知函数[0, 1]— R 定 义为： 当 r e [0, 丨]时， 

Fix ) = 

它是/的原函数.公式 （6.49) 可从第一基本定理得出. _ 

例 6. 24我们希望计算 

£D 

对于 ^ e [0, 1] 定义 /(*) =1/(1 +/)• 由于函数/: [0, 1]— R 是连续的，所以也是可积 
的.为应用第一基本定理，我们需要求出连续函数[0, 1 ]—E ,使得[0， 1]— R 是可 
撖的且对所有 * e (0, 1)， 


F'(x) 


(6. 50) 


即使仔细地搜索撖分学的所有结果，也无法找到微分方程 （6.50) 的解.我们无法确认它的一 
个原函 数 0 . 因此不能直接应用第一基本定理计算上述积分. ■ 

例 6. 25定义 

f 4 2矣戈 < 3 

0 3 ^ 5c ^ 6. 


fix) 


现在又有一个不可能应用第一基本定理计算的积分 f /, . 因为函数/: [2, 6]— R 没有原函数 

(习题 4). 由于这个函数是阶梯函数，它是可积的.不难看出 f /=4( 习題 3). ■ 

上面的例子描述了第一基本定理的用处与局限性.它把计算问題转化为寻求/的原 
函数问题.人们通常能辨认出原函数，但是也存在着不能辨认或没有原函数的佾况. 


o 事实上这一函数的原函数是存在的，这可利用第二基本定理（对积分求导数）求出，将在下一节加以证明.但是这 
个原函 数并不是我们所认识的 4 *初等函数' 至于“初等函数"的真 IE 意义、需麥有近世代数的背聚，这一点巳走出 
本书的范围.可参见 Maxwell Rosevtlicht 在 { American Mathematical Monthly 》（ Nov . 1972 ) 上的论文“ Integration in 
Finite Terms "* 
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习题 


1, 令 m , 6是正数，用下述三种方法求 + 6] dx . 

a . 用初等几何法，即把 [ mjr + WcU 理解为面积 ■ 

b . 计算基于[0, 1] 的规則划分的上、下达布和并运用阿基米德一黎曼定理. 

c. 用第一基本定理（对导数求积分）. 

2, 用第一基本定理计算以下各个 积分： 

a. j + cosxjdjt 


b, « /4 - % dx 


x VlO - 
J\ 


d _ 丨 cos 2 xdx 


xdx 


3. 定义 


/(*)={ 


2 « 


3 


0 3 ^ jc ^ 6. 


/(*) = { 


证明 (/ 

定义 

4 2 莓 

0 3 « x « 6. 

a. 用恒等准則 证明： 如果 / 有原函数 [2, 6]— ft, W 存在数 Cl 使得 

( 4x + c, 2 ^ x < 3 

c 2 3 ^ « 6- 

b, 由 （ a> 证明： 若 F 在 i=3 连续，则有 12 + c ,=〜 

C. 证明 / ' 在 : r=3 处是不可微的，且因此函数 / 没原函数 . 

5. 积分的单调性殖涵着如果函数 g: [0, «)—R 及 fc: [0 ， 《 )—R 是连续的，且对所有 *>0 有客 （ x>« 
h(x )， 则对所有 x 送 0 ， 

用上述性质及第一基本定理证明以下不等式的每一个可推出下一个： 

coax <1 x ^ 0 
siftx ^ x x 身 0 
I - cosx < x 2 /2 x ^ 0. 
x - situ « x 3 /6 x 英 0. 


这样, 


< siiuc ^ x x ^ 0* 


6. 证明在第一基本定理中，函数 F : [ a ，6]— R 在区间端点处连续的假定是必要的_在证明中 W — 步要用到 
函数 f 在区间端点上的连续性？ 
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6.6 第二基本 定理： 对积分求导数 

给定函数/: («, 6)— R ， 是否存在一可微函数 ( a ，6)— R , 使得对 U , 6) 中所有 * 有 

F \ x ) =/(*)? 

这样的函数 F 称为/在 （《, 6) 上的原函數. 

i . 对某类函数/: ( fl , 6)— R , 诸如多项式等，我们能显式地找到原函数. 

ii . 阶梯函数在 U , 6) 上不是常值，所以阶梯函数没有原函数. 

iii . 对很多函数/: ( a ，6)— R , 我们不能判断何时它有原函数.特别地，在第5章中，曾 
假设方程 

尸’（文） = 丄 （ a ： > 0) 
x 

有一个解，但在目前我们还没有一种工具可以证明当 x >0 时， f ( x ) =1/* 有原函数. 

原函数概念的重要性在第一基本定理的陈述中十分明显.然而，与显式地计算积分问題相 
当无关的是，研究原函数的存在性实际上是研究更一般的微分方程的第一步.本节中，我们将 
证明如果函数/: ( a , 是连续的，则它有原函数，而且有着显式的积分公式.在证明此 

结果之前，先导出两个初步结果，它们有着各自的重要性. 

定理 6. 26( 积分中值定理） 假定函數 /: [ a , 6 ]—R 是连续的.则在区间 [«, 6] 中存在点 
* 0 * 满足 

如图6, 6所示， 



图 6. 6 f ( x 0 ) = 占 f:f 


证明由于函数/: [<!, 6]— R 是连续的，所以可用极值定 i 在区间 [ fl , 6] 中选取点气 
Rx m ， 使得/: [«, 在这两点处分别取得极小值与极大值.这样， 
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由积分的单调性可得 

f(x m )(b~a) ^ f:/(x)dx ^/(x M )(b -a). 

所以 

于是，由介值定理， 在〜与 〜之间存 在点％ 使得 

/ U ) = 

0 - aU 

命题 6.27 假定函数/: [ a , &]— R 是可积的_定义 

尸(:〉=(/，： e [ a , fc ], 

则函教 [ a , 6]—► R 是连续的.如图 6.7 所示 * 


图 6.7 阴影部分面积等于 F ( x ) - F ( x 0 ) 




圆 

■ 


证明证明完全依赖于积分在区间上的可加性（定理 6. 12所证明 的）. 由定理6, 12,对每一 
个点戈 e [ a , 6]，函数/: [ a ， x ]— R 在有界闭区间 [ a , 幻上是可积的.因此函数 [ a ， fc ] — 
R 是被完全定义的. 

由于函数/: O ，6]— R 是可积的，所以由假设它是有界的.选取 M >0 使得 

对所有 Jt e [ a t 6] , - M ^/(x) ^ M. (6. 51 ) 

我们断言 

对 [ a ，6] 中所有的点 u 及 v，I F(u) - F(v) \ ^ M\ u -v\. (6. 52) 

事实上，令 v 是 [ a , 6] 中满足 u < t ; 的点 • 再次运用定理 6. 12,可得 

F ( v ) = \j - ^ \j = F( < u ^ + //■ 

所以 


國 




但由 Af 的选取得, 


F { v ) - F { u ) 


(6.53) 



no 


-M ^ f{x) ^ M f 若 u 矣 x 矣 v ， 
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时， 


■ 




所以根据积分的单调性， 

- M{v - u) ^ J/ ^ M{v - u) t 

因此，由（6.53)， 

一 M(v - u) « F(v) - F(u) ^ M(v ~ u). 

这样，当《<»时， （6.52) 式成立.由于当 U 与《交换时，此式保持不变，所以当 
(6. 52) 式也成立. 

最后，由不等式 （6.52) 立即可推出函数 F : [ a , 6]— R 的连续性. 

例6,28定义 

2 0 ^ x ^ \ 

矣 2. 

现定义 

F ( x ) = Jf/, 0 < x < 2. 

由第一基本定理（对导数求积分）及积分在区间上的可加性， 

*2 x 0矣 x 忘1 

F ( x ) = . r 5 

F(l) + I / = 3/2 + x 2 /2 1 < x ^2. 

由上述定理可知函数厂[0, 2]— R 是连续的. 

当以/: [ a ， R 的连续性代替/: [\ 6]— R 的可积性来加强命题6_27中的假设条件 
时，得到数学分析的另一块奠基石. 

定理 6. 29( 第二基本 定理： 对 积分求导数）假 设函數 /: [ a , 6]— R 是连续的 ■則 

d 


■ 


对所有 


tclLA =f{xy 


证明定义 

F ( x ) m X e [ o ,&]. 

我们已经验证了函数 [ a , 6]— R 严格有定义且事实上是连续的.令〜是 ㈠ ， 6) 中的点. 
必须证明 

, F(x) - F(x.) 

lim — ———=/(%)• 

卜邛 x - x 0 

设文为 （《， 6) 中的点且 x — %.由积分在区间上的可加性，即定理6.12， 

F (幻一 F(x 0 ) = f /, x > x^ 9 


而 




F ( x ) - = - £/，x < x 0 

因此，运用积分中值定理，可在 * 。与 * 之间选择点 =(*) 使得 

F ( x ) - F ( x 0 ) 


x o 


/(c(x)). 


(6. 54) 
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但函数/: [ a ， ^在 x 。 处是连续的，所以 


这样, 


\ imf ( c ( x ) ) = f ( x 0 ). 


广 U 0 ) 


lim 


F ( x ) - F ( x 0 ) 


x o 


\ imf ( c ( x ) ) =/(%)• 


■ 


正如我们前面所提到过的，第二基本定理的重要性在于它为研究一般的微分方程奠定了基 
础-在 7. 2节将转到这方面的问题.另外，在 7. 3节我们会看到，通过检査可以直接运用第一 
基本定理的积分取代复杂的积分的各种技巧都可以用这个定理证明 • 最后，在 7.4 节，我们会 
看到第二基本定理在分析用近似方法求积分而引起的误差时也是非常重要的. 

在本节的余下部分，我们将考虑第二基本定理的某些变化形式. 

推论 6.30 假设函数 &]— R 是连续的_則对 [ a ， b ] 中所有 x 有 


如图 6.8 所示. 


UfA 


fix). 



圓 


证明 由积分在区间上的可加性，即定理6_12,对[*2, 6] 中每—个 X , 



观察到 f / 与 [«, «*] 中的 * 是无关的.这样，由第二基本定理（对积分求导数）， 

£[//] = 去 [ f /- w =_ 去 [(，1 = -/(*)■ ■ 

由上述结果可推广符号 f / 的含义如下. 

定义 设 c 与 d 先滿足 c < d 的敫. 对可积函數/: [ c , d]^R ,定义 

I/*'// ^ [ 卜 0 . 

上述定义使得积分在区间上的可加性推广 如下： 设/是有界闭区间而函数 /:/— R 是可积_ 
的-则对/中任意三个点 I ,，* 2 及* 3 , 
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证明留作习题， 

推论 6.31 设/是开区间，假定函数 /:/— R 是连续的，在/中固定一点 x 。， 则 


对所有 * e /， ^[ £/]=/(*)• 

证明由上述关于积分在区间上的可加性的推广，对 [«, 6] 中每个 

「/= fV + fV - 

J *0 Ji 。 J * 

观察到£/与 [ fl , 6] 中的 * 无关.这样，由第二基本定理（对积分求导数）， 

° 齡去 ⑷. ■ 

推论 6.32 设/是开区间，假定函教/:/一是连续的.设/是开区间，假定函 教史： 

R 是可微的且央（•/)£/，固定/中的点％，則 

对所有 : t e /，去[厂 /]=/(#(*)) 〆 (*)• 

证明对 J 内所有^定义 

G (:) = f / 

及 

F(x) - £/. 

由第二基本定理（对积分求导数>, ° 

G = F ^ (ptJ ~^ R 

是可微函数的复合函数，所以由链式法则可得 结果： 对 J 中所有 *， 

去 [f /] = 去 [ 。 9) (*) ] = ^(tpix) )<p f (x) =/(〆*) )-’(x). ■ 

第二基本定理是在函数/:[〜 6]—R 连续的假设之下得到证明的.事实上， 如果 /•• [a, b ]-^ 
R 仅仅是可积的并对所有*£[>， 6], 定义 F (幻那么函数/: [ a ， 在 U, 中每一个 
连续的点*处有 r(*> =/(*)( 习题 10). 

习题 


1. 计算下列 导数： 

•• 卽 〜） 

c . 去(二叫 

2. 对下列每一个可积函数 /: [a, M-R , 定义 

对所有 *e[a ， fr]. Fix) * £/(Odt 

求 F(*) 的不含积分的公式，其中 


b * ir ( H lnld 0 

^-( jTC 08(* + 0出) 
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a - /: [1, 4]— R 定义 如下： 


2 I ^ x ^ 


/⑷= r A 

16 3 < x ^ 4. 


b . /： [0, 2]- R 定义 如下: 


/u) = { 


X 2 0 筅 X 奚 1 
x 1 < x ^ 2. 


c. /: 


， 1]— R 定义 如下: 


/(*) = | 


X 


— 1 ^ X < 0 
1 0 莓 X < 1. 

3. 假设函数 /: R—R 是可微的.定义函数 //: R—R 如下： 

对所有 X ， H ( x ) = fjAO +/(-0] d ^ 

求 fT ( x ). 

4. 假定函数 /; R — R 有连续的二阶导数，证明 

对所有 f ( x ) =/(0) ^/ f ( 0 ) x +^( x - t ) r(OdL 

(提示：用恒等准则 •） 

5. 假定函败 /: R — R 是连续的.对所有 X ， 定义 

G(x) = 

证明对所有\ G ^ x ) 

6-对所有定义 

r 1 


U 72 


F(x) 


241 


dt. 


证明： 如果 c >0, 则以下方程存在唯 一解： 

F(x) = c, jc > I, 

7. 证明： 如果以 /: [«， 可积的假定取代 /: [ tt , 6]— R 连续的假定，則积分中值定理不成立. 

8•躭数4，…，而言，对所有％,定义 p (: c ) + a〆 +…+ a /. 假定 

a , a 2 a m 

— + — + … + -- 

2 3 /x + 1 

证明在区间（0, 1>中存在某个点 X ，使得 p ( d =0. 


0. 


9. 证明积分中值定理的结论可以加强为在 （ a , 6) 中选取％而并不只是在 O , 6] 中选取％. 

10. 第二基本定理有比我们叙述过的更一般的 形式： 对于可积* 數/: [ a , 6]— R ， 对所有 


[a,6 ] 定义 

Hx ) = fj . 則在函數/: [«， A ]— R 在 （ a , 6) 中的每个连续点％处，&数 [ u , 是可微的，并 

且厂 （ x G > =/(%).用积分的单两性性质证明此结论. 

11. 设函败/: [ a , R 是连续的，假定函数 O , A ]— R 是连续的而 ( a , 6)— R 是可微的，且对所 

有6)， r ( x ) =/( x ). 用第二基本定理证明 

d 


对所有 x s ( fl ,6) , -^[ f ( x ) - jT /] = ^ 

由此得到第一基本定理的一个新的证明. 

^ 假定函数/: [ a , A ]— 11与《:[〜 6]— R 是连续的而 a 与芦是任意实数.对所有 A ], 定义 

证明对所有 xeU , fr )，// U ) =0且 =0. 然后由恒等准则提供在函数是连续而不只是可积的假定 
之下积分的线性性质的另一种证明. 


[im 


\m 
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第7章积 分法： 更深入的主题 


7.1 微分方程的解 

命臞 7.1 设/是包含点％的开区间，假定函數 /:/— R 是连续的.对任意数 y 。， 微分 

方程 

\F l {x) =f(x ) 对所有 * e / 
l ^*(* o ) = Xo 

有由如下公式给出的 唯一解 /—R : 

对所有 * e /， F(x) = y 0 +£/• 

证明由定义， F ( x 0 ) = y 0 . 由第二基本定理（对积分求导数），对所有 * S /， r ( x ) =/(*). 
于是 /— R 是微分方程的解.恒等准则（命題 4. 20) 蕴涵只存在一个解 .. ■ 

回顾 5.1 节中假定存在可微函数 R (0, 》)— R , 该函数是微分方程 

rr (^) = \/x 对所有 * > 0 
1 ^( 1 ) = 0 

的解，现在可诔明存在一个解. 

命題 7.2 定义 


(7.1) 


对所有 * > 0, F { x ) = f 丄 d *. 

J » t 


則函數 F : (0，00 )— R 是微分方程 （7.1) 的觯. 

证明该命题可由命题 7. 1推出，其中对所有 x >0, /(*) =1/*. ■ 

如果微分方程 (7.1) 存在解，我们定义自然对数 In : (0，《 )— R 是 （7.1) 的唯一解.于是 
有明确的积分公式 

对所有 x >0 ， Inx = ( 

* 

现考虑下列一般的线性徼分方程，它仅仅依赖于函数及其一阶导数. 

给定连续函數 A:R — R 与數 a ， ％及 y 。， 求可微函數 — R 满足 

[ F f ( x ) + aF ( x ) = h ( x ) 对所有 i 

定理 7.3 假设函數 fc : R — R 是连续的.則微分方程有唯一解，由下式 給出： 对所有 


(7.2) 


= y 0 e 






(7.3) 


证明因为对任何数 


_0,可以看出 AR — R 是 （7.2) 的解当且仅当对所有 x 有 
\e^[F f (x) + aF(x)] = e ax h(x) 

LFU 。） = y 0 . 
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d 


但对所有 x 有 

，[ F ，(*) + aF ( x )] = ^( e ^*)), 

且 U。 当且仅当 e ^ F ( x 0 ) 这样，/^:11—11是（7.2)的解当且仅当 




对所有 x 


^ F ( x ,) = e ^ ro . 

现在由命题 7.1, 下述微分方程有唯 一解： 

r^(x) = e mK k ( x ) 对 R 中所有 * 

U (:。 卜 e 、， 

其解由下式 定义： 

g(x) = e^°y 0 + T e at h(t)dt. 

J *。 

但 （7.4) 恰表明函数 gU) =，F (幻是 (7.5) 的一个解，因此 

e M F ( x ) = e*^ro + f «7(*)山对 R 中所有 *. 

这样，微分方程 （7.2) 有唯一解，该解由公式 (7.3) 给出. 

例 7.4 求下列方程的唯 一解： 

f 厂 （*> - F { x ) = * 对所有 * 

1 f (0) = 2. 

按照定理 7. 3,唯一解由以下公式 给出： 

对所有太， F ( x ) - 2 e * + 

但这一公式中的积分可用第一基本定理（对导数求积分）计算.经计算得到 

对所有 *， f ( x ) = 3e* ~ - 1. 

习 fi 


b fF ( x ) +4 F (*) 对所有 x 
’ lF (2) =3 L 


1* 求下列每个微分方程的唯 一解： 
a tF f ( x ) ^ F ( x ) 对所有 * 
a 1^(0) =1. 
c fF f ( x ) ^ F ( x ) = x 2 对所有 x 
C [ F ( Q ) = -1. 

2. 对数 c 及 《, 考虑微分方程 

{ F f ( x ) = c ( a - F ( x )) 对所有 * 

lF (0) =0. 

证明唯一解由下面公式 给出： 

对所有 F { x ) = a(l - e - rt ). 

3 . 设 / 是含有 0 的开区间而函数 /:/— R 有连续的导败 _ 证明 


对所有 * e /， fix ) =/(0) 


(7.4) 


(7.5) 


176 




[1771 
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用这一公式推导反正弦、反余弦及反正切函数的明确的积分表示式. 

4. 证明 

f _ a 丄如 

h x 

5 . 假定函数 /: R — R 是连续的并且 

对所有的 h fix ) = 

证明对所有 h fix ) =0. 

6假定函数 tR—R 是连续的且对所有 x 有 gU ) >0. 定义 

对所有 h ( x ) = 客 (~) d “ 

令 / = A ( R ). 证明： 如果/: 是 MR — R 的反函数，则/: /— R 是下列非线性微分方程 的解: 

r /'(^) = g ( f ( x )) 对所有 x ^ j 
1 /( 0 ) = 0 , 

7.2 分部积分法与换元法 


: o + r 


dx , 


对于限制在开区间 （ a , 6) 内有有界的连续导数的连续函数/: [ a , fc ]— R 来说，第一基本 
定理断言 

j ^/ , ( x ) 6 x = f ( b ) -/( a ). 

这个公式与微分的乘积公式一起提供了一个计算积分的有效方法，下面加以叙述. 

分部积分法 


定理7_5 假设函数 A : [ a , 6]—► R 与豕： [ a , 6]— 是连续的，并且 / i 与 g 在开区间 （ a , 6) 
_ 内有有界的连续导数，則 

j \( x ) g > ( x)dx = k ( b ) g ( b ) - h { a ) g { a ) - fj ( x ) k t ( x ) dx , (7.6) 

证明 乘积函数 [ a , 6 ]-R 是连续的， ( a , 6)—11 是可微的，按照导数的乘积 
法则， 


对所有 x e ( a f b ) 9 (^) # ( x ) = kMg ^ x ) + g ( x ) h t ( x ). 
这样 f 由第一基本定理有 


^ gh 1 ] = f :( h g y = h ( b ) g ( b ) - h ( a ) g ( a ). 


而另一方面，由积分的线性性质可得 

(<M ， ”h，) 



式 （7. 6) 可由式 （7. 7) 及式 （7. 8) 推出. 

例 7.6 化 


(7.7) 


(7.8) 

■ 
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为 l x 



'x —( s \ nx ) dx , 
Jo dx 



为 


i Xnx ic {x)dx ^ 


在左边的每个积分都可以用分部积分法及第一基本定理计算 • 



換元积分法 


定理 7,7 设函数/: u ，6 ]-*R 是连续的，假定函教 客： u ， 刈 ― R 也是连续的， 
gt (c, d)— II 有有界的连续导数，此外，发： （ c, d)—R 的象在区间 （《, fc ) 内，則 

f t Ag ( x }) g r ( x)dx ^ (7.9) _ 

证明定义函数//: [ c , 如下： 

对所有 x e [c ， rf] ， H(x) « f (fog) g f - T / 

由于连续函数的复合函数是连续的，由命题 6.27 得到函数 / f : [ c , 刈 —R 是连续的，此外， 

由第二基本定理及推论 6. 32可得 

对所有 * e ( c f d ) , H ( ( x ) = f ( g ( x ) ) g f ( x ) ~ f ( g ( x ) ) g '( x ) = 0. 

由恒等准则得到函数 W : [ c , 是常数.特别地，由于叭0=0,所以也有好 U 〉=0 .于 

是式 （7.9) 成立. ■ 

败 w 的几何意义 

设可积函数/: [ a , 6]— R 具有如下 性质： 对所有6],/(*)>0,定义由/: [ a , R 
的图形及*轴所界定的面积是积分 f / U ) d *. 当然，为使这一定义合理，积分本身应有定义. 

特别地，由于函数 


f ( x ) = -/l - x 1 0 < x < 1 

的 ffl 形是以原点为圆心、半径是1的圆在第一象限的圆弧，所以积分 

上 y/\ — X 2 dx 

的值是单位圆面积的 1/4. 

回忆在 5. 2节中我们提出数 ir 的解析 定义： 假定下述三角函数的微分方程有解，记为 cc «*: 

|/”（*)+/ U )=0 对所有 * 

V (0) = 1 且尸（0) =0. 

则数 ir /2 定义为使得 cos *=0 的最小正数. 

当然，数 TT 具有半径为单位长度的圆的面积的几何意义.下面的公式则将 TT 的解析定义 
与其寻常的几何意义衔接起来. 



128 


第 7 聿 


命题 7. 8 

[TMI 如图 7. 1所示. 


1 T 

4* 



一 X 1 dx. 



图 7. 1 面积=丄 y/\ - x f dx = ir/4 

证明由于 sin 0=0, S inj = l ， 函数 sin * 在[0, 上是递增且可微的.由定理 7.7( 即 


积分的换元性质）得到 


上 -/l - x 2 dx 



sin Afcosjrdx* 


另一方面，由于在 [0, 由毕达哥拉斯恒等式与余弦函数的加法公式° 3 ,对所有 

X G [0, 7 t /2] t 


y/\-smxcosx = cos 2 x = ( 1 + cos2x)/2. 


这样， 


,w/2 


由于对。去(看 


-/l - sin 2 xcosxdjc 
sin2x\ 1 +cos2x 


[ l +c 2 092x ]dx. 




HMJ 


2 

cos2 龙 


，可用第一基本定理 推断： 由于 S in 0= aiim =0, 所以 

s\n2x\ 


2 




2 ¥ 4 


■ 


例 7. 9考虑积分 


【 e* J dx. 


对所有 xe [0, 1], 定义如果试图将函数/: [0, 1]— R 写成/ = /^ : [0, 1]— R 以 


o 回顾 5. 3节中毕达哥拉斯恒等式及余弦函败的加法公式是在余弦函数是上三角函数的微分方程的唯一解的基 a 上 
导出的. 
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便于能够算出 fgY ， 我们会发现无法做到这一点.类似地，如果试图换元，我们很快会发现很 

难选择函数 f [ c , 以使得容易算出 f ( Ng ) 〆 . ■ 

我们所考虑的例子说明了分部积分法与换元积分法的用处与局限性.当然，我们的目标是 
把一个积分问题转换成另一个可以直接应用第一基本定理的积分.但是当不能作这样的简化 
时，就需要开发估计积分的方法.在 7. 4节将讨论这方面的问捱. 

习题 


I . 计算下列 积分: 



2. 计算下列 积分: 

a. f ( lnx) 2 dx 


b . 


jT (1 - x) 2 ^/2~^~xdx 




x 2 coMdx 






3. 证明对任意两个自然数 i » 及 m . 


丄 1 - x) m dx = 上 （1 - x) m x n dx. 


4. ©定函数 /:R — R 有连续的二阶导数 _ 固定数$证明 

对所有 I , = - ( x - a ) r ( a ) +/( x ) - / U ). 

5, 假定函数 /: R — R 有连续的二阶导数.证明对任意两个数 a 及6, 

(xr(x)dx = bf{b) + /(a) -af{a) -f(b). 


6. 证明半径为 r 的圆的面积是 irr 3 . 


7. 计算例 7. 6中的三个积分. 

8. 假定函数/: [0, 》)— R 是连续且严格递增的，/: (0, « )—11 是可微的 + 此外，假定只0)=0.考虑公式 

对所有 | >0， J [/ + J ^ V 1 = VU ). 

用面积为这一公式提供几何 解释， 然后证明这一公式.（徒 示： 对该公式求导并应用恒等准则 .） 

9 . 龈定函数/: [0, oo )—1 R 是连续且严格递增的，并满足/(0) =0及/([0, *)) =[0 f »)• 对所有 
定义 

Fix ) = f / 及 G ( x ) =(厂 1 . 

B - 证明杨氏不等式 （ Young’s Ineguality ) ; 

对所有 a >0 及6>0， ab < F(a) + G(b). 

(提 示： 如习埋8中的公式那样，画朱草图有助于思考.〉 

K 对 /( x )= x ^( 其中 : c >0, 且 p 是大于1的固定败），用杨氏不等式 证明： 如果选取数9满足 W 

对所有及有 

P 9 


圓 


7.3 达布和与黎曼和的收敛性 

回忆对一有界函数/: [ a ， fc ]— R , 称定义域 [ a , W 的划分序列丨匕丨是/在[<1， 6] 上的划 
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分的阿基米德序列，如果 


- L ( AP n )] ^ 0. (7. 10) 

n — •善 

阿基米德-黎曼定理 断言： 函数/: [ a ，6 ]—R 是可积的，如果存在/在 [ a ，6] 上的划分的阿基 
米德序列，此外，对任一这样的阿基米德序列， 

] imL(/,Fj = f / 与 lim (7(/，尸,）= (7.11) 

现在要证明一个定理，称为达布和收敛定理，它 断言： 对于在 [«, 6] 上可积的函数/,如果划 
分序列 IP , 丨有性质 

limgapP n = 0, 

则此序列是/在 U , 6] 上的阿基米德划分序列且因此有 

UmL(/，/\> = f/ 及 = f/ 

J«i rt—•« Jo 


为证明达布和收敛定理，先建立一个比较两个不同划分的达布和的预备性结果，对一可积 


函数/: [ a , 6]— R 与 [ a , 6] 的一个划分 P , 加细引理 断言： 如果是/>的加细，则 


U /. P ) ^ △(//• 



矣 u(AP m ) ^ u(f.P). 


(7.12) 


估计式 （7. 12) 当然要求 />• 是 P 的加细.但是，如果不是 P 的加细，我们有下述关于两个 
不同划分的达布和比较的精确 估计： 如果 gap 广很小，则基于广的达布和与/*_是尸的加细情 
形下基于 p 的达布和一样. 

引理7, 10( 达布和比较引理）假设函数/: [ a , fc ]— R 是有界的并令使得 

-Af ^f{x) ^ M x e [ a , A ]. 

令 P 是 [ a , 6] 的一个划分，它有 A 个划分点，令广是 [ a ，6] 另外的任一划分，則 

L(f t P) - £ ^ L{F f P -) 及 U{f ， P .) 芩 U(J ， P 、 +E, (7.13) 

其中 

E = k * M 9 gapP ’ ， 

证明令 

尸 •= U 0 , 及/ > = 

如通常一样，当1矣 i 矣》时，令牝 = stipf /(*) 丨丨并观察到由 iff 的选取， 

从而由 gap 的定义，有 

财 - *,_i) < M • gapP* (7. 14) 

我们称下标 i 是交又下标，倘若/>•的第 i 个划分开区间（*「，，士）包含有划分/>的 
划分点 Y 令 C 是下标|1,…， M 中的所有交叉下标集，因为 P 含有 t -2 个非端点的划分点, 
而 P 的每个划分点5至多属于一个开区间这样交叉下标是小于 A 的.因此，由估 
计式 （7. 14)，我们有以下交叉下标对叭/, 贡献的 估计： 

X M ^ x i ~ * i-i ) ^ k • M * gapp * . (7.15) 

im C 

现在估计 （7(/, P _) 中那些非交叉下标部分的 贡献. 如果下标不是交叉下标, 
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则开区间（戈卜_, 不包含 P 的任何划分点，因此划分的区间包含在 P 的某个划 

分区间中.因此， &] 是 f 的一个划分区间，这个尸是 p 与广的公共加细.因此 

i 礞 C 

但是，由加细引理知 


这样, 


U<J ， P .) 矣 U(f 9 P). 


《 UiJ ， P )， (7.16) 

i^C 

我们把 £/(/， 中交叉下标及非交叉下标相应贡献的估计相加得到下面对 U (/， 的上 估计： 


n 

u{f，p •、壬 y ^^ 

i«t imC *eC 


矣 t/(/ ， P) + fc • Af • gap〆• 

用完全类似的论证，我们可获得对应的 m /, 的下 估计： 

L{J ， P) - k M^ gapP - 矣 L(/,P ，）， 

至此建立了式 （7. 13) 中的两个估计. ■ 

下述简单引理来自于阿基米徳-黎曼定理（习题 7). 

引理 7.11 假设函数/: |>， 6]— R 是可积的.則对每二正教拉>0，区间 [ a , b ] 存在一 
划分 / M 吏得 

UifrP ) - L ( LP ) < e . 

定理 7.12( 达布和收敛定理）假设函數/: [\ 6]— IR 是有界的.则下述两个论断是等 
价的： 


i. 函數 /: [a ， 6]—►R 是可积的 . 

ii . 对 [ a , 6] 任一划分序列丨 H ，若 

limgapP. = 0, 

则有 

\im[U(/ f P n ) -M/，/\)] =0 ， （ 7.17) 

«'+ oe 

因此 

及 = f/ (7.18) 

a —Jm pi— • Ja 

证明假设 （ ii ) 成立.选取 [«, 6] 的划分序列 | i \| 满足 

limgapiP ^ = 0. 

托一 *» 

由于 （ H ) 成立，故 

Hm[£/(/,/>„) - 1(/, 尸 ，）]= 0. (7. 19) 

鑷一 ■ 

依照阿基米德-黎曼定理，函数/在[«， &] 上是可积的. 

为证明其逆，假设/是可 积的. 令丨 PJ 是 [ a , &] 的任一划分序列，满足 

limgapP A = 0, 
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我们希望证明 (7.17). 为此，由序列收敛的定义，选取 e > o , 蘅证明存在下标 / v 使得当时有 


國 


0妄 Uif.PJ -L(/,PJ < ^ 

由于 e /2>0， 由引理 7. 11,可选取 [ a ，6] 的一个划分 P , 使得 

U(f t P) -L(f ， P) < s/2. 

令 A 是划分 P 的划分点数并令使得当 &] 时有 

-M ^ f(x) ^ M. 

这样，由上面的达布和比较引理，以 P . 替代对每个下标 n 有 

L{f ， P、- E n ( 及 "(/,0 矣 U(f t P) +£„, 

其中 

E n ^ k • M ' gap /%. 

由此对每个下标％ 

0 矣 "(/,/%) - [ U(f,P) - [L{f,P) -£J 

=["(/ ， 尸） -Uf,P)] +2E n 
< s/2 + [2 fc * M - gapP n ]. 


即对每个下标 


由假定， 


从而也有 


0 矣"(/，'>〜 L(f,PJ < e/2 + [2/ r - Af - gapPj . 


limgapP ft = 0, 


(7, 20) 


(7-21) 


(7.22) 


lim[2/c • M • gapP ft ] = 0. 

n— 

这样可选下标 W 使得当 n ^ N 时有 

0 名 [2k - M * gapP n ] < s/2. 

从估计式 a . 22) 及上面 AT 的选法，我们看到所需的估计 （7. 20) 对下标 yv 的这一选取也成立. 


这样丨匕丨是/在 [ a , 上的阿基米德划分序列，故由阿基米徳-黎曼定理知式 （7. 18) 成立， ■ 

定义考虑函数 /: O, b]^R t 设 / >=U 。， … ，是区间 o, fr] 的划分 • 对每个下标 
01 ，设 C; 是区间 [X 卜 1 ，中的点.則和 


⑷ （ n ]) (7*23) 

» = | 

称为函数 /: [ a , 6] —R 基于划分/ > 的黎曼和 （ Riemann sum). 

我们用符号 /?(/, P ， C ) 表示黎曼和 （7. 23) 是方便的，其中 C 表示在划分的诸划分区间 
内的选取点集 k ,， …， cj °. 显然，如果函数/: [«, 6]— R 是有界的，则对 [ a , &] 的每一 
划分 P 及选取 C 有 

1(/ ， P) < R{f t PX) < «/(/ ，尸 ） • 

_考虑这一不等式及达布和收敛定理，自然得到下述收敛结果. 


G 当使用符号 《(/, P, C) 时，我们其实已隐含地俚设 c 是已选定了的 . 
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定理 7.13( 黎曼和收敛定理） 假设函數 /: [ a , fc]—R 是可积的.对每个自然數 n ， 令 
是[ 0 ,办]的划分而/?(/， P ,, 是黎曼和•若 

limgap/^ = 0 ， 

则 


证明对每个 T 标 n . 




Kf.PJ «/?(/, 匕， C n ) 在 U(f,P n h 


(7.24) 


依照达布和收敛定理， 




及 limt /(/，/\) 


这样， 


^ limft ^ limt/(/，PJ 


jy . 


所以 （7. 24) 成立. 


_ 


例 7.14 对每个自然数/ I ,定义匕是[0, 1] 的分成 n 个等长的划分区间的规则划分.考 
虑积分基于划分的黎曼和，其中对1 矣 i 矣 n ，令 c ; = i / n . 由上面的黎曼和收敛定理及 


第一基本定理可得 

lim [ = lim 丄 [ /T + …+ ffl 

一 I n 3/2 J — nUJ n a / n J 

习題 

1. 对固定的正败办，求 


^/xdx 


■ 


lim 
… . 




2,求 


3.求 


•求 


H 


imf 

— 


+ 


2 


2n 


lim V 

羼 一 L “ _ 


k 


k 2 


lim 




一 • L */n • n W + 1) W n + n ) J 

5. 设6>】.对于 ^ [1/ V ^] dt 求 [1， fr ] 的划分 P = U 0 , …，的由选取名 i <«) 
所得到的黎曼和的值. 

6. 假定函数/: [0, 1]— II 是可积的.证明 

+ 4t) + *** M ¥) +/ ⑴] = P 
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\m 


7. 证明引理 7. lh 

8. 俄设®数/: [a，6]—R 是可积的.为确定定义域 U，6] 的划分序列|/\丨是/在 [«, 6] 上的阿基米德划分 
序列，条件 ^^gap 广 =0是必要的吗？ 

9. 假设函数 [ a, 6]—R 是连续的.令 P 是定义域 [a，5] 的任一划分.证明存在黎曼和 fl(/, P，C> 等于 
J/ (提 示： 对积分用中值定理 ，） 


10, 假定函败/: [«, ft 是利普希茨函数，即存在数 c 使得 

对 [a，6] 中的所有 II 及 v， I /( u) - /( v ) 丨矣 rl u - I? L 
设 P 是 [«, 6] 的划分而 /?(/, P, C) 是基于 P 的黎曼和.证明 


R(LP.C) 


J 1 / 珀 c • (6 - a) 


• [ S a P p ], 


11.设/>与/1是自然数且 n &2. 证明 




ii ” 


P 




(提 示： 用关于 n 的归纳法论证 ■) 

12. 对自然败 p , 用上題证明 

{ ^ dx = ― . 

Jo p + 1 

13. (用费马 （ Fermiil ) 方法计算幻设 6>1 且卢# -〗•对所有 r G [ l , 6] 定义 / U )=， 


对每个自然数 n， 


令 = U。 , 
a . 证明 


f 是 [U 6] 的划分，其中气 =6M(0 莓 i€«). 


b. 证明 


用 （a) 及 （b> 证明 


,/(*•>( Wi 


1 - 
I 


-( 广‘） 


n m i -( 广广 十 l 


i/_ 


r /也 =lim - ) 

1 


b fi * 






7.4 积分的近似法 

存在许多函数 /: [ a , 6]— R 是可积的，但是它们却不可能用换元法、分部积分法等方法 

来利用第一基本定理计算 f /(*) d *. 然而，在前几节中所确定的达布和或黎曼和的序列是收敛 

于积分的，只要对应的划分序列的间隙序列是收敛于0的.但是，我们并没有提供它们与积分 
之间的差的估计.本节讨论积分值的近似计算，以及近似计算过程所产生的误差的界. 


局部误羞与整体误差 


取 O , 6] 的划分 P = U 。， …， xj . 则对每个下标 i 多1,用某个'近似 

f f(x)dx ,. 
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并定义戈为 

- ( f { x)dx - A r 

定义 4 s 全义及 £： S 左 £： •，所以 

* ■ 1 i ■ t 

ff ( x)dx - A = £• 

K 称为局部误差 （local error )，£ 称为整体误差 （global error ) _ —旦估计了局部误差， 也就 

容易得到整体误差的估计 • 我们将介绍两种近似 方法： 梯形法则 （Trapezoid Rule ) 与辛普森法 
则 （ Simpson’s Rule ). 

梯 形法则 

、对于梯形法则，考虑区间|>， &] 的划分/>= U 。， …，〜丨.对每个下标 i > i , 用 

A * - y(*i - x ， -i)(J( x ， .i) +/(«,)) 

作为 f fix ) 的近似值.如果 /($_) 这0及 /('•_> 多0,上面的次其实就是以 （ v , , 0 ),( 1 ,， 
- 1 

及 （1,0) 为顶点的梯形的面积.如图 7.2 所示.下面先估计局部误差. 


y 



图 7. 2 jy 的梯形近似 

定理 7, 1 S (梯形法则的局部误差）假设函数 /: [ c , 是连续的，它在开区间 （ c ，< i ) 中 

有二阶导教.则在开区间 （ c , d ) 中存在点（满足 

Jf > ) d :- ( d - c )(/( 2 c ) +如）） = (7.25) 

证明 令 m =( rf + c )/2 是区间 [ c , if ] 的中点，则若 t 0 s(d - c )/2, 我们有 

m + f o =^ 对0名 Wi 。， 设 i ?(0 是/在区间 [ m -/， m + £] 上积分的直接梯形近似的误差.于是 
定义辅助函数心 [0, 4 。]— R 如下： 

对0矣 f 莓 t 0 ， E ( t ) =[ J * /( x)dxj - *[/( m + i ) +/(m - t )】* 

观察到 （7. 25) 式左边恰好是 £( i 。）. 现在定义另一个函数//: [0, t 。]— R 如下： 
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对0彡 t 名 t 0 ， H ( t ) = E ( t ) -(丄) 3 £(* 0 ), 

由命题 6.27 得到函数五： [0, 是连续的，所以函数//: [0, 也是连续的.此 

外，由第二基本定理及链式法则可得 

对0 < t < t 。， E . ⑴ =/(m +0 +/( TO -0 - [ f{m + t ) +/(m - l )] +0 - f'm - t )] 

=+0 - 

于是，对 0< t < i 。， 

H r ( t ) -厂 (m -0] 

’0 

显然， H ( 0 ) = H ( t 0 ) = 0 . 可以将罗尔定理用于函数 //: [0, t 0 ]^R f 从而在 （0, f 。） 中选取点 
在该点处有 / t ( g ) = 0 ,也就是 

3 t 2 

- tA / r ( m + t 9 ) -尸 （m - O ] (〜 ）=0_ 

^0 

现将中值定理用于函 数尸： [ m - l . ? m + t .]— R ， 并在 （„-£.， 财+1.)中选取（，在该点处有 

f'(m + t ,) - /'{m - l „) - m 。. 

将上面的等式代人到前面的方程中，得到 

2 t\[no +会0。)] = 0. 

但 由于《。= - c ]/2， 

E ( h ) = -(公 C ) V U ). (7. 26) 


國 


正如我们已注意到的， （7. 25) 的左边就是 £ U 。）， 这样式 （7.25) 就由 （7,26) 得到. ■ 
定理 7. W (梯形法则的整体误差） 假设 函數 /: [ a , 6]— R 是连续的，而它在开区间 U ，6) 上 
有有界的二阶导数.对于区间 [ a , fe ] 的划分 />= u 。， …，\丨， 






M [ gSipP] 2 {b - a ) 


(7.27) 
(7. 28) 


其中 


M = sup{ I 尸(幻 I 卜 G (a ， 6)}- 

证明 对每个下标1‘赛1,可用划分区间[>;_,， a ] 上梯形法则的局部误差估计在开区间 
(^-i * 中选取一点么，在该点处有 


f ( x)dx 

J ^.-1 


U ， ^-i)(/(jgj) +/ (: 卜 i)) 
~2 


将 n 个等式求和可知 （7,27) 式成立，其中 


- ( n‘）r ⑹ 

12 ~ 



12 


然而由三角不等式及 gapP 与 Af 的定义， 
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[ gapP ] 

12 


m 

I 


-1)1 尸 ⑹ I 


_ ； gapP] 2 Af^ ( 、 M[gapP] 2 (b - a) 

矣 12 士 （ ft 】）_ 12 • 

例 7.17 用梯形法则估计 ln 2=| 2 l / tik •对 1 莓定义 /(O =1 A . 注意到 

xt 1 ^ t ^2, o « f n {t) ^ 2, 

对自然数 n ， 令 P a 是将区间[1， 2] 分成几个长度相等的子区间的划分.则（见习題 3) 


ln 2 


1 1 

=— — 

n L 2 



+ 


n 

71+2 







其中 


0^1 £J 

on 

取 rt = 10, 经过简短的计算得到 ln 2 的不足近似值 （ lowerapproximaUcm ) 为 0.6937714, 其误差至 
多是 1/600. ■ 

从梯形法则的局部误差估计，我们注意到当 /:R — R 的图形是一直线时，梯形法则给出积 
分的精确值.此外，当对所有 xe («， A ), 

r(x) > 0 _ 

时，即意味着函数/: [ a , 6]— R 是凸的 （ convex ), 梯形法则给出积分 的过剩 近似值 （ upp « 
approximation ). 上面的每个论断在几何上是显而易见的. 

辛普森法则 


第二种近似方法称为辛普森法则.虽然从几何上寻找这一方法并不容易，但一般说来该法 
则比梯形法则更精确.给定可积函数/: [«， 6]— R 及区间 [ fl , fr ] 的划分 P = U 。， …， xj ， 

对每个下标,用下式作为积分 f /的辛普森法则近 似值： 

+ 4/( +/(*,)]. (7.29) 

比较近似方法优劣的一种方式是看对什么函数积分的近似值与积分值严格地一致.对梯形 
法则，只要函数/: [ fl , H — R 是次数小于2的多项式，也就是/: [«, R 的图形是直线， 
积分近似值与积分值就严格地一致.我们将证明只要函数/: [^ &]— R 是次数小于4的多项 
式，辛普森法则的积分近似值与积分值就严格地一致 e . 

为得出辛普森法则公式的局部误差估计，首先注意下面的罗尔定理的稍微推广. 

定理 7.18( 推广的罗尔定理）假设函數 g : [ c ， rf]—R 是连续的_对于自然数/ I ,假设茗 
在开区间 （q rf ) 上有 n + 1 阶 导數. 令％是 （ C , d ) 中一点且有 


0辛普森法«公式可如7 导出： 对函数/: [e，d]—R， 存在唯一的二次多项式广 R—R , 它在 * = x^(c + d )/2 
及: r = d 处与函数/: [c, d]—R 取值一致.对该多项式坷以证明 

* 1 % - 
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g (^ o ) - 〆 （％)=•“= g { n ) ( x o ) - 0 - 

则对 [ c , d ] 中每个点。（在该点处 g ( x ) =0) ， 必存在点 （ 严格地介于 文 。与 X 之间，且在该 
点处 

g l ^ l ) U ) = o . 

证明假设*>%.将罗尔定理用于函数 f [*。， x )^ R t 可在(*。，幻内选取点 r ,， 在该点 
处发 (&)=()• 再将罗尔定理用于函 数 〆 ： [%, z,]^R , 在（％, A ) 中选取点々，在该点处 
g n M = o . 连续作这一过程《次，可在(*。， *) 中求得点 L ,=(, 在该点处 〆 "〜（（）=(). ■ 

定理7_19(辛普森法则的局部误差）假定函数/: [ c , 是连续的，而它在开区间 

( c ， d ) 上有四阶导数.則在开区间 （ c ， 幻中存在点 （， 在该点处 

jy { x ) dx -^ f ^-[ f ( c ) +4^^± i )+/( d )] =-^(d - c ) s / <4) (^). (7.30) 

证明令 (c + d >/2 是区间 [ c ，<0 的中点.那么，如果 = (</- c )/2, 我们有 ro - t 0 = 
c 及 m + t 0 = d . 对于 0 矣 Ni 。， 令是/在区间 [ m -<， m +*] 上的积分的辛普森近似的误 
差，这样定义辅助函败[0, t „]— R 如下： 

对一气名，在 〜， ^(0 = ( /- m + ^) + 4/(m) +/(m - t )]. 

注意到 （7.30) S && a *£：( t D ). 现定义函数 //: [ - t ot t 。]-^ 如下： 

对名 Mt 。， H(t) = £(t) - (-?-)*£：(«„). (7.31) 

'( o ’ 

由命题 6. 27 推出函数心 [- t 。， i 。]-^ 是连续的，所以函数[-£。，也是连续的， 
显然扒0〉 =//( t 。） =0»现在将证明 W (0) =/ T (0) =0因而可应用推广的罗尔定理.应用第二 
基本定理和链式法则，在（-&，*。）的每一点*处，有下列导数的直接 计算： 

迟 ， ⑴= /(to + 0 +/(m - 0 • - j -[/( w » + 0 + 4 /( m ) +/(to - 0 ] 

- + t) - f f {m - 0 ] 

=-|-[/(to + t) - 2/(m) +/(m - 0 ] - y[/ # (^ + 0 -/ r (m - i)], 

E^t) = yC/^m +l) -f f (m — f) ] - y[/ J (m +<) 

-+ LT — + f ) + r ( m -0] 

= ^~[/’（ + 0 -/'(m-«)]- 含 [,(m + t) +f n (m - <) ] ♦ 

E m {t) =-y[r(m +«) -r(m -t)]. 

这些计算连同 （7.31) 式表明 H (0) =/ T (0) =^(0) =0 且 

对 - t 。< t < t 。，/ T ⑴[广 （ m + <) -fim - l )] - 

5 l 0 

因此，由于 f /( U =0, 在 n =2 的情形下可应用推广的罗尔定理，在（0,《。）中选取点 I .使得 
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=0,也就是 


+ - r(m -<•)] 


60 t \ 


E ( t 0 ) =0, 


(7. 32) 


最后，将中值定理用于函数广 ： m + t ,]— R , 在 （ m - t .， m +*.) 中选取点在该 
点处 

广 (17» + t.) - 广 （ m-£.) = 2t,/ (4) ((). 

将上面等式代人式 （7. 32) 推出 

- jE ( t o )] = 0 r (7. 33) 

由于 *•_()， t 0 :( d - c )/2, 因而有 




(7.34) 

■ 


由于是 （7. 30) 式的左边，这样由 （7. 34) 式可推出 （7. 30) 式. 

推论 7.20 对次数最多为3的多项式/>: R—R 及数 c < rf , 

^ p{x)Ax = - c)|p(c) + + 

证明由于对每个数 （， P iA ) U ) =0,于是由辛普森法则的局部误差界立即可得要证的 
结果. _ 

定理 7.21( 辛普森法则的整体误差）设函数/: [«， 6]— R 是连续的，而它在开区间 （《, 6) 
上有有界的四阶导数.令尸 = U 。， …， &丨 是区间|>，的划分，则 

丄/ = (*‘ _ * i-i )[/(*.) + 4/( +广 _ ) + )] + 

M [ gapP] 4 (fc - a ) 


(7. 35) 


£1 « 


2880 


196 


其中 


M = sup I I / (4) ( x ) \ \ a < x < b \. 

证明对每个下标可以应用划分区间上的辛普森法则的局部误差估计在 
开区间 Um , 中选取点使得在该点处 




6 「 • ] 2 
将《个等式求和，可见 (7.35) 式成立，其中 

e - ~ y* (xi 
2880 f^ x 1 

然而由三角不等式和 gapP 及 W 的定义可得 

[gapP] 


2880 




) 5 / < 4 > (a)_ 


E \^ 


2880 


1( 




X 


^[gapP] 4 (fc - a) 
' 2880 


■ 
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习题 


圆 


画 


1. 用第一基本定理（对导数求积分）计算下列每一个积分 _ 以划分 A 用梯形法則与辛普森法則计算积 
分的近似值，比较由定理 7. 14 与 7. 19 所提供的误差估计与实际生成的误差 . 

a. J^(2* + 3)dx b. x 2 dx c. x 4 dx 

2. 对下面的每个积分，通过直接计算验证推论 7. 20. 

a • 丄 （ JT 2 + x*) djr b_ (x + 1 ) 4 d* 

3 ♦ 假设函数 /: [a ， 6]—R 是连续的，而它在开区间 &) 上有有界的二阶导败 . 设 n 是自然数，证明 

]! /(x)dx = (^)[^ + s ^° + t (6_<,) ) + ^] +£；, 

其中 

8up ( i* e («,*>>• 

4. 用习理 3 对 n=3 估计 1«4 并给出误差的一个上界， 

5. 用习题 3 对《 =4 估计并给出误差的一个上界 . 

6. 用辛膂森法则就 P= 丨 1 ， 3/2, 2| 估计 ln2 并给出误差的一个上界 . 

7. 类似于梯形法则的一个近似法则是中点法则 （Midpoint Rule) f 该法則用 （d - c)/( [d+c]/2 ) 作为积分 

的近似值 • 证 明：如 果函数 /:[c ， rf]—R 是连续的，而它的限制 /: (c ， rf)—R 有二阶导数，则对 （ C , 中某个 
点 t 

(f(x)dx = (d -^(d - c yfd). 

( 提示：令 m = (c + rf)/2 ， 令 f 0 =(d-c)/2 ， 对 ■ 冰 f 幻。，定义 

_ =[〔;/】-冰⑷ -( 亡)7二"2音 /(—. 

就 n = l 对函败 //: [-& ， R 应用推广的罗尔定理， ） 

8. 对连续函数 /: [a ， A]—R 及 [«, fc] 的一个划分证明 / 在 [ fl , A ] 上积分的梯形法則近似和辛普森法则近 
似都是 / 在 [« ，上的黎曼和 . 

9. 求中点法则的整体误差估计 + • 

10- 用中点法则（见习埋 7 ) 及梯形法則的局部误差估计求积分 

的值，以 证明： 如果 0 < a <&， 則 

/—r ^ 6 — a + A 

# < l^TTuTa < 丁 _ 

( 几何平均小于对数平均，而对败平均小于算术平均 d 


第 8 章泰勒多项式逼近 


8.1 泰勒多项式 

多项式是最简单的函数类.本章我们将研究如何用多项式来通近一般函数. 
两个函败接触的阶 


定义 设/是点&的一个邻域 • 函數 /:/—R 及 p/—R 称为在％有 0 阶接触 （ contact )， 

倘若/(%)=尽（％)•对自然數 n ， 函教 /:/— R 与 g :/— R 称为在 x 。 有/ I 阶接触，谪若 /:/—R 
与豸： /— R 有 n 阶导数，且对0矣 fc 矣 a 有 

广 U ) 


倒 8. 1 对 0< x <7^， 定义/( X 〉-7及 m 1 •*，则 

/ a ) = ^( i ) 且 / f (d = ^( i ) 但 r ( i >#，（ i >. 

因此函数/: (0, R 与 g : (0, 0)— R 在 x 。 =1有1阶接触，但没有2阶接触.在点 


(1，1)，该点同时位于两个函数的图形上，函数图形的切线相同. 

对任一自然数 ） 和任一数％，对所有*有 

d 


■ 


dx 


(x - % 0 y = j{x - 无 0 ) 


j-i 


这样，通过连续求导可得，对每一对非负整数及史， 


£ [( 


* o ) ( ] 


I : 1 


( 8 . 1 ) 


若 k = € 

若 A _ 

命题 8.2 设/ 是点％ 的一个邻城而 ri 是非负整数.假定函數 /:/— R 有 II 阶导数 • 则存在 
唯一的次數最多为 n 的多项式，它与函數 /:/— R 在％有； I 阶接触_该多項式由以下公式 定义： 


mi 


pA x ) = A x o ) +/' Uo ) U - X 。) 


广 （o 


x 0 y + 


+ 


广（ 




k \ ' - n ] 

( 8 . 2 ) 

证明 如果 n =0, 函数仅是常数函数，在％处的值为 / U 。）， 结果显然成立 • 假定 n 多 1， 
由式 （8, 1) 幂的微分可得对0矣 A 矣/1， 

d * 


dx k 


[P〆 太 ）] 




所以函数/与多项式 Pi 在％ 有 n 阶接触. 

余下的是证明唯一性.然而，如果取次数最多为《的一舣的多项式，按（*-*。）的幂写成 

p ( x ) = c 0 + c ■(欠 一《。）+ ••• + c 緣 （％ - y ， 

则再次 由公式 （8.1) 幂的微分，显然对0矣 fc 霉 n 有 

d h 


dx 


ip (^)] 


k\c k 
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所以，如果多项式与函数/有 n 阶接触，则对 0€ kn , 必有 kt c k =/ ik > ( x 0 ) f 即 /^/v _ 

由 （8.2) 式定义的多项式 9 „称为函数/:/ —► R 在点处的 n 次泰勒多項式 (Taylor polynomial ). 

泰勒多项式的例子 

例对所有*定义 /(*) = 〆 .对每个自然数 A 及所有*， / (4) ( x ) =/. 如图 8.1 所示.于是 
函数 /:R — R 在点 x =0处的 n 次泰勒多项式由下式 定义： 



1200] 图 8. 1 /(*>= 〆 的外（*>， p ,(*> 及 


例 8. 4 


对尤> -1, 


定义/(*〉 = In(l + x ). 

广⑷上 


对每个自然数丨及所有$> -1， 

1 广，（灸-!)! 

(1 + x) A _ 


于是/: (-1, *>)— R 在处的/»次泰勒多项式由下式 定义: 


Pn( X ) 


一 1) 


2 


n 



例对所有\定义 yu ) = c __ 对每个自然数 a 及所有 x ,/ ( M ) u ) =(- l / coM 而 
/ < 2 * + , >( x )=( - l ) 4 *'6 in *. 于是，对每个非负整数 h 余弦函数在的泰勒多项式由下式 给出： 

PiA x ) = = 1 ~ f[ + **' + gnVr 。' ■ 

例 8.6 对所有％>0,定义 /( x ) =斤对每个自然数&及所有 x >0, 



于是函数/: (0, R 在处的三次泰勒多项式是 

* 

pA x ) - ^ + 士 (* _ 1) _ ^~( x ~ O 2 + 4(* - I) 3 - 


对于在一点有高阶接触的两个函数来说，当邻近这一点时有理由预料它们之间的差很小. 
特别地，如果/ 是点％ 的一个邻域，而是函数 /:/ — K 在巧的《次泰勒多项式，则对 J 中另 
[20 T 1 一点 * ，可以对差 /(*) - p n (*) 进行估计，并且当*通近*。及/»很大时，该差会很小.真正令 
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人吃惊的是即使当* 远离％ 时，也常常会有 

- />• (幻]= 0. 

在 8.6 节将会看到，某个函数的泰勒多项式并不对除*。之外的任何 * 提供很好的近似值，而不 
管下标 n 有多么大 0 .对 所有: re /, 定义化 U )=/ U ) - p „ U ), 所以 

对所有 X ^ I f f ( x ) = p n ( x ) + R n ( x ) , 

并称 —► R 是; i 次余项 （nth remainder ). 在 8. 2 节，我们将对这一余项加以分析. 

习题 

1. 对以下每一对函败，确定在指定点处的最高接触 阶败： 

对所有》, f ( x ) 及 g(x) = sinx； 

b . 对所有 X ， /( x ) = 〆 及度 U ) =1 ^2 x 2 ； 

c. 对所有 x >0, f ( x ) 及 yU) ^( x-\) y + liuc； x 0 = 1. 

d. 对所有 x>0, f { x ) =lnx 及 = {x - l ) 700 ^ Inx ; x 0 =\. 

2. 对以下每个函数，计算在指定点处的三次泰勒多 項式： 

■-对所有 *， fix ) - + 〆 ）(k; x 0 =0_ 

*>• 对所有 x, f ( x ) =sinx； x Q -0. 

C , 对所有 ju ，/(:)= ain: + 严； * 0 =0. 
d , 对所有 x <2 f f ( x ) = ^/2 ~ x ； x 0 = 1. 

3. 对所有\定义/(幻=/^_求函数 /:R — R 在 x =0 处的 6 次泰勒多项式 ♦ 

4. 假设函数 /:R — R 有三阶导数且在 i =0 处的 3 次泰勒多项式是 =1 +4 x -? +^/6. 证明存在点0的 
一个邻域使得 /:/—R 是正的、严格递增的且有严格递增的导数. 

5. 假设函数 /:R—R 有二阶导数，且 

rr(*) +/U) = 对所有戈 

1/(0) = 0且尸（0) = 2， 

求函数 /:R—R 在处的4次泰勒多項式. 

6. 用 ％ + 替代 x, 并用二项公式证明任一多项式 P 都可以表示成 （x -七） 的幂的 形式： 

p(x) = c 0 + c, (x - ) + -• + C^Cx - X 0 )*. [2021 

8.2 拉格朗日余项定理 


本节对函数与它的 n 次泰勒多项式之间的差进行估计.为便于参考，我们在此重述柯西中 
值定理的一个推论（定理 4. 24). 

引理 8.7 设/是开区间而 n 是非负整數，并假设函教 /:/— R 有 n + 1 阶导教，还假定在/ 
中点％处， 

f (k) (x 0 ) =0 ， Q ^ k ^ n. 

則对/中每个点 x / x 。， 存在严格介于 jc 与之间的点 c ， 在该点处 

0在8.6节将叙述一个*数/:11 — 11,它具有任意阶导数且若龙―0、/(幻 >0,而若/的各阶导败镍是0,因此 
/在 * =0处的所有泰耱多項式实际上就是常函败 0. 
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fix ) 


= …。) 


一般的余项定理是上述引理的简单推广. 

定理 8, 8( 拉格朗日余项定理） 设/是点％的一个邻城并设/ I 是非负整数，假设函数 /:/— R 
有 n +1 阶导數 • 则对/中每一点欠尹％,存在严格介于 x 与％之间 的点 c 使得 

ff v ^ / C } (^o ) y \* . f in * }) i C ) ( 、*.l / o n \ 

/(^) = y — r\ —(:- : o ) +7~ - ^ q ) . (8-3) 


证明考虑函数 /:/— R 在％处的次泰勒多项式， 


pA x ) 


▽ 


广（ X 。） 


h ~~ k \ 


(x - x 0 ) 


由于函数 /:/— R 与 在％ 处有 n 阶接触，如果对所有 ze /, 定义函数 / f :/— R 如下: 

= f ( x ) - p H ( x ) 5 


则 


R(x 0 ) : /r(x 0 )= … =/? ⑷ u 0 ) =a 
按照上述引理，若在/中则存在严格介于$与&之间的点 c , 使得 


R ( x ) 



但由于是次数最多为 a 的多项式，它的 n + l 阶导数恒等于0,因此 

/? tR 4 l ) ( c ) =/ ( ft + l ) ( c ) - pl tt + l ) ( c ) =/ n + 1) ( c ). 


所以从前面的方程可得 

/(*) - pA x ) =及（*)= 么二 4;)! “ _ * 。广 I ， 



因此可得公式 （8.3). 


推论 8.9 假定 p 是次教最多为 n 的多項式，令％是任意点_则/>在％处的 n 次泰勒多项 
式等于 p 本身. 

证明固定按照拉格朗日余项定理，可选取严格介于$与％之间的点 c 使得 

pm - p ^ x ) = d ), (…。 r 1 . 

{n + l ) l 

但 p 是次数最多为 n 的多项式，所以 P ( - + ” U ) = o . 于是 P ( t U ) = 〆 *). ■ 

数 e 是无理数 


我们用拉格朗日余项定理得到 e 的一个精确估计.首先建立 e 的一个十分粗糙的 估计： 

e < 4. (8.4) 

为证实它，注意到函数 In : (0， 》)— II 是严格递增的，所以 

e < 4 当且仅当 1 = Ine < ln 4. 

但是，用自然对数的积分表示以及积分大于或等于任一下达布和这一事实，如取区间 [1, 4] 
的划分/>= |1，2, 3, 4|并对1幻矣4设 /( t ) = l / t ， 我们有 

ln 4= | 4 yd ^ L (/, P ) = y(l -0) + y(l -0) + 1 - 0) > 1. 
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如图 8. 2所示. 



12 3 4 


图 8. 2 fl / idt 对划分 I 丨，2, 3, 4丨的下达布和 


定理 8* 10 


对每个自然数 n 及每个非零教 Jt , 存在严格介于0与 x 之间的点 c 使得 





+ _ 
n ! 


+ 


(n + 1 ) ! 


(8.5) 


特别地， 

如果0名太矣 1， 0 < e * — [ 1 + jc + **• + —— 1 < 7 | v (8* 6) 

L n!J (n + 1 ) ! 

证明公式 （8.5) 可直接由拉格朗日余项定理及例 8.3 得到 • 前面刚证明过 e <4， 由于函 


数 exp : R—R 是严格递增的，可推得 

如果 0 < c < x 炙 1 ，则 1 = e° ^ e c < e 1 <4, 

于是由 （8. 5) 式可得估计式 （8. 6). ■ 


命题 8. 11 数 e 是无理教. 

证明 用反证法证明.假定 e 是有理数，则存在自然数/ I 。与 m 。 使得则对于 
x = l , (8.6) 式变为 


对每个自然数 
用 n ! 乘此不等式得到 

对每个自然数 


0 < 


^0 




2 + 


h \ 




4 


(n + 1)!. 


0 < 


\n 0 


![ 


2 


+ 




4 


► 2 { I ^ * 

然而，如果/1>4且11>/«。，由上述不等式可推出在区间（0, 4/5) 中存在一个整数.这一矛盾 
证明 e 是无理数. ■ 


欧拉 常数： 自然对数的壜长 


204 
1 

205 


回想在 2.2 节，我们证明了序列 
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是严格递增的但无上界，也就是调和级数发散.另一方面，在 5.1 节，我们证明了序列 Unn | 是 

严格递增的但无上界.亊实上，在下面的命题中，这两个结果是等价的. 

命題 8. 12 

lim [1 + 冬 + …+ ——— ln( n + 1)1 = y, 其中 0 矣 1_ 

« L 2 n J 

证明 对每个自然数《，定义 

c n = \ + 4 + -- ln( n 十 1 ). 

2 n 


下面将证明序列严格递增且有上界 1. 这样的话，命题的结论就是单调收敛定理的结果. 
证明的关键一步是下述不等式，它的证明暂时延后.对每个自然数 L 


0 < 士 - [ln(A + 1) - InA] < ^ 

从不等式 （8. 7) 的左边部分，其中 A = n + 1， 我们看到对每个自然数 / i , 

~ C H - ―- [in(n + 2) * ln(/i + 1 ) ] >0 ， 
n + l 

所以序列是单调递增的. 

我们对 （8. 7) 的左边部分求前项和得到 

现在看到 

^[ln(A: + l) - \nk] = ln( n + 1 ) - lnl = ln(n + l )， 
所以对每一下标前述不等式可写成 

现对这个不等式的右端有下述估计： 

t [ 击 ] = 士 + |ji?l < T + 客 W-J 


士 + 卜士 + -士1 


(&7) 


(8-8) 


这样，由（8.8>, {心丨有上界 1. 由单调收敛定理可推出收敛于数 y , 且 7 «1. 

剩下的是证实不等式（8.7),事实上，因为 ln(A + l ) - lnfc = ln(l 所以式 （8.7) 是 

下述不等式的一个推论，其证明留作习題（习題 4): 若无>0, 


0 


ln(l +x) 


2 


(8*9) 


■ 

命題 8. 12的叙述中定义的数 y 称为欧拉常教，至于它是有理数还是无理数则是未知的.由于 

lim [ ln ( /i + 1 ) - lim ] = lim Inf 1 + = lnl = 0, 

n—» \ ft f 
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欧拉常数 y 也可表示成 


习 fi 

1- 证明： 当 X >0 时有 


特别地，证明1,375 < 
2. 证明： 当 x >0 时有 


3- 把多项式 P ( x ) + x 按 U -1) 幂次展开- 

4. 在； t =0 处将拉格朗日余项公式应用于 / U ) = ln(l + x ) T 以证明不等式 （8.9 广 

5. 证明： 对每对数: r 与 A , 

| %\n{x + fc ) - (ftinx + hcosx ) | ^ 了 * 

6 . 设 / 是点 \ 的一个邻域及 ii 是自然 数* 假设函数有 《 + 1 阶导数 • 证明拉格朗日余项定理等价于下 
面的命鼷：对每个使得的数 M 存在严格介于0与1之间的数》，使得 

/(〜“）= 

7. 用推论 8.9 证明： 如果 p 是多项式而数: t 。 是/>的根， 即 p ( x 0 ) =0, 则存在多项式使得对所有 it 有 〆 4 = 
(x -x c )q(x). 

8. 数％ 称为多項式/>的 A 重根，倘若 ft 是自然数使得 〆 *)=(戈-力）^(幻，其中 r 是多项式且 r <\)#0 •证 
明％ 是多项式 p 的 A 重根当且仅当 

P(: 0 ) = 〆 （％> :…= p u ' u ( x 0 ) = 0 而 P ik) (x 0 ) ^ 0, 

9. «. 对自然败 n ， 证明 


lim 1+4 


2 3 


-- In n \ 

n i 


2 < K 5. 


-~ < /l + x < 1 + - 


# 4 X 


\n 




L：y 



b , 用 （ a > 给出二项公式的另一个根. 

10. 假定函数 /:ft — R 与 g : R — R 都有 n + 1 阶连续 导数. 证明 / : H — R 与 fR — R 在 x =0 有 n 阶接触当且 
仅当 


_ . A _ ^ 



II 用拉格朗日余项定理验证确认局部极值点的如下 准则： 设/是点&的一个邻域而 n 是自然数 . 假定函数 
/:/— R 有 n + l 阶导数且 ： R 是连续的.假定若1奚 *€12, 则/<*)(%) =0而 /""( x 。） 麥 (>• 

•, 如果 n + 丨是偶数且 / u + "(%) >0 f 則％是局部极小值点. 
b . 如果 《 + 1 是偶数 且广… （％) <0,则; r D 是局部极大值点_ 

C 如果 n + 1 是竒数，則 * 。既不是局部极大值点也不是局部极小值点. 

12. 设/ 是点％ 的一个邻域，偎设函数 /:/— R 有连续的三阶导数且对所有 * e /, 广(幻 >0. 

島. 证明： 如果在/中:在区间 （0, 1) 中存在唯一的数 0 = 使得 
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/ U 0 十 A > =/(%) +/， Uo ) A + 尸（气 +肋）^, 


第《幸 


b - 证明 


limtf(A) 


3 


8.3 泰勒多项式的收敛性 


对于用非负整数标记的数列，定义 

对每个非负整数/ I ， 


I 


由此得到新的序列 U n 丨.序列称为级数的部分和序列， 〜称 为级数 t < x 4 的第 jt 项. 
如果序列收敛，记 ^ 

[14 


I 


iim 


m 


如果序列|、丨不收敛，则称级数发散 （ diverge )• 

设/是点 *0 的一个邻域并假定函数 /:/— R 有任意阶的导数. /:/— R 在％处的„次泰勒多 
项式定义为 

,、 +广（〜） 

pA x ) - y - 


k\ 


u - x 0 )*. 


依照上面级数的记号，如果^是/中的点，在该点处 

lim p.M =/(:) ， 

n^m 

记 


fix) 


k\ 


(卜 ： 0 >*- 


( 8 . 10 ) 


( 8 . 11 ) 


这一公式称为函数 /:/— R 关于点％的泰勒级教展开式 _ 根据定义， （8, 10) 在 x 处成立当且 
仅当 

\im[f(x) -/>〆《)] =0_ (8, 12) 

本节我们将用拉格朗日余项定理提供一个确定在展开点的邻域内泰勒级数展开式有效性的 
准则 • 首先证明一个有用的预备结果. 

引理 8* 13对任意数 c , 


lim 


0 . 


证明选择&是自然数且满足 A >2| c |. 如果 ri 2^， 则 


0 炙 


[¥ …納 [故“ 甽+广= 


但 lkn ( l /2 r =0,所以也有 limcV / i ! =0. 


■ 
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定理 &14 设/是点％的一个邻域，并假定函教 /:/—R 有任意阶导数.还假定存在正数 
r 及 Af 使得区间[太。 - r ，％+ r ] 包含在/中，并对每个自然数及 [ jc 。- r , %+ r ] 中每个点怎， 

(8- 13) 

则如果 | 尤 - 欠。 | 备 r ， 

- f k } ( x Q ) k 

A x ) = X ― r : — ( x - x o ) - 


k \ 

证明 /：/-> R 在 * 。处的 n 次泰勒多项式定义为 

u , U ) 


(8. 14) 


Pn(^) 


k \ 


(x - x 0 )\ 


按照拉格朗日余项定理，对/中每个点 X ,存在严格介于 X 与％ 之间的点 C , 使得 

1/(-) ■/>» 卜 {n + 冶 1…少' 


考察不等式（8.13>，对每个自然数 n 及 [%- r ，％+ r ] 中每个点^有 

ft+1 ^ 


财_ 


|/( x ) - p ^ x ) ( n + I 


c 


(n + 1 )!， 

其中 c ；= A # r ， 按照引理 8. 13, limcVn ! =0. 于是由 （8. 15) 可见 

如果 矣 IS Hm [/( x ) ，/>,(：«)]= 0, 

离 — ■ 

显然这正是 （8 - 14). 

推论扎 1 S 

对所有 I e * = £ ^ 


(8. 15) 


对所有 $， COSit 


i wf ^ 1 


■ 


(8 - 16) 


(8.17) 


证明先证明 （8. 16). 对所有定义 / U )= e ' 并令 ％=0. 固定 r >0, 若定义 M = 〆 , 
对每个自然数〃及区间 [- r , r ] 中每个点有 


按照定理8.11，如果 < r ，则 





但 r >0 的选取是任意的，所以泰勒展开式 （8. 16) 得证. 

(8.17) 式可以类似地证明.对所有：《:,定义 /(：0= Cos x . 注意到对每个自然数《及每个数 
X ， |/⑷ U )|= S 1. 则证明过程与上面相同. _ 

习鼉 


1. 证明下列函数在给定点的泰勒展开式对所有点2 收敛: 

a . /( x ) = sinx 在点 =0. 

b , /(x > = cow 在点 * & = ir _ 
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2. 如果0<:<2，定义 /(*) =l/x. 

a. 求在％ = 1处的 n 次泰勒多项式 /v 

b. 用几何和公式证明对每个自然数 /i, 

如果0 < x < 2， fix 、- p n ( x ) = ° 

X 

c 用 <b) 的结果证明 

如果 Ix-l|<l ， Ax ) =免乙 

m k \ 

3. 假定函败 F:R—R 有任意阶导数并且 

(F f {x) -F(x) = 0 对 所有文 

iF <0) = 2 . 

求 F:R — R 在 * =0 处〃次泰勒多项式的系数公式.证明泰勒展开式在每一点收敛. 

4. 假设函败 F:R—R 有任意阶导数并且 

tF -( x ) - F f ( x ) - F { x ) = 0对所有 x 
1尸（0> = 1 且广（0> = 1, 

求厂 R -♦ R 在* =0处 n 次泰勒多项式的系数的递归公式.证明泰勒展开式在每一点收敛_ 

5. 对于数对^与/3,假定函数 /:R—R 有任意阶导数并且 

对所有 尸 u)+c<ru) + 沒 /U) = 0_ 

a. 证明对每个自然数 n, 

对所有 X, / u) + 你■⑷ U) =0. 

b, 用 U) 证明 

• f ik) (x ) 

对所有：， /(x) = ^ — ° (x - x 0 ) k , 

8.4 对数函数的幂级数 


在这一节，我们将分析自然对数的泰勒展开式的有效性.为此，先平移自然对数并考虑如 
下定义的函数/: ( -1， od)^R : 


若 x >-1， f(x) = ln ( 1 + %) . 
直接计算导数表明，对每个自然数 A ， 


对所有的 f >- l ， 广（ X ) 


(-1广（卜1)! 
(1 W 


特别地，/: (-1， R 在$=0的 n 次泰勒多项式由下式 定义： 

p n ( x ) = x …+ -——— (8. 18) 

为对差式 / U ) - hb ) 导出明确表示的公式，最好是联合使用自然对数的积分公式及几何 
和公式而不是试图用拉格朗日余项定理研究该差式.事实上，注意到对每个自然数 FI , 如果以 


1 - t 代替 r , 几何和公式 




若 r # 1 


变为 

= 1 + ( 1 - 0 + …+ ( 1 - i * + — ■—若 < _ 0 ‘ 
于是，用 lnx 的积分表示式、上述公式、积分的线性性质及公式 （8. 18)，我们有 
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in( 1 + x 


dt 




[1 + (1 - t ) + …+ (1 - t ) H i ]dt 


(1 -0 


dt 


x 


x 


(— 1 ) 


2 

pS x ) 


x 


(l-o 


dt 


n 


，“ （1 一 o 


dt 若 jc > 


a i 9) 


定理 8,16 


U k+\ 


ln(l + x) 


k 


< % ^ 


(8. 20) 


证明公式 （8.〗9) 蕴涵对每个自然数 n ， 


( 1—0 


dt x > 


ln(l + a ;) ~ ^ ^ ^ 【 

这样, 为证明 （8. 20)， 必须证明 

巧【 | 广 ( W = o -1 … 1. 

首先，假设0矣*矣1，则对于每个自然数 II , 

r x (1 -0 


( 8 . 21 ) 


dt 


(t 一 ”’ dt € f + \t - l) m dt = — 




n 


t I h t Ji 

由于可见当矣 1 时，式 （8.21) 是成立的， 

n — •脣 

现在假设-丨 < x <0. 则对每个自然数 I 

(1 二 f) -dtl = f ' (1 - tydt 

t I Jl +* ( 1 + XJi « 

= ( 土 )"^7 名 ( 土 ) dr 


n 


圆 


由于 lim 丄 =0, 可见当 - ld <0 时，式（8, 21) 也是成立的_ ■ 

Jl 

尽管对所有 *> ~1，函数 / U ) = ln(l +*) 有任意阶导数，但当* >1时，泰勒展开 
式 （8.20) 并不成立.亊实上，由二项式公式，对每个自然数 ft , 当* >1时， 

= [1 + (* - \)Y* 1 > 1 + (a + \){x * 1). 

利用这一结论与积分的单调性以及余项的积分表示式 （8. 19), 如果 * ：> 1及 r » 为任一自然数, 
则由 （8. 19> 得 

|ln(l + *> -/>.(*) | = I ^ ~ ^ dt 


1 + jc n + \ 

1 [1 + U - l )]” 1 

l + x n + \ 

1 • 1 + (n + \ ){x - 1) 

l ^ x fl + 1 
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这样, 


lim 


[ln(l + x) - ^ 


(- D * 

k 


尹 0 x > 


习题 

L 证明对每个自然数 n , 


如果 一 1 < x < 0, |ln(l + 幻 - p,U) | 矣 


x 


而 

如果 0 < x 莓 1, (ln( 1 + %) - p n (x) | ^ ^ + j- 

以最多为〗的误差估计 〗 n ( l . 1广 

2. 证明按上晒中的误差估计，以10 4 为误差界估计 ln 2 需要 n = 10 000* 如何利用恒等式 Ui 2 = l n 4/3 - ln 2/3 更 
有效地估计】 n 2 呢？ 

3. 解释如果恒等式 

J = (】 + ttW ( 1 ~ irT ) 

如何使我们在 - 1 <1 < 1且当 * 接近1时有效地计算 ln(l + X ). 

4. 验证定理 8. 16的证明中的积分不等式. 

5 . 在区间 （-1, 1] 中的什么点可以用拉格朗日余项定理证明展开式 

ln ( 1 + :> = { - 1 )* +i 

“I 


8.5 柯西积分余項定理 

如果/是点*。的一个邻域而函数 /:/— R 是可微的，则由中值定理，对/中的每个点 t 存 

在严格介于欠和*。之间的点 C , 使得 

/(:) =/(%) +f f (c)(x - ^ 0 ). (8- 22 ) 

如果进一步假定导 数尸: /— R 是连续的，则由第一基本定理（对导数求积分〉， 

fix) =/(%>+ fr(t)dL ( 8 . 23 ) 

J*o 

拉格朗日余项定理的证明是以由 （8*22) 所表示的拉格朗日中值定理为基础的，下面的柯西积 
分余项定理的证明将利用由 （8. 23) 式所表示的第一基本定理. 

定理 8.17( 柯西积分余项公式）设/ 是点％ 的一个邻域而 n 是自然數 • 设函數 /;/— R 有 
n + 1 阶导 数且/ "+”：/— R 是连续的.則对/中每个点 I ， 

fix ) = X C 广 >>(0( 卜 °" dL (8.24) 

证明根据第一基本定理， 

f{x) =/(%) + ( 8 . 25 ) 

由分部积分法可得 
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J^o QE Jx 0 

< = *o 

= / f (%)U-* 0 ) + £/ w (0(* - oat. ( 8 . 26) 

1 时由 （8.25) 及 （8.26) 可得 （8.24)° 式.一般的公式可用归纳法推出.归纳的步骤依赖于 


当《 

如果1矣 A 在 n -1， 则 


K 广 , > ⑴ (卜 0 心 “”⑴ 岳 [(卜 


ik ^( x Q )( x - x 0 )^ 1 


(* + or 

+ ^ryr£r) ⑴ (卜 d 


■ 


二项式公式 


回忆 1.3 节，对每个自然数 a 及数对《与6,我们有 

㈣ 


(8. 27) 


这一公式可以用初等代数直接证明，正如我们在 1.3 节所做过的，另一种证明方法是先用推 
论 8.9( 其中 n 次多项式等于任意 n 次泰勒多项式）证明 

对所有*， (1 + *)" =名 o *. 

然后，若在式 （8.28) 中代人 $ = &/ a , 再用/相乘得到 （8.28) 式， 


(8* 28) 




牛頓二项展开式 


我们将把式 （8.28) 推广到指数不一定是自然数的情形. 当然， 如果存不是非负整数，则函 
数（1+*，不是多项式，所以 （8.28) 的右雉不是多项式，而是一无穷级数.为求得（1+*，的 
无穷级数展开式，需推广二项式系败的定义.对每个自然数 A 及每个败/9,定义 

\ k )~ k \ 

并且定义 


(；)-■ 

定理 8.18( 牛顿二项展开式）设/3是任意实數.則 

= 如采 

证明二项展开式就是证明 


如果 - 1 < * < 1， lim | ( 1 + x) fi - = ^ 


(8,29) 


牛顿二项展开式的证明需要一些准备，所以先建立三个预备性引理，其中关键的第一步是证明 



154 


第 S 幸 


二项展开式是在 x =0 处的泰勒展开式，从而柯西积分余项公式提供余项的积分表示.我们把 
这一步槪括为第一个预备性引理. 

引理 8.19 对任意教芦和任意自然数 n , 如果 x >- l , 則 


(1 -裏(，)** = u + i ) („+ i ) r (, …(…)’也 

证明定义函数 /•• (-1， 00)— R 如下： 

如果怎 >-1 ， fix) = (1 U)' 

注意，对毎个自然数 fc , 

如果 x >-1, f {ky (x) ^ - l)-(j8 - A + 1)(1 H 




所以 


f ik) (x) 

k \ 




广 • 


特别地， 


广（0) 

k \ 


0 


于是，/: (-1，30 )— R 在 X =0 处的；!次泰勒多项式是 

p ， w L 

按照柯西积分余项定理，对每个自然数 ri 及每个数: c > -1, 

fix ) - pAx ) = -£)^ 

= ir(/ + i) (re+i)!o+ °^ i( 


o n dt 


+ - t ) n dt . 


(8. 30) 



为了分析当〃很大时式 （8. 30) 右边的大小，先证明下面的引理，它在第9韋也有用. 
引理 8.20( 序列 的比率引理） 假设是非零数序列且具有如下 性质： 

lim I I = €• 

…丨〜丨 

⑴如果€<1，則 


lime* = 0. 

( ii ) 如果€>1,则序列 { c a 丨是无界的. 

证明首先，假定 0 矣 €<1. 定义 a = U + 由于€<«,可选自然数 ； V , 使得 

对所有下标 n 多 N , 1^1矣仏 

IO 

对每个下标 ft , 如果相继地应用上述不等式 fc 次，可得 

I c «+* I ^ 1 c jv I * 
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于是若定义 A /= 得到 

对所有下标 n 彡 AT , \ Cn \^ Ma . 

然而，0忘 ot < l , 所以 liijot " =0. 上述不等 式遣涵 lime , =0. 

现设 €>1. 定义 “(“1)/2. 由于 /3< f , 选自然数 yv ， 使得 

对所有 n 多 AT , 

kJ 

于是，对每个自然数 A ， 

I c ^ + k I ^ u〆 ， 

根据二项式公式，由于 

〆= (1 + O - 1))* ^ 1 +fc(/3 - 1 )， 

式 （8. 31 ) 蕴涵了序列 U B 丨是无界的. 

以下是证明牛顿二项展开式所需的最后一个引理. 

引理8,21 设/3是任意數，則 

如果 | 戈 | < 1 , \imnl^)x n = 0 . 

• 一 \ nf 

证明注意到对每个自然数 

(0(:)= 手 

于是 

^ 卜 +dWoH = m . 

结论可立即由序列的比率引理推出. 

牛頓二项展开式的证明首先考虑 -1 ot <0 时的情形.写 （*-«) = -(*. 
限，式 (8.30) 变为 

/(*) - P „(*> = ( - 1 )* +I (n + 1)| ^ ( r ^) + d< * 

但注意到 

如果 - 1 <真莓 * 矣0， 0 SS = \ x\ f 

所以对每个自然数 I 

如果-1<*名《名0, 0 ^ (1 + «) 於 1 名 | x |*. 

从式 （8.32) 及 （8.33) 可得，对每个自然数 n , 如果 -1<*<0, 

i / u ) - p " u ) i = (n + 1) („ + ( rri ) (1 

矣 (n + 1) („ + l)I |x|Mt 


(8-31) 

■ 


■ 

*) 并交换积分 
(8. 32) 

(8, 33) 
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按照引理 8.21, 如果 Id 


lim(n + 1) 


(')M 

\rt + \ f 


0, 


所以从 （8. 34) 可得二项展开式在 -1 < x <0 时成立 • 

接下来考虑 0< x < l 时的情形.在这种情况下，从 （8. 30) 可得 


1/(*) I 


Of 


(1 +0 


n — 


tydt 


= (fl + 1) (n + i)r[fri] ° +0 '" ，dt 

^ (n + 1)| ^ 

再次运用引理 8. 21， 由（8,35)可推得二项展开式在0<太<1时成立. 


(8* 34) 


(8, 35) 

■ 


习鼉 


1. 脍证不等式 （8. 33)、（8.34)及\8.35)推导中的细节. 

2. 证明对 -1, 二项展开式简化为几何级败. 

3. 证明当沒是自然数时，二项展开式简化为二项式公式. 

4. 怔明：如果函数 g : [ a ， fc ]— R 及 A : [ fl , 6 ]—R 是连续的，且对 [«, 6] 中所有*, h ( x )> O y 則在 < d ，6) 
内存在点 c , 使得 

* = g(c)|^k(*)cU, 

5 . 用习题4 证明： 如果 ft 连续，则柯西积分余璜定理蓮*拉格朗日余项定理. 

«. 用柯西积分余项定理分析下列展 开式： 

如果 - 1 < x < 1, ln(l +*) = X ( - 1)“‘ 

frl * 

7. 证明对0€戈<1,可以用拉格朗日余项定理驗证二項展开式 • 

良 证明： 如果卜丨>1，二项展开式不收敛. 

9. 序列对什么样的 r 值收敛？ 


8.6 —个无穷次可微的非解析函数 


下面提出一个函数 /:R — R 的具体例子，它有任意阶导数而仅仅在 | =0它关于戈=0的泰 
勒展开式与其函数值相一致. 

定理 8. 22 定义 

" 、 J e <l/ * 2) 怎 — 0 

/(«) - { 

Lo x ^o. 
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则函數 /:R — R 有任意阶导教，然而，能使 


Ax ) 



(8. 36) 


成立的味一一点是 x =()• 

证明 要证明定理，只需证明 /:R —R 有任意阶导数且对每个自然数〜/°°(0) =0. —旦 
这一点得到证明，则只需注意到 （8. 36) 的右端恒等 于零， 而 /<*) =0当且仅当*=0. 

步骤1:我们断言对任意多项式 — R ， 


，(士 ) e *> = 


为验证这一点，只需证明对任意自然数 n， 


lim 


e- <1/f2) 

n 




(8. 37) 


(8. 38) 


亊实上，设 n 为自然数.从式（8.5>可推出 

若 fc > 0， 

n\ 

所以， 

如果 x_0， e (l/ * 2) & 

n\x 


于是 

如果 0务-；—矣 

x 

这一不等式蕴涵式38)，进而菹涵式 （8. 37). 

步驟2:用归纳论证法证明对每个自然数〃，存在多项式，使得 


如果文 — 0J … （x) = (8.39) 

事实上，如果*_0, /•(*) 所以当|»=1时，（8,39)式成立，其中 = 

2 t \ 假定 （8. 39) 式在 n=A 时成立•则 


如果:―。，广”⑷=[《(+)(¥卜 (+) ⑶卜一 . 

所以（8.39>式在 《=A + 1 时成立，其中 i + ,(0 _ 〆 ） + A ( OUP ). 数学归纳法原理 

苗涵对所有自然数》， （8. 39) 式 成立. 

从步骤2可得函数 /:R — ft 在每个*#0的点有任意阶导数.为完成证明，将再次用归纳法 
证明，对每个自然数 n ， 

/ (-, (0) = 0. (8.40) 

事实上，如果则对所有 t , g U ) =* 时用 （8.37) 可推出 

lim ’ ⑷ _ ’ (0) = lim — e ' (,/，2) = 0. 
x <"*0 x 

现在假设 it 为自然数使得/° 〉 （0) =0. 则用 （8, 39) 连同 （8, 37) 以及对所有 t ，<0= Wi (0, 可 
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推出 

lim dr : (o 」 = lim 丄 4 丄 ) e — = 0 ， 

1—0 X X \ X f 

所以 / (4 + l > (0) =0. 数学归纳法原理蕴涵对每个自然数 n , / (1 °(0) =0. ■ 

有任意阶导数的函数 g:K — R 称为无穷次可微的 （ infinitely differentiable ). 

有任意阶导数且使得 

对所有名， g ( x ) = X g ⑷; 

的函数 g : R ^ R 称为解析的 （ analytic ). 我们已展示了无穷次可微但不解析的函数 /:R — R . 


习题 


1. 设函数 /: R — R 是定理 8.22 所定义的函数.显式地计算尸(：0_ 

2. 设函数是定理 8.22 所定义的 函数. 证明不存在正数 Af 使得对每个自然数 n ， 

对所有 L \/^( x ) |< 妨' 

3. 对自然败 n ， 函败 /:R — R 称为 n 次连績可微的 （n times continuously difterentiable ), 俩若 /: R —► R 有 n 阶导 
数且 — r 是连续的.定义 

对所有 *, h { x ) = J ^* 1 1 1<1<. 

证明函数 hR — R — 次连续可朗:但不是两次连续可微的.对每个自然数\求 r » 次连续可微但不+ 1次连 
续可微的函数. 

4. 假定函数 R 有任意阶导败，且对每个自然数％存在正败 q 及6,使得 

如果 就有 

证明对每个自然败〜 g ^{ Q ) =0. 

8.7 M 尔斯特拉斯通近定理 

•’ 正如我们在 8.6 节所见的，即使函数有任意阶导数，函数在其定义域内 的点％ 处所算出 

的泰勒多项式也可能不提供函数在除*。外的其他点的良好的通近.尽管如此，还是存在下面 
值得关注的定理. 

定理 8.23( 魏尔斯特拉斯逼近定理） 设/是有界闭区间并假定函數/:/ — R 是连续的，則 
对每个正数存在多項式 — R 使得 

对所有 * eh \ f ( x ) - p { x ) I < (8.41) 

关于这一定理值得关注之处在于没有关于可微性的假定.例如，允许函数 /:/— H 在任何 
一点都不可微.当然，满足 （8. 41) 的多项式一般说来不是泰勒多项式. 

我们给出的通近定理的证明归功于伯恩斯坦< Bernstein ), 该证明是相当巧妙的.它基于下 
面三个恒 等式： 

对每个自然数 n 及任一数*, 

幻: K (1 ” 〜， 


(8,42) 
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以及如果《身2, 



(8* 43) 


(8.44) 


第一个恒等式 （8. 42) 可从二项式公式（& 27) 通过令 a =$及 & = 1 而得到.恒等式 （8. 43) 及 

(8.44) 是 （8.42) 的推论.事实上，如果在（8.42)中用1^1替换/»，两边再乘上*，则由于 

C D = +0， 1 ^ ^ «，而 + = 0，* = 0， 


可得 （8. 43), 类似地，如果在恒等式（8,42> 中用 n -2 替换 n 且两边乘以/，则由于 


2莓灸矣 n 时, 


n -2\ 
k -2) 






0,1 


时，+ 


可得 （8.44). 

对自然数 n 及满足的整数 A , 在记号上定义 

对所有 *， g k (^) = - x ) 

是方便的. 

引理 8. 24 对每个教 * 及每个自然教 n >2, 






*(1 _ X ) 

n 



n 


(8, 45) 


证明对每个整数〃>2,从（8,42>及（8,43)可得 

裏卜 •+) (:卜“) = 裏卜 2_ ¥ + y(:)，* u ) 




x 2 




^ 2 - 2x2 + sS (>* w * 

另一方面，从 （8. 43) 及 （8. 44) 我们有 

t ^{ lh {x) = ^ Tj [ lh ix 

km i 


= 




于是， 


坌卜 + [^][* 2 + ^rl 


x(l - X 


n 


m 
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鶊尔斯特拉斯逼近定理的证明首先考虑/ = [0, 1] 时的情形，一般情形容易由这种情形 
推出.令 S >0. 我们要求一个使 （8.41 >成立的多项式 〆 *).我们已经证明有界闭区间上的连 
续函数是一致连续的.利用一致连续性的准则，可选取5>0使得 


对/中满足 |u — | ^ 5的所有点 u 及 v ， |/( u ) -/( i ?) | < 

还有，从极值定理可得函数 /:/—R 是有 界的. 于是可选取数 Af >0, 使得 

对/中所有 \ f ( x )\^ M . 

用 R 的阿基米德性质，可选取自然数《，使得 


定义多项式 — R 如下: 


对所有 X, 


4 W 




(8.46) 

(8. 47) 

(8.48) 


以下将证明对如此选择的多项式，所要求的逼近性质 （8.41) 成立.事实上，令 x 是/中的点而 
灸是一整数且1矣 * 在 n ， 则 U - fc / n | <5或者如果 | x -*/ n |<5, 由 （8. 46) 可得 
\ f ( x ) - f ( k / n ) I < s /2. 如果則由（8_47)， 


办 w (|) 


^2 M 




于是， 


对0务 A 矣/1， 






s 


2 M 


2^\ 




由 （8.42) 可得 


fix ) = 


所以 


fix ) - p ( x )= iM ix) - OlCK 0 -#. 
用三角不等式、（8.49)、 （8.42) 及 （8.45) 可得 

1/(*) | 矣石 /(*) _’(+) O 、 1 -*广* 




?JfH 卜 ‘ (1 -幻 

證 *(1 - *) 


s 2M 
2 + 


s 2 M 

H 


由于/!满足（8_48>,因而 L / U ) - p (；0| <农_ 


(8 - 49) 
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这就证明了若/ = [0, 1]，定理成立.现设 / = [ a ，6]. 若0幻矣1,定义客⑴ = a + t (6- a ), 
则复合函数/。心 [0, 1]—!1是连 续的. 根据刚才所证的，存在多项式使得对 [0, 1] 
中所有点 t , |/( g (0) - g (0 I < e . 现对所有 * 定义 p (») = g [ (*- a )/(6- a )]. 则 f >: R — 
是使逼近性质 （8. 41) 得以成立的多项式. _ 

习题 

1. 证明： 如果1»彡剛 



由此连同以 n -1 取代 n 的（8,42)式验证（8.43). 

2. 证明： 如果身2,則 

- 1) / n \ = /ft - 2\ 

n ( n - l )\ k )- U -2/' 

由此连同用 n -2 代替 n 的 （8*42) 式验证 （8_ 44). 

3. 在遑近定理的证明中，何处用到对所有: fe [0, 1] 及矣 n , 心（4>0这一事实？ 

4. 证明当把/替换成有界开区间 U , 6) 时，逼近定理不再成立.为证明这一点，需 证明： 如果对所有 x 有 
f { x ) = l /( fe - z ) t 則 /: ( a ，6)— R 不可能被多项式一致遁近 * 

5 . 通过证明如果对所有 x ,/ U ) = 〆 ，则 /:R — R 不能被多项式一致逼近来证明如果用 R 代替/, W 逼近定理不 
成立. 

6 . 对0名 jc €1, 定义 /(*> = | x - 1/2 |.用通近定理的证明求多项式 />: R — R 使得对所有 xe [0, 1]， 
\f(x) -p(x ) 丨 <1/4. 

7. 验证在通近定理证明的最后一行中所做的关于复合函数的论断. 

8. 假定函数[-1， 1]— R 是连续的.证明存在具有下述性质的多项式序列 — R 丨： 

_ 

对所有 [-1,1]， h ( x ) = J />*(«)■ 

wi 
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9.1 序列与数级数 


在第2章，我们研究了序列的收敛性.特别地，在2_2节证明了下列重要的结果. 

定理 9. 1( 单调收敛定理） 单调數列收餃当且仅当它是有界的. 

这是序列本身所具有的收敛准则，它不需要所提到的极限的任何信息，但是，正如它的命 
名所提示的，单调收敛定理要求序列是单调的.序列丨 （-1)" 丨表明，一般情况下任何有界序 
列收敛并不成立，我们将建立一个对所有的数列都适用的收敛准则，不管它是否单调. 


序列的柯西收 鷇准則 


定义数列丨称为軻西序列 （Cauchy sequence )， 倘若对每个正教存在下标/ V 使得 

只要 n 各 N 反 m 夺 N ， 就有 I I < e . 

我们要证明数列收敛当且仅当它是柯西序列.这也是序列本身所具有的收敛准则.它不要 
求所提到的极限的任何信息.而且，不赛求单调性.我们分几步证明这一结果. 

命«9_2每个收铍序列都是柯西序列 - 

证明 假定 II 丨是收敛到数《的序列*设8>0,要求下 标況， 使得 

只要 /I >況及™ > 就有 | a „ - aJ < 

但由于收敛到 a , 可选取下标 AT , 使得 


对每个下标 * 彡汉， | a A - a | < y . 


于是， 若 n 漭 IV , m 彡 ； V ， 令 
由三角不等式， 


- - a ) + (a - a m ) 9 






( a , - a ) + (a - a m ) I 



引理 9. 3 每个柯西序列都是有界的， 

证明 假定 uj 是柯西 序列. 对*可选择下标作，使得 

只要 n 备 N 及 m 备 就有 | a fl - a m | < 1. 

特别地， 

如果 n 多 A/\ ] a ft - a^ \ < 1- 

但令 

= fliV + ( a n - a A ) ， 

由三角不等式， 

I a a I = I a N + ( a w — ) 丨矣 I I +1 a R - L 
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因而可得 

如果 n > iV ， 丨丨在1^1+ 

定义 Jtf = max | 丨(* # | + 1， | a , | , | o 2 1, |%_,|}， 则 

对每个下标 /», \ a „\^ M . _ 

定理 9.4( 序列的柯西收敛 准则〉 数列收敘当且仅当它是柯西序列. 

证明按照命睡 9. 2,每个收敛序列都是柯西序列 • 余下的是要证其逆.假定丨是柯西序 
列. 前面的引理断定是有界的.于是，按照列紧定理，有收敛到数《的子序列1\」. 
我们断定整个数列收敛到 a . 事实上，设6>0.要求一下标 iV ， 使得 

如果 n 多 N ， | a, - o | < c. 

由于 I 是柯西序列，可选取下标〜，使得 

只要 JV 及 ，就有 | fl , - a J < ~- (9.1) 

另一方面，由于子序列收敛到 a , 存在下标尺，使得 

当灸彡尺时，专， （9.2) 


[229] 


现选取任意下标 fc , 使得且\為兄利用不等式 （9,1) 及 （9.2) 连同三角不等式，可推得 
如果 71&/ V ， 则 

- a ! = I ( a w - a Hk ) + ( a ^ - a ) | 

矣 - \ | + I a,，a I < f + I = 占 ‘ ■ 

级数的收敛性检雎法 


回顾用自然数 A 作下标的数列 | a A | ，对每个下标 a ， 定义 

\ = 言 <**， 


得到新的序列 序列 hj 称为级数& 〜的部分和序列 （sequence of partial sum ) ，而〜称 

m 

为级数的第项 （Ath term ). 如果序列 h, 丨收敛，记 

i a * = 

如果序列不收敛，就说级数 发散 （ diverge ) e . 


12301 


O 对于用非负整数作下标的数 《 U A |, 对每个非负*败\定义& = 如果序列彳&丨收效，定义 

“0 

ii a * = >™[ 

级败的項的初始下标的这一改变在理论上没有实*的影鴯. 
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命题 9.5 假定级數 


收敛，則 lima . =0. 


证明定义丨是级数的部分和序列并定义 S 是序列 u fl 丨的极限.由于丨，所 

*Ti 一 

以也有=1于是按照收敛序列的差的性质， 


然而，对每个下标 ft 衾2， a m = s ft 

我们在第2章已看到，调和级数 


于是 lima . =0. 




不收敛，尽管有 liral / n =0. 因此，序列各项收敛到0是级数$ 心 收敛的必要条件但不 

n-*_ 

是充分条件.本节的余下部分将专门用于提出为保证级数收敛级数 A 项应当满足的充分条件， 

回想我们证明的关于收敛序列的第一个结果之一是 

# 如果 | r |< l ， limr ^ = 0. (9-3) 

薄一►善 

这一极限连同几何和公式，恰好就是所要建立的几何级数的收敛性，只要 | r |< l . 

r?o 

命® 9.6 对于使得 | r | <1的数 r , 

1 - r 

证明几何和公式断定对每个下标 n ， 


但 | r |< l ， 所以&12^ + 1 =0,于是由数列收敛的线性性质， 

1^1 i r 1 = , 1 i , :[ L r^] = r^* ■ 

给定两个序列丨\ |与 { 6 fc | 及两个数 cl 与 fi， 注意到对每个下标 n , 

It ■ A 

5 ^ (aa k +fib k ) = otYa k 

si ™ “1 

于是由收敛序列的线性性质可得，如果两个级数|；/ 4 及|^ 4 收敛，则级数|； («七 + )86 4 )也 
收敛，并且 S， 

m n m 

^ ( cta k +fib k )= 

对于数列的收敛有两个主要的一般准则，即单调收敛定理与柯西收敛准则.把这些准则用到 
级数上，也就是用到部分和序列上，可以得到级数的收敛准则.首先考察单调收敛定理的 推论. 

m 

定理 9.7 设是非负数序列.則级教收敛当且仅当部分和序列是有界的，即存 
在正数 Af 使得对每个下标％ 
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证明由于级数七的项是非负的，所以部分和序列单调递增 • 单调收敛定理断定部分 

和序列收敛当且仅当部4和序列是有界的. ■ 

推论 9.8( 比较检验法）假定 lad 与|6 4 丨为教列，满足对每个下标灸， 

0 ^ 


[2321 


( i > 如果级數收敛，则级数收敛, 




( ii ) 如果级教发散，則级数 X 匕 发散. 
tf\ kT\ 

证明注意到对每个下标〜 

» ■ 

这些不等式表明，如果级数的部分和是有界的，則的部分和也是有界的，另 

fTi “1 

方面，如果级数的部分和是无界的，则的部分和也是无界的.要证的结果可由 


此不等式及定理 9.7 得到- 
例久9考虑级数 


Jkl 


■ 


(9.4) 


对每个下标 A , 1/(^2*)^ 1/2*. 因为对 

(9.4) 也收敛. 

例9, 10考虑级数 


2 


几何级数收敛，所以由比较检验法可得级数 


■ 




4k 


(9.5) 


对每个下标 A , 因为调和级数立1八发散，所以由比较检验法可得级数 （9.5) 

也发散， * ■ 

推论 9.11( 积分检验法）设是非负教列并假定函数/: [1, op )—R 是单调遂成的连 
读函数且满足如下 性质： 

对每个下标 A ， f { k ) = 

00 

则级数 ^ a k 收敛当且仅当私分序列是有界的. 

证明由于函数/: [1, »)— R 是连续的，它在每个有界区间上是可积的.此外，对每个 
下标及区间 U , A + 1] 中的每个点*，由于/是单调递减的， 

a k = f(k) >/U) ^ /(/c + 1 ) = a 4+] , 

所以积分的单调性质蕴涵 

h > r f(x)dx 备 a k+r 


12331 
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由积分在区间上的可加性，可以推出对每个下标~ 

f ( x)dx > 


作 T ■ 




如图 9. 1 所示. 这些不等式菹涵了级数 g « fc 的部分和序列是有界的当且仅当序列是有 

界的.我们假定项\是非负的.由定理 9.7 可得，级数收敛当且仅当序列是 
有界的. 



例12考虑级数 

S (* + 1 ) ln(/t + 1 )* 

应用微积分学第一基本定理，可得对每个下标》， 

[{ X ~\)L( X - + D dx = In[ln(n + l)] - ln(ln2) * 

由于序列 llntln(n + l )] - ln ( ln 2 )l 不是有界的，由积分检验法可得级败 (9. 6> 发散. 
推论 9.13( P - 检验法）对正數/»,级数 


■ 

(9.6) 



收敛当且仅当 p>l. 

证明对^多1,定义/(*>=，'函数/: [1，》 )- R 是连续且单调递戒的.对每个下标 
»,微积分学第一基本定理蘊涵了 

( n~ f - 1)/(1 -/>) 若 p_l * 

Inn 若 p = l. 

于是序列有界当且仅当 P>1. 根据积分检验法，级数 gW 收敛当且仅当/ >>1. ■ 
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例 9. 14考虑级数 


k 


在 8.2 节，由定理 8. 10得，对每一 6>0,在开区间（0, c ) 内存在一点 c ， 使得 


b 


2 24 


因此当 fr > 0时有 


"6 


这样，对每个下标 I A / e * <6/k\ p - 检验法蕴涵了级数 $ l / fc 2 收敛，于是级数$6外 : 


也收 


敛，比较检验法蕴涵了级数^ 1^也收敛. ■ 

km \ 

当级数的项不是单一符号时，为检验收敛性而直接运用单调收敛定理是不可能的，这是因_ 
为相关的部分和序列不是单调序列.然而，对于项的符号交旙的级数可以间接地使用单调收敛 
准则得到下列的收敛性检验法. 

定理 9.1 S (交错级数检验法）假设丨是收鈸到0的非负单调遂减數列.则级教 


S ㈠)' 

收敛. 

证明对每个下标 n 定义 

为证明部分和序列收敛，先证明子序列卜 2 _1收敛.事实上，对每个下标 n， 注意到由于序 
列丨是单调递减的， 

S 2n*2 ' - a 2»*l 眷 a 2 —J > 0, 

又由于序列1« 4 丨也由非负数组成， 

n ||-1 

S 2n ~ 5^ ( a 2i-1 a 2k ) =〜 一 2 ( a U ~ °2* + 1 ) ~ a in ^ a \* 

A - I kmi 

可推得丨单调递增且 以〜为 上界.按照单调收敛定理，序列丨I丨 收敛. 定义 srlimt. 但 

JI —• * 

对每个下标 n, 


由于〗 ima_ =0,可得序列 + 1 !也收敛到同一极限 s* 

»一_ 

可以断定整个序列收敛到 L 亊实上，设 £>0. 可选取下标％与 /v 2 使得 

1 5 2> - 5 | < ^, n 备 N 、 

及 


^.1 < 农 ，代备 N 2, 
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定义 iV = maxU %， 2% +1 丨•则 

|*» - 

例 9. 16由交错级数检验法，可得级数 




■ 


m 


I 


(-1) 
k 


收敛 • 事实上，在 8.4 节，我们已证明它收敛到 ln 2. ■ 

对于其项既非同一符号亦非交错符号的级数，为确定级数是否收敛则要对级数的部分和序 
列应用柯西收敛准则. 

把柯西序列的定义改写 如下： 序列是柯西序列，倘若对每个正数 C 存在下标; V ，使得 
对每个下标及任意自然数 I 都有 

k + * - ^ I < ^ 

这样改写有时是有益的，特别是在考虑级数时. 


_ 


定理 9. n (级数的柯西收敛准则）级数 g a 收敛当且仅当对每个正数 c 存在下标作使得 

对所有下标/ I 彡汉及所有自然教 A , 丨\ +1 +…+ \ +4 丨< & 

证明对部分和序列应用序列的柯西收敛准则. + ■ 

■ _ 

定义级教 S 称为是绝对收鈸的，徜若级数2 lh | 收敛 • 

W tT\ 

0D 

推论 9,18( 绝对收敛检验法）绝对收敛的级數收敛，即如果级數 Z Ihl 收敛，则级數 

■ 

g 收敛. 

证明由三角不等式可推出对每一对自然数 nRk ， 

X °； ^ S \ a j\- 






由于级数 g 收敛，由级数的柯西收敛准则可得 g I a 4 I 的部分和序列是柯西序列.上述不 


* 


等式藴涵了级数的部分和序列也是柯西序列，再次运用级数的柯西收敛准则可得级数 

收敛. ' 1 S， b 

例 9. 19级数 

sink 




7 


收敛.为证明这一点，首先注意到由 />- 检验法，当 P =2 时级数 gl / A 1 收敛.由于对每个下标 

備 

灸， Isinfcl 矣1,由比较检验法可得级数名 UinJk |/^ 也收敛，绝对收敛检验法蕴涵了级数 

m 

g ^ ink / k 2 收敛， ■ 
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m 


收敛但不绝对收敛的级数称为条件收敛 （ corwer 於 conditionally ). 级数^ 条件 

收敛是因为根据交错级数检验法，级数收敛，但调和级数不收敛. 


定理 9*20 对于级数假定存在數 r (其中0在 r < l > 及下标/ V ，使得 

对所有下标 n 备 N ， | ^ ^| oJ - 


(9-7) 


«» 


则级數绝对收敛. 

证首先，注意到对每个自然数 I 如果连续应用不等式 (9. 7)4: 次，可得 

I + i I ^ r I I * 

由这一不等式及几何和公式，可推得对每个自然数 A , 

丨 A 卜 …+ | % | = 丨 a ， 丨 +…+ 丨 M % | +…+ | a^ k \ 

^ U, I + …+ \a N _ % I + UJtl + r + …+ rM 

= |a ■ 卜 … + \a N ^ I + \a N \[ t 二 ] 

矣 I a, 1 + … + I fl 〜 〖 I + |a« |[ 

定义 

M m |aJ—. + |o iV -,|+ |a w |[^-^]. 

则由上面的不等式 （9. 8) 可得， 

对每个下标 n , …+ | a n |^ Af . 


(9.8) 




m 


这意味着级数 S Ihl 的部分和序列有界 • 按照定理9.7,级数 Z 丨\|收敛 • 

rri fTi 

回顾在 8. 5节中我们建立了引理 8. 20,即序列的比率检验法.对级数我们有下述相伴的结果, 

■ 

推论 9.21( 级数的比率检验法）对于级数 Y a Ai 假定 

fTi 

I \ +| I 


lim 




€. 


( i > 如果 €<1， 则级数绝对收鈹* 


( ii ) 如果 f > l , 則级數发散. 

证明首先，假定义 r = ( l +€)/2,则由 f < l 得€<「，所以可以选取下标使得 


对所有下标 n ' 


a | 

W B + l 

a 


而由于 €<1 也有 r < l . 由定理 9. 20 可得所要证明的结论， 

现假设 €>1. 由序列的比率引理（引理 8. 17) 可得序列不收敛到 0. 于是级数 S h 


发散. 
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级数的收敛与发散理论是数学的一个重要领域.本节给出的只不过是某些方法的简述，即 
用数列的单调收敛定理及柯西收敛准则得到级数收敛的充分条件. 


习题 

1. 检验下列级数是否收敛. 


*. Z 兽，其中 fl >0 及 P >0 

“ I * 


k = \ 


2 Jt + 3 


e. 土 *e 

廉 《 I 

8> % H+) 

2. 对任意正数证明级败 


收敛. 

3. 同定正数 a ， 考虑级数 


a i 

最 ■ I 


1 

*(ft+ i) 



3 





_1_ 

(* + l)[ln(fc 4 l )]。 


对什么样的 ci 值该级数收敛？ 

4. 在交错级数检验法的假设条件下，定义 


s = I ( ， 1 

证明对每个下标 n ， | 

5 - S ( ■ 1 | 

5. 用级数的柯西收敛准则为交错级数检验法提—种证明. 

6. 如果序列收敛，则它的每一个子序列收敛到同一极限.但子序列的收敛性并不 3* 涵整个级数的收敛性.基 
于这一点，证明 


如果 = 则 X (〜 + 

k^l k = t 

■ 

但反过来未必 成立. （提示 ：考虑 级数; ^(-1)' ) 

秦_1 

m 

7. (柯西根值检验法 > 对级数假定存在数 W 其中 o « y < U 及自然数作，使得 

■ 对所有下标 ft | a A | ,/4 < r 


证明绝对收敛. 

秦 =I 


8. 假定与是正项级数，澜足 

ttm\ km) 




且《 > 0, 


证明级数收敛当且仅当级数收敛. 
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9.2 函数序列的逐点收敛 

第3章主要研究了数列.在 9.1 节我们研究了数列和级数.现在转向 a •數項的序列研究. 
定义给定函教 — R 及函教序列 — Rh 称序列 \ f n ：D ― R } 逐点收敛到 
— R 或 1/ J 在/?上逐点收敛到/，倘若对 Z ) 中的每一点 x ， 

lim/.Cx) =/(*). 

例 9.22 对每个自然数 《， 定义 ^ 

f m ( x ) = 0 ^ ^ L 

由于|人（1)丨是常数序列，其常数值为1, lim /^ l ) = L 如图 9.2 所示.另一方面， 

如果0名：矣1， limx * = 0. 



图 9.2 当 0€x<l 时， lim^ = 0 ； limr=0 


fix ) 


这样，函数序列[0, 1]— R 丨逐点收敛到由下式定义的函数/: [0, 1]: 

Jl 若* = 1 
lO 若0矣 jc < 1， 

注意，这是一个逐点收敛到一个非连续函数的连续函数序列的例子. _ 

例 9. 23对每个自然数 n , 定义 

对于所有*, / A x ) - e *" 2 - 

则1入（0)丨是常数序列，其常数值是1，所以 lim / tt (0)= l . 另一方面，由于当6 >0时，> 

A - •峰 

1+6,可得 

对所有6 >0, \ < ’ 

e 

这样，对每个下标 ri 及每个 r /0， 


0 </» < — 

1 +似 

所以，若 X — 0, hmf n ( x ) =0. 这样，函数序列 |/.: R—R 丨逐点收敛到由下式定义的函数 
/： R —► E : 


y A 
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/(*> = |° 

ll 当 x = 0. 

如图9, 3所示.注意这是一个函数序列的例子，函数序列中每一个都是在 R 内可微的，它逐点 
收敛于 R 上在* =0 不可微的函数， 





例 9.24 形如的数 蚁其中 fc 是整数， n 是自然数）称为二进位有理數，对每个自 
然数 n 及位于区间 [0, 1] 的每个数^定义 


" 、 fl 当无= k / 2 \ 灸是自然数 

_ _ fn \ X ) = 一 

(2421 lo 其他 • 

显然，当* 是二进位有理数时，对每个下标又 （*) =1. 这样，函数序列|人丨在 

[0, 1] 上逐点收敛于如下定义的函数： 

" 、 rl 当 x 是二进位有理数 
lo 其他. 

这是一个在有界闭区间上可积的函数序列逐点收敛于一个不可积函数的例子（习題 5). ■ 

例 9,25 对每一个自然数 I 定义/„: [0, 1]—R 如下： /,(0) =/(2/ n ) =入（1) =0, 
人（1//0 =«， /■ 在区间 [0, \/ n ] 9 [\/ n f 2/ n ] 及 [2 Ai ，1] 上都是线性的 • 如图 9.4 所示 • 
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由于 I 人(0>丨是常值序列，它的值是0,即 

lim / JO ) : 0. 

n—m 

另一方面，对 [0, 1] 中任一正数 *, 由 II 的阿基米德性质，存在自然数凡使得 l /2/ V <; c . 因 
此，对每 —个； ^作，乂 （*) =0. 这样， 

lim/ a (*) = 0 ， 

于是，函数序列彳人 丨 在区间 [0, 丨]上逐点收敛于常值函数 0( 即在 [0, 1] 上恒等于0的 函数广 
观察到][/=0,而对每个下标/»，][/» = 1， ■ 

例 9.26 对每个自然数 n ， 定义当0矣*矣1时， 

MX) = t fl - 

依照泰勒级数展开式 （8. 16), 函数序列 {/ J 在[0, 1] 上逐点收敛于函数 e *. 用无穷级数记号, 
当0矣*矣1时，可表示成 

e 

在这个例子中没有什么反常. ■ 

习题 

1. 对每个自然数〃及每个数 x , 定义 

//、一 1 一 I 
’ - Y +\ x I "* 

求函数 /:R — R , 使得序列 ]/.： R-R I 逐点收敛于 / 

2 . 对每个自然数 n 及每个败定义 


乂 (*) = 厂匕^ 

求函数/: [2, » )—R ,使得序列|尺：[2,« ) — R 丨逐点收敛于/ 
3. 对每个自然数 n 及 （0, 〗）中每个数^定义 


⑽ ； i^rrv 

求函数/: (0, 1>— R , 使得序列|入：（0, 1 >—HI 逐点收敛于/ 
4-对每个自然数 ri 及[0, 1] 中每个数\定义 


/•⑷= ^7. 

IUC 十 1 

求函数/: [ o , 1]— R , 使得序列 |又： [0, 1]— R 丨逐点收敛于/ 

5- 证明二进位有理数在 R 中是獼密的，并由此推出例 9.24 中的极限函数是不可积的. 
6. 对每个自然数 n 及 （ -1， 1) 中每一个数*，定义 

p m (x) = X + x( 1 - X ) + … + 1 - 〉' 

证明序列 Ip ， （-1， R 丨是逐点收敛的. 
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9.3 函数序列的一致收敛 

对于逐点收敛到函数 — r 的函数序列 \/ m ： D ^ n \ ,我们希望确定单个乂的那些性质， 
这些性质被极限函数/: R 所继承下来.很自然地要考虑三个问题. 

问 « A 假定每个函數 — R 是连续的，极限函数 / : D — R 也连续吗？ 

答案 ：不. 例 9.22 就描述了一个多项式序列在区间[0, 1] 上逐点收敛于一个不连续 
函数. 

问题 B 如果 / 是开区间而每个函数 / n : /— R 是可微的，极限函数 — R 也可微吗？ 
如果它可微，是否有 

= ^(*)? 
idx J dx 

答案 ：不. 例 9.23 就描述了一个指数函数的序列，它在 ft 中逐点收敛于一个不可微 
函数. 

问题 C 如果 Z ? = [ fl ，6] 而每个函 教入： [ a ，6]— R 是可积的，板限函数/: |>， 6 ]-^R 
也可积吗？如果可积，是否有 



答案：不.例 9. 24描述了一个阶梯函数序列在 [0, 1] 上逐点收敛于一个不可积函数，此 
外，正如例 9.25 所示，即使极限函数是可积的，极限的积分也未必等于积分的极限. 

尽管三个问题的回答是令人沮丧的，然而，这无关紧要.如果把逐点收敛的假定加强为 
称为一 致收敛 （uniform covergence ) 的假定，则第一个与第三个问題的回答是肯定的，而问 
题 B 也有十分满意的回答.同等重要的是，在许多有意义的场合一致收敛性能够得到 
证实. 

* _ 

定义给定函数 /:D — R 及函教序列 {/ n ： J 5 R | ,称序列 \ f nl D R ! 一致收敛到 

/:D HI 或 j / J 在 D 上一致收敛到/，徜若对每个正教*存在下标使得 

对所有下标 n > AT 及 D 中所有的*，都有|/(») -/•(*) | < & (9.9) 

从上述定义显然可以看出一致收敛蕴涵了逐点收敛，但反之不然.为理解一致收敛与逐点 
[2451 收敛之间的区别，注意到序列 —R I 逐点收敛到 — R ,倘若对 Z ) 中每个固定的点*, 
数列 KU ) 丨收敛到数 /(*); 这样，对中给定的点 * 及正数存在下标凡使得对赛 AT , 
l /, U )-/(*) I <&与 e 的要求相呼应的下标汉可能依赖于点*.在集合 D 上一致收敛的情形 
中，对于一给定的正数存在一个对于 /) 中的所有点，与 s 的要求相呼应的下标从 

用图形来说，序列 \ f ai D^R \ —致 收敛到 / : D — R 是指： 如果对每个正数存在一个 
自然数况，使得如果 n 身汉，函数 — R 的图形位于函数 — R 及 /- aD —R 的图 
形之间.如图 9.5 所示. 

现在回到前一节中讨论的两个逐点收敛的例子，我们从是否一致收敛的角度分析它们. 
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y =/U) + 右 



图 9. 5 当 a 矣文《6及 n 彡/V 时， f(x) -s <f m (x) <f(x) 

例 9.27 设序列 j / •: [0，1 ]—R ! 及函数 /: [0，1]— R 如例 9.22 所示.收敛不是一致 
的.事实上，对 e = l /2, 不存在具有如下性质的下标/ V : 

对所有下标 n 衾 W 及 [0,1 ] 中所有点 \ f K ( x ) - f { x ) I < y . 

这是因为，无论选取怎样的下标 yv , 通过取 * = (3/4) + , 我们有 

/v + l (*) - f ( x ) ~ ^ ■ 

例 9.28 设函数序列|/, : [0, 丨] — R 丨及函数/: [0, 1]—肢如例9.26所示.可以断定 
| 人：[0， 1]— R 丨一致收敛到/: [0, 1]— R . 为验证这一论断，需要从应用于指数函数的拉 
格朗日余项定理所得到的估计 (8.6). 按照估计式（8.6)，对所有下标 n 和区间[0， 1] 中的所 
有点*， 

1/(*) -/.(*) 1^(77777' (9-10) 

现在令^0，由 R 的阿基米德性质，可选取自然数 7 V , 使得 / V >4/ e . 这样， 

对所有下标《 > AT 及[0，1]中的所有点*， |/(*) _/•(幻 | < & _ 

在 9.1 节， 我们提供了数列收敛的柯西 准则. 对函数序列的一致收敛存在类似的 准则. 

定义函數序列 —R 丨 称为一致柯西序列或 I / J 称为在 D 上的一致柯西序列，偁若 
对每个正教存在下标/ V 使得 

对每个下标 n >汉、每个自然数 k 反 D 中每个点*， \ f ^ k { x ) -/„(*) | < S . (9. 11) 

定理 9. 29( 魏 尔斯特拉斯一 致收敛 准则） 函 教序列 —R 丨 一致收敛到函教 / : D 4 R 
当且仅当序列 i /,： D-,R | 是一致柯西序列. 

证明 假定 l / n ： D-^R I 一致收敛到 — R . 我们将证明 !/ m ： D-^R j 是一致柯西序列. 
事实上，令 c >0, 可选取下标 W 使得 

对所有下标 n 备 N BiD 中每个点 *， |人（*) - f ( x ) | < 

运用 H 角不等式，可得对每个下标每个自然数 a 及 d 中每个点； c ， 
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1/^*(*) -/„(*) I = !/„♦*(*) -/(*) +/(*) -/•(*) I 

矣 1/… (*) -/(*) I + ]/,(*) - fix ) | < Y + y = *• 

这样，序列 } 是一致柯西序列. 

为证其逆，偎定函数序列 —R I 是一致柯西序列.设*是打中的点.则显然实数列 
1又（*)丨也是柯西序列，因而按照数列的柯西收敛准则，1人（幻丨收敛.用 /(*) 表示其极限. 
这就定义了函数 — R ，/是仅有的 1/,：^ —H { 可以一致收敛到它的候选函数. 

以下证明 !/,：/> —R I 确实一致收敛到 — R . 令 e >0. 由于 | 乂: Z ) — R 丨是一致柯西序 
列，可选取自然数"，使得对每个每个自然数 A 及 D 中每个点*, 

l/,“(*) -fA x ) I < y* (9.12) 

令*是/>中的点，选取注意到从不等式 （9. 12) 有 


对每个自然数/,⑷ -f < f ^( x ) </ Ax ) + y . 
但 

lira /„*(«) =/(*)， 

所以从 (9. 13> 得到 

/„(*) -f </(*) </» +y. 


于是 

对所有下标 n 备 N ID 中所有点*，|乂（*) -/(*) | < e . 

这躭推得1 —致收敛到 — 

例 9.30 对每个自然数/ I 及每个 的数* ，定义 


/ 〆 *) 




kl 


注意到运用三角不等式与几何和公式，对每对自然数 fi 和 A 及每个矣1的数 I ，有 

M B4t . . ur 


f ^ k ( x ) - L ( x ) 1^ 


n + 1)2" 


k )2. 


(9*13) 





2 



(9. 14) 


但 lim ( l /2)、0, 这与不等式 （9, 14) —起蕴涵了序列彳又： [-1, 1 ]—R 丨是一致柯西序列.按 

簿一 

照魏尔斯特拉斯一致收敛准则，存在函数/: [-1, 1]— R , 使得序列 |/ B: [-1, 1]— R 1 — 
致收敛到它. ■ 

习題 


1- 对每个自然数 n 及每个数^定义 

/•(*)= 
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求函数 /:!! —R ,使得序列 I 人 : R —5 U 逐点收敛到它.证明收敛不是一致的. 

2. 对每个自然数 n 及每个数*&2,定义 

/•(*)= 

1 + * 

求函数/: [2. 00)— R , 使得序列彳人： [2, «)—lU 逐点收敛到它.证明收敛是一致的 • 
土对每个自然数 n 及 （0, 1) 中每个数 I 定义 


/ 〆 *) 



求函数/: (0, 1)— R , 使得序列丨乂：（0, 1)— R 丨逐点收敛到它.证明收敛不是一致的_ 

4. 对每个自然数 ri 及[0, 1] 中每个数定义 


人 U ) 


x 


nx + 


求函败/: [0, 1 ]—R 使得序列丨人：[0, 1]— R | 逐点收敛到它 • 证明收敛是一致的 ■ 

5 . 确定例9_23 、 A 24及 9. 25中的序列是否一致 收敛. 

6. 假定序列 {/ n ： D^R I 及丨 g,:D — R 丨分别一致收敛到函数 /A — EI 及 D ^ R . 对任意两个数 a 及芦，证 
明序列|畎+/5心：1)— 1 R I -致收敛到 V + 你： 公― R . 

7. 对每个自然数 n , 令函数乂 II 是有界的.假定序列 1/.： R^R I 一致收敛到 /: R — R . 证明极限函数 
/: E — a 也是有界的， 

8-设是有界数列 • 对每个自然数 n 及每 个数％ 定义 


/■⑷ 


a 9 + a t x 




证明对每个 r >0, 函数序列 j /, : [- r ， r ]— R | 是一致收敛的 • 


9.4 函数序列的一致极限 

对于 9. 3节开始所提出的三个问题，通过将逐点收敛的假定加强为一致收敛，可以得到某 
些肯定的回答. 

一致收敛的连纗函数序列 

定理 9. 31 假定 |/ ( ： D-,R | 是一致收敛到函數 /:/) — R 的连读函数序列，则极限函數 


/:D — R 也是连续的. 

证明 设％ 是 D 中的点.为证明函数 /: Z ) — R 在％连续，我们将运用连续性的准则. 
事实上，令 s >0. 需找到一个 S >0, 使得 

对 D 中满足 I * - * 0 I < 6的所有点 *， I f { x ) -/( x 0 ) I < b . (9. 15) 

由于序列 I 人 4 —R ! —致收敛到函数 — R ，可选取下标义使得 


对所有下标 n 彡 N 及 D 中所有点 x ， 1/^( x ) - f ( x )\< ^ 

应用 n = iV 时的上述不等式及三角不等式，可得对 /) 中所有点 I 

1/(*) -/(* 0 )1 = I / U ) -/ 〆 *) +/«(*) - Mx 0 ) +/,(* 0 ) - f ( x Q )\ 

^ 1/u) (幻卜 \Mx) -/ ，卜。） 1+ I/〆％) -/Uo)l 
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< + !/«(*) ~/ w (* o ) I + " f - - (9.16) 

由假设， 函数人： i >-^ R 在％是连续的.于是可选取3>0,使得 

对 D 中满足 | - * 0 1 < 5的所有点 *， I / 〆 *) -/ jv (* o ) I < (9. 17) 

不等式 （9. 16) 及 （9. 17) 表明， 

对0中所有满足卜- %丨 <6的 X ， |/( jc ) - /( jt 0 ) | < ^- 
这样函数 / : D — R 在点*。处是连续的. ■ 

一致收敢的可积函数序列 

定理 9.32 假定|乂： [ a ， A ]— R 丨是一致收敛到函数/: [«, 6]— IR 的可积函教序列，则 
极限函數/: [ a ，6] — ► R 也是可积的 • 而且， 

1^[ //] = // 

证明从预备性的评述 开始： 从上积分和下积分的定义（习題 6) 知它保持了下述单 调性: 
如果 [ a , fc ]—*> R 及 [ a , 6]—► R 是有界的且 

对 [ a ， fc ] 中所有 X ， A (^) ^ fir (*), 

则 


H 及 卜 I ， 

为证明 /: [>, 6]- R 是可积的，即它的上积分等于下积分，只箱证明对任 一 e >0， 

J V - | / < (9.18) 

令农 >0,则 〆 =^/4[6- a ] 也是正的.因为丨乂丨在 [ a , 6] 上一致收敛于/，故存在 乂使得 
当 xe [ a , 6] 时，有 


f n (x) - e f (f{x 、 ^f H (x) + e\ 
从上积分的单调性 及入在 [ a , 6] 上的可积性，可得 


W : [人 





所以 



类似地，用下积分的单调性，得到估计 



这样， 




(9.19) 
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(9. 18) 式已经被证实，所以/在 [ a , 6] 上可积 - 
现在只剩下证实 

1^1 fA = // 

令 e >0, 我们需找到一个自然数 iv 使得当时， 

// - //| < ^ ( 9 . 20 ) 

对 〆 = s /[6(6- a )], 由于 I / J 在 [«, 6] 上一致收敛于/,故存在一下标況使得 （9. 19) 对每一 
下标成立.由积分的线性性与单调性，不等式 （9. 19) 蒺涵不等式 (9. 20). _ 

一致 收敢的可微函数序列 

对于 9. 3节中问题 B 的关于可微函数的极限的可微性的回答要比另外两个问题的回答更加_ 
小心.可微函数一致收敛的极限未必是可微的（见习題 1)* 然而，存在十分合理的情况，在这 
种情况下极限函数是可微的，并且极限的导数是导数的极限. 

定义在开区间上的函数/: 称为连续可微函数，倘若该函数是可微的且它的导数是连 

续的. 

定理 9.33 设/是开区间，假定1乂 ： /—11丨是连续可微函数的序列且满足下列两条 性质： 

(0 序列1/„丨在/上逐点收敛到函教/ 

( ii ) 导函教序列 \ f \ \ 在/上一致收敛到函数 g . 

则函數 /:/ — R 是连续可微的并且 

对 / 中所有 f ’（ x ) = ^(*). 

证明固定/中的点按照微积分学第一基本定理，对每个下标》及/中每个点*， 

LM -LM = f /；- (9.21)’ 

而定理 9. 22菹涵了对/中每个点 x , 

= [/' ( 9 . 22 ) 

还有，根据假设，序列 UJ 在/上逐点收敛到函数/，对/中每个点*, 

lim [/,(*) -乂（*。）] =/(*) ~ f ( x 0 ). (9. 23) 

从 （ A 2〗）、（9.22) 及 （9.23) 可得， 

对 f 中所有点 x ， f { x ) -/(%) = [V (9. 24) 

根据假设，对每个自然数％函数 /:/ — R 是连续的，所以，根据定理 9.31, —致极限 《 r : /w 
R 也是连续的，从 （9. 24) 及微积分学第二基本定理可知， 

对 / 中所有 f ( x ) = g ( x ). ■ 

定理 9.34 设/是开区间，假定|/,:/— R 丨是连缞可微函数序列且具有下列两条 性质： 
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( i ) 序列 iA ! 在/上逐点收敛到函數 /• 

( ii ) 导函数序列 1 /J 在/上是一致柯西序列， 

則函数是连续可微的且对/中每个; c ， 

a—• w 

证明魏尔斯特拉斯一致收敛准则蕴涵了存在函数 , 使得序列 |/：：/^R | 一致收 
敛到它.从定理 9. 33即得所要证的结论. ■ 

一致收敛的性质频频地得到证实.然而，存在许多有意义的情形，在这些情形中，函数序 
列并不一致收敛，但尽管如此，极限函数还是继承了逼近序列中单个函数所具有的性质 G .我 
们将推述这样一个 例子： 关于 it 的一个经典公式的证明. 

命蓮! >• 35( 牛顿-格雷戈里< Newton - Gregory ) 公式） 

( 9 . 25 ) 

证明由于对每个数 X ， 


dx 


( arctanx ) 


从微积分学第一基本定理可得 


= arctanl - arctanO = \ - -dx 

4 Jo 1 +^ 2 

设 n 为自然数，用 - X 2 替换几何和公式中的 y ， 可见对每个数 


(9. 26) 


—+ …+ ( _ 1 ) 


(一 1) 




所以 


<1龙 




2 n 


(9. 27) 


积分的单调性质给出估计式 


| ( 一 1广… 


dx 




dx 


2 n 


由此可得 




这样，从 （9.26) 及 （9.27) 可得 （9.25〉. 

对每个自然数 n 及 [0, 1] 中每个数*,定义 

/•(*) = ^ ( - I ) 4 * 2 *. 

定义 /( 幻=1/(〗 +/). 则牛顿-格雷戈里公式可以重述 如下: 


■ 


© 推动基于勒贝格积分的更一鷇的积分理论发展的因索之一是，它研究在一致收敛不存在的情况下，何时有极限的 
积分等于积分的极限，见 H.LRoyd<m 的书 （Real Aiu】yBU>( 实分析，中文版已由机 *)< 工此出版社引进出 版）. 
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JW : i 又 • 

我们没有证明函数序列!人：[0, 1]—R| —致收敛到函数/: [0, 1]—R 就证明了以上式子. 
亊实上，甚至连在整个区间[0, U 上逐点收敛都没有，因为序列彳/»(1)丨不收敛到 /U). 

习颶 


r 对每个自然数《及 （-1, 1) 中每个败定义 

/_(*) : 小 、V 

并定义 /u) = hl. 证明序列 f/J 在开区间（ 1) 上一致收敛到函数/验证每个函敦/：是可微的，但极 
限函数/在*=0处不可微.这与定理 9.33 矛盾吗？ 

2. 对每个自然数II及[0, i] 中每个数 x， 定义 

/•(:)= nxe ^ 1 . 

证明序列 I 人丨在区间[0, 1] 上逐点收敛到常数函数 0* 但积分序列不收敛到 0. 这与定理9,32矛 
盾吗？ 

3* 证明： 如果 |人： R —R 丨是连续的可微函数序列，使得导函数序列1 尺： R—R !是一致收敛的且序列 
1人<0)丨也是收敛的，则|人：11 — R| 是逐点收敛的*序列I 人 （0)丨收敛的偎定是必要条件吗？ 

4-给出一个可微函数序列 t/, : (-1, 1)— R 丨：它一致收敛但彳/\(0)丨是无界的， 

S. 在定理 9.33 的假定之下，证明对每个包含在/中的区间 [a, 乡]，序列！又： [a, 扪 —IU —致收敛到 

/： [or* ^]— ►R - 

«. 令 fc: [a, 6]—R 及 f [〜 6] 一 R 是有界函数，使得对 [ a , 6] 中的所有 x 有 

h(x) ( g{x), 

证明： 若 P 是定义域 [t H 的一个划分，则 

l(h 9 P) « Ug^P ) 及 U(h 9 P) « V(g 9 P). 

用这些不等式建立上、下积分的单 调性. （这一性质在定理 9.32 的证明中有过叙述 . > 


9.5 幂级数 


在泰勒级数的研究中，我们是从无 穷次竒 微函数开始，然后构筑泰勒级数，对它收敛到给 
定的函数进行过分析.现在换一个观点，在这一节，用幂级数展开式定义一个函数，并研究这 
样的函数的性质. 


定义给定用非负整数作下标的实数序列丨4丨，定义級数的收敛域是使得级教 

<0 

收敛的全体數$的集合.用 Z ) 表示收敛域，然后定义函數 /:D — R 如下： 


对 £) 中所有 *， f { x ) = ^ 

把 （9.28) 称为幂级數展开式，集合 ZJ 称为展开式的收敛域 • 


(9. 28) 


例 9. 36考虑幂级数 
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固定数^由于 


Urn 


(_ 1 )“ 


(- 
fe + 2 


x | » 


从级数的比率检验法可得，若4丨<1，则幂级数 （9.29) 收敛 
散.对* = 1，由交错级数检验法可推得 （9. 29) 收敛. 对无 = 
这样，幂级数 (9,29) 的收敛域是区间 （ -1， 1]. 

例 9. 37考虑幂级数 


若卜丨>1，则幂级数（9.29>发 
1，积分检验法表明级数发散. 




k\x k . 


* 


00 


对任意非零数 X ，级数的项不收敛到0,于是级数不收敛.这样，幂级数的收 

rr ^ f 7 b 

敛域由单个点 x =0 组成 • 


倒9,38考虑幂级数 


■ 


(1 + k \) 


固定数^由于 


Hnvrh 


j = 0, 


*--1(1 + (A + 1)1) / (1 +i!) 

级数的比率检验法表明这个级数的收敛域是所有实数的集合. 

本节的主要目标是证明：如果函数/: ( - r , 由幂级数展开式 

对 I 太 | <r ， /( 欠 ） = Hm T C k x k 1 y c k x k 

一 L J frt 

所定义，则 /: ( - r , 是可微的，而且， 

如果1*| 作) =去卜 裏叫 = iiT [£[ S c ^ 


■ 


lim 


Y^x Al l = Ykc k x k '\ 

1 « h 

上述计算以级数展开式的逐項微分 （ term - by-term differemiaticm 〉 而著称.从第一式过液到第 
二式（译者注：求导与求极限次序的交换，即和无穷时，和的导数是导数的和），其合理性一 
点也不明显.一旦这一计算是合理的，就很容易得到函数/: ( - r t r )— R 有任意阶导数，因 
而任意阶的逐项微分是合理的. 

幕级数的一致收败性 

对于函数序列，已对逐点收敛与一致收敛加以 区分. 而对幕级数的收敛性有必要作出类似 
的区分 - 


定义设4是幂级数工〜彡的收敛域的一个子集.定义函教 / M — R 如下 
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对义中所有文， /( x ) = y c k x 

kTo 

而对每个自然教 n , 定义函 數八： R 如下： 

对 4 中所有 文， s n ( x ) 




€ k X 


级教称为在集合 4 上一致收敛，倘若部分和序列丨一致收敛到函数 /:4 — R . 

引理9,39设>1是幂级數 Xcp 4 的收鈥城的一个子集，假设下列条件 成立： 存在正数胂 

kTo 

及满足0名 a < l 的教 a ， 使得对每个下标 A 及对4中所有的 X , 

\ c k x k \^ Ma k . (9,30) 

■ 

证明 定义 —R | 是级数在集合 A 上的部分和序列.根据集合上一致收敛的 

定义，必须证明函数序列 RI —致收敛.然而，魏尔斯特拉斯一致收敛准则断言，函 
数序列一致收敛当且仅当序列是一致柯西序列.这样只要证明部分和序列是4上的一致柯西序 
列就足够了. 

设 e >0, 需要求一个下标况使得对每个下标 n 為况及每个自然数 A , 

对4中所有的*， \ s ^ k ( x ) - s n ( x ) I < (9.31) 

然而，由三角不等式、假设 (9. 30>及几何和公式，可得对任意的自然数对及 n , 

对4中所有的 *， |, b +4 (幻 - j n ( x )| = | c _ + 〆 ’* + … + I 

矣 IW … + 

务 Af [ a n “ + …+ a fl + l ] 

= Ma n+I [ 1 + … + 1 ] 


叫叫 i4d. 


(9. 32) 


由于 limY =0, 可选取自然数 W 使得 


对所有下标 n 备 N 、 


M 


(1 — oc )_ 


如此选取 Af 后，则从不等式 （9. 32) 可得所要证明的不等式 （9. 31) 成立. ■ 

为用上述引理证明幂级数逐项微分的合理性，请注意（见习理9)，如果数 a 与办满足0矣 
«</3,则存在一个数 c 使得对每一非整数有 

ka h < c 0 k . (9. 33) 




命题 9.40 假定非零教 X 。在幂级數的收敛域中.设 r 是小于 | x fl | 的任意正數.則 


区间 [- r , r ] 在幂级數 g 的收敛域之中且也在导出幂级教 g fee /- 1 的收敛域之中, 


此 
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外，幂级數 


在区间 [- r , r ] 上一致收敛 • 


及 x kc ^ k 

*To k~i 


gc〆 收敛，所以 

该级数的项收敛到0,特别是级数的项有界.这样，可选取数 M ， 使得 

对每个下标 A , | Ck x k 0 I ^ M , 

定义 a = r / U D | 并注意到0矣 a < 1_此外，把*写作* = (*/*。>气，可见对每个下标 A 及 
*g [ -r, r ] ， 

I c k x k \ < Ma , (9. 34) 

可从引理 9.39 推出级数在区间 [- r , r ] 上的一致收敛性. 


证明首先证明幂级数在区间 [- r , r ] 上一致收敛.由于级数 


现考虑导出级数 （derived series ) g 心 〆 ‘ 1 ,注意到级数中 x 4 的系数是 （A + 1 )<:»♦,. 这样, 

由引理9_39,欲建立导出级数在 [- r ， r ] 上的一致收 敛性， 只需找到数 a ’（0 <i <1)及一个 
正数 JT 使得对每个下标 A 及 ; r e [ - ；*， f ] 有 

\(k + l>c “〆 I 在 (9. 35) 

为此，注意到如果在 *= r 处用估计 （9.34) 有 |*| 在 r , 对每一下标灸及* e [ - r , r ] ,我们 
有下述估计： 

| U + 1 ) | U + 1 ) | c “， 〆= I c “， I 

霉 (k + l) ^“i &a * ^ Aa *' (9. 36) 

然而，由于 0 彡 a < l ， 如果取 Y = [ a + l ]/2， 则有 0： Scr < Y < l . 由 （9.4)， 可选取 c >0 使得 
对每一下标 A , 

ka ^ c[a f ]\ ( 9 . 37 ) 

从这个不等式与不等式 （9. 36) ，可以看到不等式 (9. 35) 对选定的 Y 及是成立的. 

■ 


令 Z ) 是幂级数展开式 
界，则定义 

因此 


乏的收敛域，从命題 9. 40可得，若 D 无界，则 D = R . 若 D 有 



r = supD . 
r ) CDQ [ r , r ]. 


_ 

因为上述原因，我们称数 r 是级数 gc〆 4 的收敛半径. 
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我们把下述结论的证明留作 习题： 当序列{|\广°}收敛于 a 时，若 a = o , 则 d = ii ; 若 
a >0 ，PJ r = a 1 * (习題 14*) 

幂级数的逐项微分 




定理 9.41 设 r >0， 区间 （- r ， r 〉 在级数的收敛域内，定义若 M < r ， 

m 

/( 无）= 

则函教/: ( » r t r )— R 有任意阶导教 • 对每个自然数71及 | x | < r 有 

h [f{x)]= % h [c ^ u 

特别地， 

* 广（0) — c 

n ! 一 < 

证明显然，只需证明 

若 Ul < r ， fix ) = £ ^( c k x k ), 

4-0 ^ 

于是 

尸 (0> = C ” 

由于按照定理 9. 40,任意在 （- r ， r ) 收敛的幂级数的导出级数在 （- r , r ) 也收敛，所以一般的 
结果可由归纳法推出. 


_ 


选取/?是小于 r 的任意正数.由于级数在《和 r 间的每一点都收敛，按照定 
理 9. 40,下面尚级数 




c k x k 和 




在区间 [ -/?， /?] 上一致收敛- 
对每个自然数 n ， 定义 


如果|:|<及，〜（幻=^ c h x k . 

则每个函数序列 

\ s m ：(- R f R)^R | 和 R , R ) | 

都是一致收敛的.定理 9. 34蕴涵了 

如果卜 |</?, = f f ( x ) , 

鞾 —<6 

即 

m 

如果 ^ kc k x k ^ 1 = r ( x ). 

由于对区间 （- r ， r ) 中的每一点戈，都可选取小'于 r 的正数/?,而 U |</?, 可得 


对区间 （- r , r ) 中所有点 X ， f { x ) 


kc k x km \ 


■ 
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上述定理蕴涵了在区间 （- r , r ) 中由幂级数展开式定义的函数与它关于0的泰勒级数展开 
式一致，这是幂级数展开式中关于系数的唯一的 结果. 


再论三角函数的微分方程 

iF\x) + F{x) =0 对所有 x (9 38) 

\f(0) = l f F r (0) = 0- ’ 

回忆在 5. 2节中，我们证明了三角函数的微分方程至多有一个解，且预先假定它有解.现 
在我们把该假定去掉，叙述它有解且可表示为一个幂级数. 

定理 9. 42 对每个數 X ，级數 




收敛.定义 


_ ❿ ）= |鵠 


(9 - 39) 


则函數 F ： R->R 有任意阶导数且满足微分方程 （9. 38). 


证明由级数的比率检验法可得，级数& l ) V (2&)!] i 24 的收敛域是所有实数的集 
合，于是，上述函数 /^R — R 是恰当定义的，因此，根据定理 9.41 可得，对所有 


广⑷ = I ； 




V (- o * 

k (2^-2)! 


F { x ) 


于是，幂级数展开式 <9_39〉定义了函数 —R ,它满足微分方程 （9. 38). 


习 S 


确定下列各幂级数的收敛域: 




b . 5>! 


V (- DV " 1 
ft ⑶ + 1)! 


2. 证明 


3. 证明 


如果 t 戈1 


， (1 






证明 


如果丨 d 


* = % A l ~~ v ) - 


5. 证明 


如果 I 1 - <1 xl ， 
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6 . 定义如果 | x |< l ，/ U >= l /(〗-^ 3 . 求函数/: (-1, 1)— R 的幂级数雇开式. 

7. 假定幂级数的收敛域包含区间 （- r , r ). 定义 

_ 

如果 ui < 「， Ax ) = 

设区间 [ a , 6] 包含在区间 （- r ，*0 之中.证明 ' 


\> )6x = 


8对积分 


1/(1 +jr 4 )dx 


建立幂级数展开式并证明你的结论 • 

9. 证明不等式 （9.33). (提 示： 对败 cr 和沐其中月，定义 rSa / 沒，注意到由于0忘 r 矣1，可从序列的 
比率引理得到特别地，可选取 c >0 使得对每一个下标 ft 有 ) 

10. 对每个数; r , S 义 

• 2 k • Zk*l 

A (^) = I t ^ ttT 及 " X 

i >0 

证明对任意一对数 a 和沒，函数 


( 2 *)! ^ 。… 七 (2k^l)V 

/ = afc + 你： R — R 


是下面微分方程 的解： 


{ 


f ( x ) •/(*) =0 x ^ R 
/(0) = « 及尸 (0) =尽 


11. 证明：如果 0< ot < l , 則 limna *=0. 

12. 改写几何和公式 如下： 对自然数 n , 


对该恒等式求导得到 


去 (rh)- (1 +2jc 


^ X ^ l. 


1) 


(1 


用这个不等式及习题11直接证明几何级数逐项微分的正确性. 

13. 证明级数 

V —^― 
« 1 +1 xl 1 

收敛当且仅当 |*|>1. 特别地，证明级数在1=2收敛但在: C : 
这不是幂级数 .） 

14. 假设 lim | = a . 


1不收敛.这与定理9,40矛盾吗？（提 示： 


a . 如果《>0, 证明： 如果 M < l / a , 收敛，而如果 | d >〗/ a , 则该级数发敗. 


b . 如果 a =0, 证明对所有都收故 


9.6 一个无处可微的连续函数 

魏尔斯特拉斯提出第一个这样的连续函数 /:R — R 的例子，该函数具有以下值得关注的性 
质： 它在任何一点上都不可撤，这样的函数称为无 处可微 （nowhere differcmiable ). 我们将分析 
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这样一个例子，其中/定义为展开式 

m 

fM = 对所有 t 

且函数/继承单个 h 所具有的不可微性. 

我们先证明一个预备命题，它是关于用连续函数构造连续函数的级数的. 


命® 9.43 假设是收敛的非负 数列. 对每个非负整数 令 R — II 是连续函數 


且对所有 x 


\h k (x)\^c A 


(9. 40) 


定义对所有 


. a « 

fM 以 (幻 


(9.41) 


则函数 /:R — R 是连续的. 

证明该命题的证明基于判断数列收敛的柯西收敛准则及判断函数序列一致收敛的魏尔斯 
特拉斯一致收敛准则.对每个自然数 n 及数定义 


AU ) = & h k ( x ). 

由于~是连续的，故每个/„也是连续的.现在证明 I / J 在 R 上一致收敛.一旦这一点得到证 
实，就可由魏尔斯特拉斯一致收敛准则推出 彳人1 在 R 上一致收敛.由定理 9.31, 可得极限函数 
/是连续的，/是函数序列的一致极限. 

由假设 (9. 40) 及三角不等式，对每个下标 n 、 自然数及任意数 

1/» -/.(*)!= IO ) +.“0)1 

« IK*) 卜 …+ 1^,(*) | 

. 矣 <\ +4 + …+ c a+ , (9.42) 

W 

将数列的柯西收敛准则应用到级数的部分和序列上，可以得出部分和序列是柯西序列. 

于是，由估计 (9. 42) 可得函数序列 |人1 在 R 上是一致收敛的柯西序列. _ 

现在 对乂作 一特殊选择，使得/在每一点上都是可微的. 

回忆函数 /: R -> R 称为是周期的，其周期为 P ， 倘若对所有*有 

/(* +P) =/(*)• 

若函数/有周期 P ， A 为任意整数，则它也以知为周期. 

引人下述术语是很方 便的： 对正数 G 定义基长为2€的帐篷 A 数 （tent function ) 是以2€为 
周期的周期函数 A : R — R , 它在区间[-€， €] 上定义为 

h ( x ) =卜|， - ^ 

如图 9.6 所示.对整数 m , 我们称区间 (m + l )€] 是这个帐篷函数的单调区间. 
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y 


y 

4 


o 




y ^ Hx ) 



图 9. 6基长为2€的帐篷函败 


引理 9.44 对€>0，令 A : R — II 是基长为的帐篷函教，设％为任意数.则区间 
[* 0 ,〜+ €/2]或区间[*。-€/2, *。]中包含在函教 A 的单调区间内. 

证明回忆定理 1.8, 它断言对任意数 c , 区间 [ c ，c + 1) 内存在唯一整数.我们应用这个 
定理，取 c = ： v ^- l ， 并选择一整数 m , 使得 

* 0 /€ - 1 矣 m < * 0 /€. 

这个不等式的左边可产生 m + l )€. 而它的右边可产生 

mi < x 。 矣 (m + l)€. [2651 

考虑区间(讯+ 1)€]的中点 z . %或属于左边区间 （ m €, *] 或属于右边区间 （*， (m + l )€]. 

在第一种情况下， [* D , *。+ f / 2 ] 包含在区间 [ mf , (m + lH ] 内； 而在第二种情况下， 
[ x 0 - e / 2 t *。]包含在 [ mf , (m + 丨）灼内. 当然，[以， （ m + 1 ) 灼是帐篷函数 A 的一个单调区 
间. _ 

我们需要帐篷函数 A : R — R 的以下两个 性质： 若 u ， v 同厲于 A 的单调区间，则 

h(u) -h(v) = ±1 (9.43) 

U ■ V 

由于 A 的基长为 2€, 所以2€的任何整数倍都是 fc 的周期，即对任意整数 y 和任意数 U, 有 

k( u + j[2£] ) = fe(ix). (9 - 44) 

定理 9.45 对每个非负整數令 — R 是基长为2匕的帐篷函数，其中 L = ( l /4>*. 

定义函數 /:R — R 为 


/ U ) = 对所有 t 

i . 函数/是连续的. 

ii , 函數/是无处可微的， 

证明由帐篷函数的定义，对每个非负整数 fc 及任意数*, 

\h k (x ) €, = (1/4)\ 


因此，由于几何级数 Z ( 1/4 , 收敛，所以由命題 9.43 知 /:R — R 是连续的， 

令气为任意数.我们将证明/在％处是不可微的，选取一序列且收敛于 X 。， 
但极限 
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fM - / Uo ) 

lim - 

是不存在的. 

令 n 是自然数.取€ = €,，应用引理 9,44. 这样，[〜，*。+</2]或 [ x 。- C /2, *。]包含 
在\的单调区间内，在第一种情况下，取-€„/2;而在第二种情况下，则取 *„=*<> + 
e K / 2 , 于是，由于 * 。与& 同属于函数纥的单调区间，由 （9. 43)， 

h A x J - M \) , 

\ — 太0 

对 hn ， 函数 \:R — R 有周期由于 L /2: yl ：2^ J ， 其中>^/(40 是自然 

数，因此由 （9. 44〉有 

h k (x 0 ) -h k (xj = h‘(x 0 ) -M* 0 ±>[2€J) =0. 

从而有 

~/( 土 o) = y' T )-^4 (x Q ) i :又 [ 占*(太. ） -厶〆 :o ) 】 (9 AS) 

x n - x o Ho ^ x m - x 0 】 T% l - x 0 J 

另一方面，对 OsSAcn , 由于是自然数，所以乂的任一单调区间包含在\的单调区间 
内.这样，再次利用 （9. 43)，当0矣 A 矣/ I 时，有 

MO ' K(x 0 ) 


± 


x o 


(9.45)的右边部分是（;》+ 1)个1或-1的和.这样， 

f ( x m ) - f { x ,) ^ {奇数当 n 是偶数 
- x o ~ 1偶数当 n 是奇数. 

因此，极限 

/M -/(* 0 ) 


lim 


% 


是不存在的 • 这样，由于序列收敛于％，而且％ _ X 。， 故函数/在点％处不可微. 


习题 


1. 假设函数心 1 R — R 有周期 P . 证明对任意整数 I g 也以* p 为周期_ 

2. 假设是一个序列，当下标 ft 是偶数， G 是奇 数； 而当下标丨是奇数时，^是偶数 • 证明是不收 

敛的. ^ 

3. 令 / r:R —ft 与 hR — R 是帐篷函数，其基长分别是2厂 2 r , 而€’是€的整数倍.证明 g 的每个单询区间包 
含在 A 的单调区间内. 

4. 寻找一个函败 pR — R , 它是连续可微的，但不存在使得它有二阶导数 的点- 
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10.1 R " 的线性结构与内积 

对每一个正整数《,实数的《元组 


的集合用 IT 表示，其中对每个满足 i 名 i 霉 n 的下标 i , 1^是 实数. 称七是《的第 i 个分量 
( component ) ,并把 R " 中的元称为 IT 中的点 （ point )• 此外，考虑 IT 中两个点 u = ( u , ，…， ) 
与 V = ( w ,， …， V B ) 是相等的 （to be equal ) ，如果它们有相同的分置，即 

W = v 当且仅当 对每个下标 i(l ^ i ^ n ) , ^ v r 

对 R " 中任意两点 II 与 v ， 用公式 

a + K = (W| + h ，…， + uj 
定义 II 与 v 的和 （ sum ) ，用11+ v 表示.对每个实数 a ， 用公式 

au = ( ，… ， au _) 

定义点 0 f «， 称为点《的 oc 的标量倍数 （scalar multiple ). R A 中分量全是零的点用0表示.在代 
数环塊中，它称为零 Uero )， 在几何环境中，它称为原点 （ origin )* 最后，对 JT 中的—对点《 
和 V ,用公式 

tt-V = H + (-v) 

定义它们的差 （ difference )， 用 《-v 表示. 

加法、减法及标童倍败如图 10. 1所示. 




图〗 0.1 加法、减法及标量倍数 

当然， R 1 就是熟悉的实数集 R , R 1 中用实数定义的点的加法及乘法恰恰躭是在 R 中所使 
用的实数的加法与乘法的定义.在预备知识中，我们把 R 中加法与乘法的性质编写成域公理. 
用这些公理及 R " 中两点相等（即对应分量相等）的定义，推出下述命题. 

命题 10.1 设 b , v 及 w 是 R •中的点，则 


(« + V) + W = II + ( V + w) f 
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ci + 0 =： ii , 

II - u =0, 

II + v = y + « f 

如果 a 与 /3 是实数， 

a(u + v) = au + av f 
(a + p)(u) ~ au + fiu f 
( afi)u = a (卢 《)■ 

证明注意 R 的域公理蕴涵我们已有按点的分量的等式，由此推出上述等式. ■ 


内积 


269 

t 

270 


定义设 w 和 v 是 IT 中的点 • 《和 v 的内积 （inner product) ,用〈《，0表示，定义如下： 

<tt ， V 〉 》 u n v n , 

内积也用“* V表示，通常称为点叙 （dot product) 或标量私 （scalar product ). 内积的下列代 

数性质是实数加法和乘法交换性质与分配性质的扩充. 

命鼴 10. 2 设 h , v 和 w 是 R •中的点，则 

= (V ， B> , 

如果 cr 与/3是任意实數，則 

(an +^ w 9 v ) = a <«, v ) + 

证明实数乘法的交换性质蕴涵 


(对称性) 
(线性性) 


n n 



即第一个恒等式.实数加法和乘法的分配性质蕴涵 

A Aft 

T {au, +fiw i )v i = ¥• + 泠 S ‘， 

m i*| im\ 

即第二个恒等式. ■ 

范数和两点阏的距离 
定义 

(i ) 设 V是 R 11 中的点，则 W 的范数 （ngnn )， 用 || w|| 表示，定义如下： 


(ii) 设 k 和 p 是 R" 中的点，則点《和 v 之间的應离 （distance) ,用 dist(n，v) 表示，定义 如下： 

dist(n，v) = ||« * v ||. 

由此推出点 W 的范数是从原点到 W 的距离.而且，点 II 和 V 之间的距离也可以由内积用 
以下公式 表示： 

dist(n,v) = \\u - v|| = ( <« - v，u - y)) W2 * 
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当把至此所引进的加法、标量乘法 （scalar nuihiplication ) 及点之间的距离的概念联系在一 
起考虑集 R " 时，习惯上把 R " 称为 n 维欧几里得空间 （Euclidean n - space ). 此外，对 R " 中的点 
«，为方便起见，常把从 R " 中的点 p 到 IT 中的点的所有线段 （ segment ) 看作与致，称 
这些线段的汇集为向量 （ vector )!*， 基点 （based at the poim > 为 p 的向量《是指从点 p 到点 p + « 
的线段.把加法、标量乘法及内积延伸到向童.点《的范数称为向 S «的长度 （ length ), 它等 
于与向量》相关联的线段端点之间的距离. 

当然，在维数 n = l ， n =2 及 n =3 的情况下，读者已经十分熟悉加法及标置乘法的几何意 
义.范数和内积也有几何 意义： 在|»=1的情况下，内积就是通常的实数的乘法，数的范数是它 
的绝对值.在 / i =2 的情况下，如果《 = (!*,， Ul ) 是平面 R 2 中的点，则毕达哥拉斯定理断 言：由 

||«|| = 4 A + A 

给出的《的范数是从原点到点《的距离.它也是与向貴《相关联的那个线段的长度.如 
图 10. 2所示. 


y 



在平面 R 2 中，两个点（或两个向量）的内积的几何意义由下述命题所描述. 

命題 1 CK 3 设 m 和 v 是平面 R 2 中的两个非零向量，则 

〈“， v > = ||“|||| v || cos 0, (10. 1) 

其中 d 是以原点为基点的向量《及以原点为基点的向量 v 之间夹角的孤度. 

证明首先，如果《是平面中任意非零点，而0是顶点在0,由点 II ，0及 （1, 0) 所形成 
的角的弧度，则《的分量可借助于《的范数及角0用公式 

m = ( ||ii||cosd ( ||ii||sin^) 

来表示.设0,是顶点在0,由点 U, 0及（1， 0) 所形成的角的孤度， 化是 顶点在0,由点 v, 0 
及（1， 0) 所形成的角的弧度.假定^>^.由内积的定义及余弦的加法公式可得 

〈 K ， V〉 = U | t? | + U 2 V 2 

= || XI || || v ||(0080,0086 2 + sindj sin8 2 ) 

= || ii || || v || cos (0 2 - $ t ) 

= ||*4IM|costf ， 
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其中 0 是顶点在 0， 由0及 v 所决定的角. ■ 

从公式（10_ 1) 可得对平面中的两个非零向置《及 v, «与 v 的内积等于零当且仅当以原点 
为基点的向量《正交于(垂直于）以原点为基点的向置 v. 这引出『中两个向量正交的下述定义. 

正交性与正交投彩 

定义 FT 中两向量《及”称为正交的，如果<«， v > =0. 

引理 10.4 对 R" 中的两个向量《及 f ， 下列断言是等 价的： 

(i) 向量《与 v 是正交的. 

(ii) 毕达哥拉斯恒等式成立，即||« +V || 2 = ||«| 2 + \\ v \\\ 

证明 根据范数的定义， 

|||| + v|| 2 = (« + v，《 + v> , 

用内积的线性性与对称性化简右端，得到恒等式 

11« + v|| 2 = ||«|| 2 + |M | 2 +2(«, v>. 

(i> 与 （ii) 的等价性可由这个恒等式得到. ■ 

在内积<«, v>_0 的情形下，借助于《及 v 的范数对<11, V〉的大小作出估计.对任意实数 
0, I 008^1 ^1. 因此由公式 （10.1) 可得，如果《及 r 是平面 R 2 中任意两个向量，则 

I <u,v) I ^ || uII. |卜|卜 (10.2) 

由于我们仅对平面 R 2 中的向量建立公式 （10.1), 当 n >2 时，对中的向量《和 v 证明不等 
式（10.2>,这一论据是不充 分的. 尽管如此，不等式 （10.2) 对 R" 中的向量仍是成立的，即使 
n >2. 在证明这一点之前，为方便起见，先证明下面的引理，对一向量及任一向量《, 
把“表示成 u = w + Av , 此处 w 正交于 v . 向量称为 II 在向量 v 上的正交投影. 

引理 H).S 对 R " 中的向量《及》»,其中定义 A=<«, v〉/〈v, V 〉， 则向量 •■ m - Av 
正交于向量 v, 且 

u = w + Av ， 

Av 是 ii 在 p 上的正交投影，如图 10.3 所示 • 



图 10.3 Av 是 jf 在 v 上的正交投影 
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证明由内积的线性性及 A 的定义， 

(« - Av ， v 〉 = («， v > - A < v ， v > = 0. _ 

柯西-施瓦茨不等式 

定理 10.6( 柯西-施瓦茨不等式）对 IT 中任意两个向 f II 及 v , 

I <«, v > I € ||«||.|| v ||. (10.3) 

证明如果向量 v =0, 由于不等式的每一端都是0,所以柯西-施瓦茨不等式当然成立, 
因此假定 v _0. 定义 A =<«， y )/( r f v ). 由引理 10.5 知，向量 w - Av 正交于向貴 v , 从而也 
正交于向量这样，由于向量与其自身的内积总是非负的，由内积的线性性得到 

0 « <11 - Av.ii - Av > = 〈《 - Av ,«) - || if I 2 - • 

用 IMI 2 乘这一不等式得到<«，0 2 ^11«11 2 - IMI 2 , 它与柯西-施瓦茨不等式 等价. ■ 


三角不等式 


在研究多元函数时，常常要估计向量的和及差的范数，也要估计点与点之间的距离.为 
此，要扩展对实数已建立的最有用的不等式，也就是三角不等式 • 在 1.3 节证明了对任意实数 
“及6，丨 A +6 I 有下面的上界： 

I a + 6 I ^ I a I +1 b 1 . 


r 中向童的长度扩展了实数绝对值的概念，因此下面的不等式是一对数的三角不等式的直接推广. 
定理 10.7( 三角不等式）对 R " 中的两个向量《及 v , 存在下面的 估计： 

ll« + vH 11 十 Ml. 00.4) 

证明如果对不等式 （10.4) 两埔平方，显然这个不等式成立，当且仅当 

||“ + y \\ 2 « (||«||+ || v ||) 2 . (10.5> 


但 


| B + v|| 2 = <ii + + v) = <«,«) + 2(u f v) + (v f v) # 


所以 （ HX 5) 可以改写成 

(«,«) +2<«, v ) +< v , r > ^ 1|«||| 2 +2||«|||| v ||+ || v || 2 . 00.6) 

然而，因为柯西-施瓦茨不等式丨 <«, V > I <|| n || H |, 所以有 （ U , v )^||« l ||||» r ||. 这正是证明 
不等式 （10.6) 所需要的. ■ 


习题 


1. 考虑 R 3 中的两点《 = (1, 3, -2) 及 V = (2, 2_ 4). 求 tt 的范敫及 F 的范数，并证明 B 和 IP 是垂直的. 证明: 

…卜 \\uf + II， ir 

2 . 当 y , 2)在1^的非零点之中变动时，求 

3 c + 2 y + 3 z 


的最大值. 
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X 对于 ! T 中的点 (I, 证明： U)||«|| = 0 当且仅当《 =0, 及 （ b) 对任意数 a ， ||a«||= I a I 1 |k||. 

4. 对 IT 中的向量 《 及 v, 证明： 恒等式 

\\u-vf = Hull 2 + ||v| 卜 2 〈 u,v>_ 

证明： 当 n=2 时，该悟等式等价于三角学的余弦定律， 

5. 设《与 P 是 IT 中的向量 . 证明： 


+ y 1| 2 - \\u - p || 2 
4 


该恒等式称为板化恒等式 （ Polarization Identity). 

6, 设 II 和 v 是 IT 中的向童 + 证明：如果或者对某个数 则柯 西 - 施瓦茨不等式变为等式•然 

后证明逆命埋：如果丨 〈《, V>l 则或者 w =0 或者对某个数 Of, v = att. 

7. 对于正整数 n 及实数 a, ， … ， \ ， 证明： 


mE 


I a t + … + a , I 矣 + 

9. 设 li = U , 6) 及 v = ( c , d ) 是平面 R 2 中的非零点， 0 是顶点在 0, 由0, «及^所形成的角的弧度. 

I 证明： 

IMIH(<“ ， v >) 2 = (IMIIMP)' 

b . 上述等式的左边用分童表示得 

\ ad-be \ ^ | ||u||||v||»in9|. 

c •用 （ b ) 证明： 丨 W -6 cl /2 是顶点为0, 及 r 的三角形的面积，并且作为推论，丨是以0, «, 
« + 〃及 v 为 顶点的 平行四边形的面积. 

9. 设 w 是 IT 中的点，假定 证明： 如果 r 在 IT 之中且 || n | l < l 叫|«|1，则 H |<1. 

10•设 tt 是 IT 中的点且 r 是 正数- 假定 R _ 中的点 r 及 v 与点《的距离小于 r . 证明： 如果0霉£«1,则点仪+ 
(1- Ow 与 w 的距离也小于 n 

11对11_中的点《与对 R 中的 G 用 〆 £) = ||<*+ iv || 2 定义函数 P: R — R . 证明： p ( i ) 是只取非负值的二次 
多 项式. 由此证明此二次多项式的判别式是非正的.从而为柯 西-施 瓦茨不等式提供了另外一种 证明. 

12* R" 中的点 u_ ,… ， I 称为规范正交集 （orthommnal set) ，如果对 = 1 且如果 1 < A, 1 « 
XA, i 幻时， <«, ， u } ) =0. 假定 R_ 中的 !!"•" ， 是规范正 交集 . 对十 … 证明： 


13 给定两个连续函数 /: [0, 1]—ft 及客： [0, 1]—R, 用下面公式定义用〈 /, 度〉表示的 / 与 g 的内积， 

(Lg) = j/(x)g(x)dx. 


a. 证明： 这个内积具有在命题 10.2 中所列出的 IT 中内积的性质 . 

b. 仿照 R_ 中点的柯西 - 施瓦茨不等式的证明来 证明： 


j o f(x)g(x)dx [g(x) ] 2 dx. 


10.2 『中 序列的收敢性 


在第2章中我们研究了实数序列的收敛性概念.实数序列 U , 丨定义为收敛到实数； c ， 如果 

对每个正数^存在自然数使得 

对所有下标 k 多 K , I x - \ I <仏 
将序列 U 4 I 收敛 （ converging ) 到 X 表 示为： 
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lim : 4 = 龙， 

称 X 为序列的极限 （ limit 〉. 显然有 

\ imx k = % 当且仅当 \im \ x - x k \ = 0. ( 10, 7) 

it —• 

说到 R n 中点的序列，是指由自然数集到 IT 的函数，习惯上用诸如丨 《 J 符号表示这样一个 
序列，对每个下标 fc , 的函数值是 《 t . 如果4是 R " 的子集，则4中的序列是指 R " 中具有如 (2771 
下性质的点的序列丨 hi :对每个下标 fc , 七在4中，本节的目的是把实数序列收敛的概念推广 


为 FT 中点的序列的收敛并建立这样的序列的各种性质. 

在 10. 1节，已定义 IT 中两点 《& v 之间的距离 dUt ( K ， 10,其公式为 

dist(«,v) = \\ u - v||- 

在 n =丨及 U 与 r 是实数的情形下，距离公式变为 

disl(u 9 v) = \ U - V I ， 

所以根据准则（10.7)，有理由把收敛性概念推广 如下： 

定义 设丨 n A | 是 1 T 中点的序列且设 《是 中的点.序列|« 4 丨称为 收敛到 II, 如果 对每个 
正數 I 存在自然数 K ， 使得 

对所有下标 k 备 K , disl (« 4 ， w ) <衣. 

遵照对实数序列所建立的记号，如果 I hi 是 R " 中点的序列，那么将1« 4 1收敛到点《写成 

lim «. = U . 

且称《是序列 丨《1 丨的极限. 

由不等式 （10. 4) 所述的三角不等式断言两个向量和的长度小于或等于每个向董长度的和. 
把三角不等式改写成如下同两点之间的距离相关的等价形式是十分有用的. 

推论 10.8( 三角不等式的另一种形式） 对于 R •中 的点 《, v 及 w , 

dist ( w ， v ) < dist ( u ， w ) + dist ( w ， v ), (10,8) 

证明记《 - v = ( b - w ) + ( w - f ) , 由不等式 （10.4)， 

dist(« p v) = || ci - v|| = || (ci - w) + (w - v) || 

霉 ||« — w\\+ ||w - v|| = disl(u,w) + di8t(^ f ^). ■ 

由收敛的定义推出， R " 的序列丨 《 4 t 收敛于 IT 的点 《, 当且仅当实数序列丨 dUt ( i « 4 ,《) 丨收 
敛于 0. 请注意，极限存在则至多一个，因为若序列收敛于《及《'，则由三角不等式，对 
每个下标 A 

0 ^ dist(u ,u f ) 矣 dist( u f u k ) + dist( u kJ u f ) ^ 

从而 

0 ^ dist(u,iO 炙 lim[dist(ii ,11^) + dist(n 4 ， tt f ) ] = 0, 

惫 —《 

所以 di S t ( El ,=0 且因此有 


12781 


收败序列的按分置收敛准则 


为建立向量序列这种推广的收敛概念的性质，宁可不直接利用定义，而从已经了解的实数 
序列的收敛性着手是方便的.在 2.1 节中，我们已经证明实数收敛序列的和、积及商性质.我 
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们还建立了比较引理（引理 2.9)， 这个引理蘊涵，若是非负数列，是 R ft 中点的序列， 

且《是1^中这样-点，存在一下标对所有下标&>/!：有 

disi ( u k , u ) ^ c k , 

于是，若 limc A =0, 则 

k-*m 

limil . = u . 

定义对下标 i ( i 名 i 忘；0,定义第 i 个分量的射影函教 — r 是 

对在 R " 中的 B = ( tt , ，■- - , u n ) , Pi ( U ) = u r 

由此定义直接可得 

对 R •中的《，《 = (〜（《)，一,/>,(«))， 

所以 R " 中的点完全地由分量射影函数在该点的值所决定. 

我们将经常利用射影函数的下列线性 性质： 对每个下标 i ( l 矣 i 矣 n )， R n 中的每一对点《 
及 v 和每一对实数^及泠， 

Pi(au + 炉）= ap t ( u ) +^( v ). 

该性质可从和及标量倍数的定义得到.还将利用不等式 
[279] 对每个下标 i(l 霉 i 莓 a ), I Pi { u ) I < || a ||, 

这个不等式可从 ||«|| 的借助于 《 的分最的定义推出. 

定义 R " 中点的序列丨 I 称为按 分置收敛 （converge componentwise ) 到 R " 中的点《,如果 
对每个下标 i ( 1甚£矣/»)， 

limp ^ tt *) = p ^ u ), 

定理 10. 9( 按分 量收敛 准则〉 设|« 4 丨是 R" 中的序列而 h 是 R" 中的点，则|« 4 丨收敛到 II ， 
当且仅当 | 丨按分量收致到 B . 

证明首先假定序列收敛到 《. 固定下标 i (丨矣 i 矣《>,则 

对每个下标 / t ， 0 矣 I pA u k ) - />,{«)! = I Pi(tt* - «) I ^ \\ u t - u||- 
由于按定义，实数序列丨丨收敛到0,故可得 

0 ^ lim I ^(k*) - Pi(«) I < lim II b 4 - II II =0 ， 

k *m tr—»» 

即序列|/>/« 4 )丨收敛到 Pi ( K ), 从而序列|« 4 丨按分董收敛到 《. 

反之，假定序列 Ud 按分量收敛到 《. 则按定义，对每个 i ( l 矣 i < n ), 

\ imp i ( u i - II ) = 0. 

4— _ 

但由收敛的实数序列的乘法及加法性质，可得 

\\ tn [( p l ( u k -«)) 2 + …+ ( p〆 !^ - «) ) 2 ] = 0* 

则有 


因此由平方根函数的连续性得 


linjllli , - «|| 2 = 
lim || II 4 - « || = 0, 
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即序列 t « J 收敛于 《• ■ 

定理 10.10 设{« 4 |及丨是 IT 中的序列，满足丨 lid 收敛到点《，|匕丨收铍到点 V ,則 

lim [ a «* +^ v A ] = au + 芦 v * [2801 

k *m 1 - 1 

证明由按分量收敛定理，对每个下标忘 i 在 n ), 可得 

limp〆 !^) - Pi («) 及 limp^vj = p *( v ), (10,9) 

由收敛的实数序列的线性性质，可得 

lirnfapiCnJ + 你乂 ^)] = ap,(u) +^p t (v). 

I — 

由射影的线性性，可得 

\ imp i ( au k + fiv k ) = Pi (au ^ pv ). 

h~*m 

从而，按分貴收敛到 CTU + 护，所以由按分董收敛性准则得，序列丨收敛 
到点 an +/? v . _ 

习題 

1. 设1«」是1^中收敛到点《的序列.证明：对 R ™ 中每个点 V ， 

!吵^〉= 

2. 设1« 4 丨是1^中的序列而 M 是 IT 中的点.联定对 IT 中每个 h 

证明 |*M 收敛到 ！!• （提 示： 对每个下标 i(l 在 i 忘 /») 及『中每个 U, Pi ( u ) =(*|, O , 其中气是『中这样 
的点： 它的第 i 个分量为1,其他的分*是 0.) 

3. 骰定|« 4 丨是 IT 中收敛 到点“ 的点的序列. 证明： 实数序列 I 收敛到 IUIL 

4. 假定|« 4 丨是 IT 中收敛到点 if 的点的序列 • 还假设对所有 Jt ， 1/0且 n #0. 定义心=(1/||*1」|>« 4 及1^ 
( l /\\ u \\) u , 证明序列 | vj 收敛到 K 

5. 假定 U A 丨是 IT 中收敛到点 IT 的点的序列且 ll «| hr >0. 证明： 存在下标尺，使得 

如果 k 备 K ， 则 ||« J |> r /2. [281] 

* 偎定1« 4 丨是 IT 中收敛到点 tt 的序列 • 令 v 是 IT 中与每个 ii k 正交的点.证明 v 也与！ | 正交， 

7. 用 IT 中点的和的三角不等式给出定理 10* 10的一个直接证明- 

8. IT 中点的序列丨 1 称为柯 玲序列 （Cauchy sequence ) ， 如果对每个正数 $， 存在下标尺，使得 

如果 * > 岌及《 > 則 < e . 

a . 证明：丨《 4 丨是柯西序列当且仅当每个分量序列是柯西序列 . 

b 证明： IT 中序列收敛当且仅当它是柯 西序列 （提 示： 对实数 序列， 该命«已在 9.1 节中证明 .） 

10.3 R rt 中 的开集与闭集 
集合的内部 


本书前九章专门研究一元实变童实值函数.在此研究中，主要讨论了定义域为实数区间的 
函数.在研究其定义域为 r 的子集的函数时，先研究以 ir 中一般的子集为定义域的函数是必 
要的，但 R 11 中不存在特别一类能与 R 中的区间起同样作用的子集.作为研究这种函数的准备, 
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在本节将考虑 IT 中某些特殊类型的子集，其中有开子集及闭子集. 

定义给定中的点《及正数 r , 称集 

B r (u) s j v e R " I dist («, v ) < r | 

为 w 的半径为 r 的开球 （open ball ) 

在 n = l 的情况下， R 中的点 u 的半径为 r 的开球，就是开区间卜 e R I u - r < t ;< u + r [, 
在》=2的情况下， R 2 中的点《=(%, y D ) 的半径为 r 的开球，就是由平面 甿中中 心在点 U D , y 。) 
半径为 r 的圆的内部的所有点组成 . R 与 R 1 的开球如图 10. 4所示. 



R R 2 


图 10.4 II 与 R 2 的幵球 

定义 设 /4 是!^的子集 • R •中的点“称为 4 的 内点 （interior point) ， 如果存在《的一个开 
球，它包含在 4 中，的所有内点的集合，称为 4 的内部 （ interior) ， 用 int 4 表示. 

显然一个集合的内部包含在该集合之中，但集合中可能存在并非是内点的点并且一个集合 
可能没有内点. 

例 10. 11设《与6是实数，满足 a <6. 定义4为区间 （ a , 6] = UeH I a < u ^ b \. 对于 
(«，6) 中的点 U ， 定义 r 是正数 li - a 及 fc - u 中较小者_则尽 （ u ) G ( a , 6]. 于是 u 是4的内 
点. 另一方面，点&在4中但不是4的内点，因为点6的每个开集包含大于&的点.因此， 
A 的内部是区间（《， A ), 即 

int (a f b] = (a 9 b). ■ 

例 10. 12 设<?是有理数集，则无理数的稠密性等价于断言没有内点， BP ini Q = 0 °. m 

R " 中的开集 

定义 『中的子集 4 称为在 IT 中 是开的 （ open), 如果 >1 中的每个点是 4 的内点，即 

int A = A. 

立即可得 R " 是 R " 的开子集且空集0也是 R " 的开子集.进而，如果 a 与 A 是实数，满足 
a<b, 则由例 10. 11 的讨论知，区间 U, b) = UeR I a<u<6| 在 R 中是开的.于是前面对形 
容 词开的 使用与 刚才给出的一般的定 义是一 致的. 


O 记号0表示没有元素的集合.即空集. 
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命腰 10. 13 IT 中点的每个开球在 R n 中是开的. 

证明 设《是11"中的点而 r 是正实数.考虑开球氏 （《). 必须证明氏 （《) 中的每个点是 
谷 ,（“） 的内点.令 v 是氏 （《) 中的点 • 定义尺 = r - dist («, V )，注意到尺是正的，可断言 

B k (v) C 5,(«). (10. 10) 

如图 10.5 所示. 



ft = r - dist(u t ¥) 


图 10.5 当 = *0 时， BAy )^ B f ( u ) 

事实上，如果 w e i 3 w ( v )， 则 

dist ( w ， v ) < R = r - dist ( ii ， v ) ， 

运用三角不等式，有 

d \ st ( w ^ u ) ^ dist ( w f v ) + dist ( v , a ) 

< [r 一 dist ( u , v ) ] + dist ( v f «) = r . 

于是包含关系 （〗0. 10) 式成立，所以 v 是 s ,(«) 的内点. ■ 

荇°中的闭集 

在 2. 2节我们曾定义 R 中闭集，这个定义可扩张到 R _ 中. 

定义 R " 的子集>1称为在 IT 中是闭的，如果4中的点的序列 Ud 收敛到 IT 中的点則 
uei [2841 

例10_14设 a 与6为实数，满足 a <6, 则区间 [ a ，6] = | u g R I a 在是闭的，这是 
定理 2. 22 的内容. ■ 

例 10. 15定义 

A = { ( x 9 y ) e R 2 I - 1 矣文名 1， -1 ^ y ^ 1 ( . 

则集 4 在 R 2 中是闭的.这可以从例 10. 14 及按分量收敛准则推出. ■ 

开集与闭集的余集特征 

如果义是! T 的子集，4在 R " 中的余集 （complement of A ), 用 R ft \ 4 表示， 定义为 R R 中不 
属于4的所有点的集合，即 


P / \ i 4 S | K € R " | « ^ 4 , 



202 


第幸 


给定 IT 的子集的集族其下标集为 S . 由并集、交集及余集的定义 可得： 

n 次 = u 火）及 \ u 次 = n ( rm 次） • 

* «5 # ■ 5 * c 5 f e 5 

这些公式通常称为德 • 摩 根定律 （De Morgan’s Uw ). 

定理 10.16( 余集 特征 ） R •的子集是 R •中的开集， 当且仅当它在 R " 中的余集是 IT 中的 
闭集. 

证明设4是 IT 的开子集，于是4中每一点都是4的内点.所以 IT \ 4中的序列不能收 
敛到/!中的点，由此推出中的序列必收敛到 IT *\ i 4 的点，于是是 R " 中的闭集. 

反之，假定4是 IT 中的子集，满足 RM 4是 R B 中的闭集.必须证明4中每一点是4的内 
点.设《是 A 中的点，假定《不是4的内点，设 A 是自然数，则开球不是4的子集， 
所以可选择一点，记为《 4 ,使得 

u k e R " \ 4 且 dist ( «* ，《) < 1/ fc . 

[2851 于是序列|« 4 丨收敛到 《. 但 R "\4 是 闭集. 所以 《 e R "\4, 这一矛盾证明了“是4的内点. ■ 

开集与闭集族的交集与并集 

命題 10. 17 ( i ) R " 的开子集的集族的并集是 R " 中的开集. 

( ii ) R " 的闭子集的集族的交集是 R " 中的闭集. 

n ) 的证明假定其中每个仏是 IT 中开子集.可以断言 O 是开集，即 O 的每一 

« c 5 

点是 O 的内点 • 事实上，设 ueO , 则对某个 seS ， u ^ O r 由于 O , 是开集，所以必存在《的 
包含于的开球，因而这个开球也包含于 Uo s = o 中，所以《是 O 的内点， 

S 

un 的证明假设 C = He ,, 其中每个 C , 是 R ° 中的闭集.则由徳•摩根律得 

te S 

r \ c = r_ \ n Q = u ( R 、 

*c 5 «s 5 

由 （ i ) 及余集特征可推得 C 是 R " 中的闭集. ■ 

开集集族的交集还是开集并非总能成立.例如，对每一正整数实数区间 （-1/ A , 1/ A > 是 
ft 的开子集，可是这个开集集族的交集是由单个点0组成的集合，但由单个点组成的集合显然 
不是开集.所以，交集不是开集.然而，以下证明开集的有限 （ finite ) 集族的交集是开集. 

命題 10. 18 ( i ) E * 的开子集的有限集族的交集是 R * 中的开集， 

( ii ) R " 的闭子集的有限集族的并集是 R # 中的闭集. 

k 

( i > 的证明假设对某个正整数 A ， o = no it 其中每个 OjiR ” 中的开集.设《是0的一 
员.如果 II 属于<^而4是 IT 中的开集，所以存在正数使得艮 Jioecv 定义 

k 

r = min { r l> , r 4 } ,则 r 是正的，且点《的开球艮 （《) 包含于每个中，因此包含于 Pi = 

» ■ ■ 

O 中，于是《是0的内点.因此， O 中的每一点都是 O 的内点，所以 O 是 IT 中的开集. 


欧几里得空间 IT 
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k 

( ii ) 的证明假设对某个正整数 fc ， Ug ，其中每个 CJSIT 中的 闭集. 注意到根据 

1^1 

k k 

德•摩根定律 ， RM C = n ( IT 、 CJ . 由 （ i ) 及余集特征可得 Uq 是 R n 中的闭集. ■ _ 

i * 1 > » I 


集合的外部与边界 

定义设4是 IT 的子集 - 

( i ) ! T 中的点 B 称为4 的外点 （exterior point ) ，如果存在 《 的一个包含于 R " \ >1的开球_ 4 
的所有外点的集合称为4 的外部 （ exterior ) ，用 ext 4表示 * 

( ii ) ! T 中的点 《 称为4的 边界点 （boundary point ) ， 如果 u 的每个开球包含 A 中的点也包 
含不在4中的点. 4的所有边界点的集合称为4 的边界 （ boundary )， 用 bd 4表示， 

显然，给定 IT 的子集4及 R " 中任意点《，或者存在《的包含于 A 的开球，或者存在 a 的 
包含于11*\4的开球，或者 ii 的任一开球，它包含4中的点也包含 R "\ 4中的点.而且这些可 
能性是互相排斥的.这恰恰惫味着 IT 分解为下列不相交集的 并集： 

R 11 = int >4 U ext 4 U bd >1, 

由内部、外部及边界的定义直接可以看出，如果 X 是 R " 的子集，则 

int A = ext ( R R \ A ) 且 bd A = bd ( R n \4). 

命题 10.19 设 4 是 IT 的子集，則 

( i ) A 是 R ” 中的开集当且仅当 ^nbd ,4 = 0. 

( iiM 是 IT 中的闭集当且仅当 bdAQA . 

U ) 的证明首先，假设4是 r 中的开集，则 4= im 儿于是由于 i n t 4 nbd/l = 0， 可推得 
AnbdA ^ 0 . 反之 ，假设 4nbd>l = 0 ， 则由于 Anext4 = 0 且 im4C4, 由分解 （ io . li ) 得， 
A = mtA t 即 / i 是 IT 的开子集. 

(II) 的证明 余集特征 断定，>4是 IT 中的闭集当且仅当 R "\ 4是 IT 中的开集.然而，由 
( i ) 可得， R B \ A JiR - 中的开集当且仅当 （ H _\>4) nbil ( ir \> l ) =0. 由于 bd 4= bd ( R n \4)， 

可椎出4是 R " 中的闭集当且仅当 （ R B \ A ) nbd ,4 = 0,由于 Wi 4 n ( IT \4> =0当且仅当 
bd AQA t 这就证明了 （ ii ). ■ 

通过介绍称为笛卡儿积 （Cartesian pixxhict ) 的构造结束本章.该构造从 R 的子集构建 IT 的 
子集 • 

定义对每个下标 i ， 其中1奚 i 奚 n . 设岑是 R 的子 集. 則 A 2 ，…，七 的笛卡儿积， 

用七 xA 2 x … xA h 表示，是 R " 中由以下公式所定义的子集： 

A l x A 2 x … x i 4 ft = j u =(“ "…， …，\) e R * I 对 1 ^ i ^ n f u i € A i \ - 12871 

如果每个 先 是有界闭区间 （ =[a;, b ( ] t 笛卡儿积称为广 义矩形 （generalized rectangle). 

把证明广义矩形是 R n 中的闭子集留作习题.事实上， R 中任意 a 个 闭子集的笛卡儿积在 R ” 中 
是 闭集. （见习题 10 及 11.) 


( 10 - 11 ) 
( 10 . 12 ) 
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习题 

1. 确定下列 R 的子集哪些是 R 中的幵集、 R 中的闭集或既菲开集又非闭集，证明你的推断. 

a. A = {0 f od ), 

b _ A = Q , 有理败集. 

C* j4 = jueR I u 2 >4}. 

d* ^4 = { u e R I u 2 芬 4j. 

c * A = [0 ， od 〉• 

2. 确定下列 R 2 的子集 4 哪些是 R 2 中的开集、 R 1 中的闭集或既非开集又非闭集_证明你的推断_ 
a i4 = | « = ( jc, y) \ x 2 >y\. 

b ， 4 = |ii = (* t r > I ^ +r = U _ 
c . A - \ u - (x f j) I x 是有理败 [ . 
d* A = \ u ^ (x f y) I x>0 ， y>0 \ * 

3 . 设 r 是正数，定义 0 =UelTl \\u\\>r\. 通过证明 O 中每一点是 O 的内点证明 O 是 IT 中的开集-(提 示: 

对 o 中的 H ， 定义 = 证明> 

4_设 r 是正数，定义 Ihll^rK 用按分童收敛准则证明 f 是闭集 • 

5. 设 r 是正数，定义 l|«H>r }. 通过证明 O 的补集是 IT 中的闭集证明 O 是开集 • 

6 . 设 r 是正数，定义 f = 1«€IT 丨 ||«|| = r|. 用按分量收敛准则连同收敛的实数序列的和与积的性质 证明: 
F 是 IT 中的闭集. 

7. 设4是 ET 的子集，设是 R* 中的点，>1平移 （IniMUteJiif 用 投 +A 表示，定义为 

w ^ A ^ |w+ul u e X | . 

«. 证明：>1 是开集当且仅当 v+A 是开集 _ 

b. 证明： 是闭集当且仅当是闭集. 

8. 对于正数 r 和 R" 中的点《，定义4 =氏（《),证明 irn>4=>l，bd^ = |v € R* I di 8 t(l#, v) = d 及 ext /I = 1 v € 
R w I dist(u, v) > r|. 

免设 >1 与 fl 是 IT 中满足 ACB 的子集. 
a* 证明 int 4 G int 汉 
b, bdACMB 成立吗？ 

10. 对每个下标：，其中1姿 i 矣 n , 设弋为 R 的闭子集.证明：笛卡儿积 

f _ x A X …X 

是 IT 的闭子集 * 

11. 对每个下标 i , 其中设是 R 的开 子集.证明： 笛卡儿积 

0 { x 0 2 x ― x O n 

是 IT 的开子集. 

12. 对于 IT 的子集/I, 4的用包 （dosurt), 用 cM 表示，定义为 

cl A = int i4 U bd A. 

证明： AQclA, 及当且仅当 >1 是 IT 中的闭 集. 

13. 设 4 是 IT 的子集 • 

a. 证明 imA 是 IT 的开 子集. 

b- 用 （ a> 证明 exl/4 也是 R A 的开子集. 

C. 用 （ a) 及 <b> 连同分解 U0.11) 证明 bd A 是 T 的闭子集 * 



第 11 章连续性、紧性及连通性 


11.1 连续函数和连续映射 

回顾函数 /M — R ,其定义域为 R 的子集4,在4中点 z 处连续定 义为： 如果当4中的序 
列收敛到点*时，象序列彳/(力>丨收敛到 /( 幻.进而，函数 /M — R 定义为是连续的， 
如果在它的定义域内的每一点是连续的.在第3章讨论过这样的函数.在本章，将讨论形如 
— IT 的更一般的函数，其中4是 R " 的子集而 m 和 n 可以大于 1. 区分 m = l 及 m > l 的不 
同情形有时是很有 用的： 许多特别的结果仅在 m = l 时才成立.为强调这一差别，把一般的函数 
尸 : ^4 — 3^称为块射（11«^^叩），而对 ro = l 的情形（即值域为 R 时）仍使用函數 （ function 〉 这个词 • 
定义设 A 是的子集. 

( i > 炔射 ir 称为在>1中点《处是连续的，如果当>1中的序列收敛到 II 时，象序 
列 | F ( ii *) 丨收敛到 F • 

(^)映射/^:>1 — 1^ 1 称为是连续的，如果它在其定义城的每一点处是连縷的. 


射彩 函数的 连縝性 

命题 11.1 对于1矣 i 矣 /I 的每个下标 i , 第 i 个分量射影函數朽： ir — R 是连续的. 

证明设《是 R " 中一点，假定是 R " 中收敛到《的序列.那么根据按分童收敛准则， 

lim lp-(ii A ) | = />〆《)_ 

k-*m 

于是函数 A : IT — R 在点《是连续的.由于《是在『中任意选择的，所以函数 R "— R 是 
连续的. ■ 

例 11.2 对 U , y ， i ) eR 3 , 定义函数 /: R 3 —R t s : R 3 — R ， MR 3 —R 如下： 

f ( x , Y ， z ) = X ， g { x s y , z ) = y 及 k { x , y , z ) = z . 

命题 11. 1 蕴涵这三个函数是连续的 • _ 


函数的和、积与商的连续性 


先建立多元实变量实值函数的若干个结果，再转而研究一般的映射，从定理的如下推 
广开始. 

定理 11.3 设4是 R " 中包含点《的子集，假定函數 AM — R 与 giA — R 都在点 m 连续, 
则对任意实數 a 与爲，函数 

otfc + )3 豕 ― ► R 

在点 II 连绩.还有积 

h * g \A ― ► R 

在点《连续 • 此外，如果对所有 V €4, g ( v )— 0,則 
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在点 u 连续. 

证明设是集4中收敛到点 *1 的序列.由于函数 A : 4 —R 在点《是连续的，故其象 
序列 U (« 4 ) j 收敛到 A («), 类似地，函数 a R 在点《的连续性蕴涵序列化<« 4 )丨收敛到 

g ( u ). 由收敛的实数序列的和、积及商性质，可得 

lim(aA + fig)(u k ) = (aA + fig) (u) f 

|29l| Yun(hg)(u k ) = {hg)(u ), 

li -("7) (,，4) = (+)(“)， 

这三个极限显然正是定理所要证明的结论. ■ 

例 11.4 定义函数 — R 如下： 

f(x t y,z) = xa + y 3 , (x,y t x) e R 3 . 

由于这个函数可从分量射影函数的积与和得到，故从命鹿 U . 1及定理 11.2 可得该函数是 
连续的. _ 

复合映射的连缳性 


给定映射 — R ", 如果 B 是定义域4的子集，则集 fl 在映射 fM — IT 下的象，用 
F ( B ) 表示，由如下公式 定义： 

F ( B ) = I v e E w I v = F («〉， 其中 if e B \. 

定理 11.5 设 4 是 IT 的包含点 《 的子集，假定映射 CM — R " 在点 if 连续，设 B 是 IT 中 
满足的子集，假设映射 — R 4 在点 C ( b ) 是连续的，则复合映射 


在 B 处连续. 

证明设是4中收敛到点》的序列.由于映射 cm — it 在点》连续，可得象序列 
|以《 4 )丨收敛到 <；(«*). 但另一方面， |C(a 4 ) 丨是 B 中收敛到点 G(«) 的序列，映射 tfj — R 4 
在点 G («) 的连续件蕴涵序列丨丨收敛到 W(C(«)), 即序列丨丨/^^:八七”收敛到 
( H ^ G )( u ). _ 

例 11.6 定义函数 /:R 2 —R 如下： 

/(*， y ) = %y + e * r *', ( x f y ) e R 2 . 

那么函数 /: R 2 — R 是连续的.为说明这一点，注意 

/ = P, • Pi . Pi + “ （Pi . p 2 ) :R J — R ， 

其中 A : R — R 定义为 + >. 由于连续映射的积、和与复合还是连续的，于是推 

12921得函数 / : H 2 — R 是连续的. ■ 

例 11.7 定义函数 /: R "— R 如下： 

/(«) = ||«||，“ e R ". 

则函数是连续的.这是因为 

/ = /»。+ … +pji a ) : R" ― ► R , 
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其中 AU ) =&， * 为非负数.由于连续映射的积、和与复合还是连续的，于是推得函数 
/： R "— R 是连续的. ■ 

连鎳映射的按分置连续准则 


定义给定映射 — R " 及下标 i ( l ^ i < n )， 其中4是] fT 的子集，定义函数 — R 是 

— R " 与第 * •个分量射影的复合.称函數 AM — R 为映射 — R " 的第 i 个分置 函数，于是 

f(K) = (FJii), … ，匕 （“）），« e A, 

而映射 — R " 由它的分量函数表示为 

F - ( 11 . 1 ) 

例 11.8 设0是 R " 中所有非零点的集合，定义映射 F : C »4 ir 如下： 

F ( u ) s： ii/ 1||| || 2 1 « e O. 

那么映射用分最函数的表示是 

F ( u ) = U/||«|| 2 , …，“ ,/Wr）， 《 g IT. 

在 n =3 的情形下，这个分量表示可以写成 


F ( x , y t z ) 



Z 


+ Z 


X + 


m» k d 

y + z 


e O . 



正如在欧几里得空间中对序列的收敛有按分量收敛准则一样，对于映射的连续性也有下列 


简单而有用的准则. 

定理 11,9( 按分童连续准则） 设 4 是 R_ 的包含点《的子集，考虑映射 

F = (匕， …人）:卜 R", 

则映射 F ： A ^ R M 在点《连续当且仅当它的每个分量函 數心： A -* R 在点 a 连续. 

证明这个结果可由按分*收敛定理立即推出.因为如果丨 《 4 1 是4中收敛到点《的序列， 
则象序列 IMh )! 收敛到当且仅当对每个下标 £(1 矣 i 矣 n )， 序 列丨心 （《 4 )丨收敛到 

^(«). ■ 

按分董连续准则给出定理 11.3 的第一个论断的如下推广. 

推论 11.10 设4是 R " 包含点 h 的子集，假定映射//: 4 - 及 C : R " 都在点 w 连 

续， 则对任意实數 a 及 J 8, 蚨射 

$ 

aff + J3G：A —► R" 

在 w 处连续. 

址明如果注意到对每个下标/(14在/»)，映射 W+i3C : R •的第 i 个分量函数是 《//. + 

则要证的结果可从按分童连续准则及定理 11. 3得到. ■ 


[2931 


映射连鏤的 £-5 准則 


在 3.1 节，对于一元实变量实值函数，我们借助于收敛序列定义了一点的连续性.在 3.5 
节介绍了在一点连续的 “&- s ” 准则，并证明了空间借助于收敛序列定义的连续性是等价的，这 
便是定理 3.20. 把它的证明几乎逐字逐句扩展到作为一般函数的映射上，对下述定理提供证 
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明（习題 12). 

定理 11.11 设 >4是的包含点《的子集，则下面关于映射 — IT 的两个推断是等 
价的： 

( i ) 映射 FM — E w 在点《连续，即对4中的序列， 

若 lim dist( “▲ ，!!）=0，則 lim dist( F( « 4 ) ， F( w ) ) - 0- 

(ii) 对每个正數 e ， 存在正数 5, 使得对 ve>4, 

如果 dist(v，《) <5, 則 dist(F( v) ,F(a) ) < e . 

在一点上连续的准则如图 11. 1所示. 



连读性的最后一个 准则： 开集的逆象是开集 

映射在一点连续的上述特征导出定义域为 R " 的开子集的映射在整个定义域上的连续性的 
如下有用特征. 

定理 11.12 设 0 是 R " 的开子集，考虑映射 F : O — IT , 则下面的推断是等 价的： 

( i ) 映射 F : O — R " 是连续的. 

( ii ) 当V是 R " 的开子集时， flV ) 是 IT 的开子集. 

证明首先，假定 （0 成立.设 V 是 R " 的开子集，要证厂穴0是 R a 的开子集，根据定 
义，这意味着中每一点是内点.设《是/^\»0中的点，则 f («) 属于 K ， 而 K 是 IT 中 
的开子集，所以存在某个正数 r 使得扎 （ F («)> CK 由于映射心 <9- R " 在点《是连续的, 
故由定理 11. 11所提供的关于连续性的 “ c -5” 特征可知，能选择正数使得 

如果 v 在0内且 dist ( v ，“） < 5,则 dist (尸 （ v )， F («)) < £• (11.2) 

然而，根据假定，集 O 是 IT 中的开子集，所以可以选取小于3的正数 r ， 使得氏（《«)£0.从 
(11.2> 可得 

尸(氏 （《)) C BAF ( u )) C V t 
从而艮 （《) Q /^(»0, 所以《是厂的内点 • 



连续性、紧性及连通性 


209 


为了证明相反的结论，假定 （ ii ) 成立，设《是0中的点.为证明映射 O — IT 在点《连续, 
要验证定理 11. 11推断的连续 性的、 特征.设 fi >0, 开球是 IT 的开子集，所以圮 （ f («)) 在 
R m 中是开子集.由可得 ， F °( S ,( F («))) 在 IT 中是开子集 • 于是属于厂_(5 〆 尸 (《))) 的《 
是广\5,(尸 (《>)) 的内点，所以可以选择满足氏 （《) G；f ( I (尸 （《))) 的正数5,这意味着 
F ( B s ( u )) QB g ( F ( u )), 于是映射 O — BT 满足在点《连续性的、 -5” 特征. ■ 

集合是开集或闭集的准则 

推论 11. 13设函教 /: R n —1 R 连续，令 c 为实數，则集合 

j n e R " I /(«) < c \ 和 { ii e R " I /( k ) > c | 

是 R" 中的 开集. 而集合 

I ii c R" I /(u) ^ c l 和 lueR ’ 丨 /( u)>ct 

是 R rt 中的闭集. 

证明注意到集合 UeR 丨 V < c | 与 UeR I 都是 R 中开集，由定理 11. 12所推断的 
连续性的特征可知， l « e ! TI /(*0<<：} 和丨 《 e R " l /(«)> d 都是 R " 中的 开集. 但是注意 

{ 0 £ E n I /(«) > ct = R" \ j « e K' I /(«) < c\ 

及 

I« € R" I /(«) 5 S c| = R" \ III 6 R° l/(ll) > c} , 

所以由集合的开性与闭性的互余特征可知 UsR " I 丨 /(«) 英 H 都是 R " 中的 

闭集 • ■ 

例 11. 14定义 

O - | (jc,y,z) e I 2x + 3y + 4z > 01. 

则 0 是 R 3 的开子集.这可以从推论 11. 13 推出，只要注意由 

f{x ， y ， z 、 =2* + 3 y +4 z ， （ * ， y ， 2 ) e R 5 

定义的函数 /: R 3 — R 是连续的. ■ 

例 11.1 S 选定正数《及6,其中 fl <6, 定义 

C > = | « e R " I a < || u || < 6 [, 

则 C ? 是 R " 的开子集.这可以从推论 11.13 推出，只要首先注意，由于由 

/(«) = ||»||, « e R " 

定义的函数 /: R " — R 是连续的，所以 |«eITl || u ||> a | 与丨 iieITI ||«||< M 都是 R " 的开子集. 
因此<9作为这两个集合的交集，当然也是 R R 的开集. ■ 


习慝 

1. 定义函数如下： 

/(*. y ) = C08 (* + y) + x 2 y 2 , ( jc , y ) e R J . 

证明： /: ie - R 是连续函数. 

2. 定义 0= 丨 （*, y , z ) s fe \ {*, y , i )^(0, 0, 0) 丨，再定义函数/ : 0-* R 如下: 
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= — - J - j, (x f y t z) e 

X + y +2 

证明： 函数 R 是连续 函数- 
3. 在 ir 中固定一点 V ， 定义函败 /:ir — r 如下： 

/(«) - <«，0 ， U € R \ 

证明： 函数 /: R ft — R 是连续函数. 

4假定函数 — R 是连续函数，且当 IT 中的点 II 至少有一个有理分量时 /( u ) >0. 证明： 对所有的 《 e IT ， 
/(«) ^0, 

5. 利用推论 U , 13证明下列每一个集合是 R 2 中的 开集： 

a. |(x, y) ^ R 2 I r>0|- 

b. 1 (x^ y) e R 2 I x 2 /5 + y 2 /4 < 11 * 

c. IU ， y)^R 2 \ y>x 2 \. 

d. I (z， r ) eR 2 I 1 <? +y 2 <2(. 

6 . 假定函数 /W — R 与 — R 都是连续函数， 证明： 集合 I lie IT l /( ii ) ^ g ( u ) =0| 是 IT 中的闭集. 

7 . 设 O 是 IT 的开子集，假定函败 R 是连续函数.如果 a 与6是满足 a <6 的数， 证明： 集合 

|« e ( Pla </( ii ) < b\ 

是 IT 中的开集. 

8. 证明： 集合 lueJT 丨~>0|是 IT 中的开集* 

(2971 9•用推论 11. 13 证明： 如果《是 IT 中的点而 r 是正数，则集合 IveR " 丨 v )< r | 是 R " 中的闭集. 

1«.设<9是 IT 中的开集，嵌定函败 /:0— R 是连续函败，再假定《是0中满足 /(«) >0的点. 证明： 存在《的 
开球使得对所有 v E S,/(iO >/(«)/2, 

11- 设 4 是 R* 的子集，集合 4 的特征函教 （characteristic function) /:R_ — ► R 定义为： 

1 如果《 e j 4 

/(«)=， 

0 如果 u t 

证明： 这个特征函数在4的每个内点及 X 的每个外点是连续的，但在4的每个边界点不连续. 

12. 证明定理 11. 11. (提 示： 在定理 3.20 的证明中，用两点间的距离代替两数差的绝对值 . ） 

13. 不引用按分量连续准则对推论 11. 10给出一个直接的证明. 

11.2 列紧性、极值和一致连续性 

在 2.4 节，我们对实数集引人了列紧性这一概念.一个实数集 S 定义为列紧的，如果 S 中 
的任何序列有一个收敛于 S 中一点的子序列.我们证明了闭的有界区间是列紧的，这一结果称 
为列紧性定理（定理 2. 36). 

在 3.2 节证明了极值定理（定理 3.9), 它断言定义在闭的有界区间上的连续函数有最小值 
和最大值.在 3.4 节引人了一致连续性槪念并证明了定理 3. 17,它断言定义在有界闭区间上的 
连续函数是一致连续的.事实上，检査一下定理 3.9 与 3. 17的证明可掲示，这两个定理中使 
用的有界闭区间的唯一性质是列紧性.在第3聿中，我们无需去追求这一点.但是现在我们处 
在多元函数范围内，提出列紧性是有用的.在本节的第一个目标是对 R A 中的子集引人列紧性 
这一概念，并证明『的子集是列紧的当且仅当此子集是有界闭的 ， 第二个目标是证明，对 R " 
的列紧子集上定义的连续函数， （ i ) 有最小值和最大值， （ ii ) 是一致连续的. 
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5 T 的列*子集 

给定 R " 的序列和自然数的严格递增序列 U l; 丨， 序列 |'1 称为的子序列.注意， 

如果序列 Ud 收敛于 H " 中的点 x , 则丨心丨的任一子序列 | j ^ J 也收敛于足因为这一性质前面已 
对实数序列建立，所以如果 limdistU 4 , x ) =0,则 limdi 8 i ( x 、， x ) =0. 

惫— *0 卜翁 * 

定义设 A 是 1 R " 的子集.称>1是列*的，如果4的任一子序列收敛于 A 中的点. 

列紧性定理（定理2.36> 断言： 如果《与&是实数且 a 矣6,则有界闭区间 [ a , 6] 是列紧的. 
这对刻画 R " 的列紧子集是有用的.首先，给出 f 的子集是列紧的两个必要条件. 

定义 R " 的子集 A 称为有界的，如果存在一數 M ， 使得对4中所有点有 

定理 11. 16 IT 的列紧子集是 IT 的有界闭子集. 

证明设4是 R " 的列紧子集.首先证明4是 IT 中的闭集.设是/!中收敛到点《的序 
列 （《 eR "), 则丨 《 t l 的每个子序列也收敛到《,根据列紧性的定义，某个子序列收敛到4中的 
点，于是 u 厲于>*，从而4是闭集. 

为证明>1是有界的，使用反证法.假定4不是有界的.则对每个自然数 A , 下式不 成立： 

对4中所有 点“， ||«||^ k . 

所以可在4中选到一点，记为 《 t , 使得 ||« t ||> A . 由于4是列紧集，序列|«|」的子序列收 
敛到属于4的某点 u .但 J 

对所有正整数 j , \\ u tj \\> k ^ j . 

因此实数序列 I ||'||丨是无界的但收敛到《的范数. k 而我们已经证明实数收敛序列的性质之 
一是这样的序列有 k , 于是得到矛盾.因此 m 是有界的. ■ 

R " 的子集4是列紧集的充分必要条件是4为 1 T 的有界闭集.为证明充分性，下面的定理 
是至关重要的. 

定理 11. 17 r 中每个有界序列有收餃的子序列. 

证明用归纳法证明.当 rt = l 时显然就是定理 2.33 的推断. 

现假定 n 是正整数且中每个有界序列有收敛的子序列.要证 IT + l 中每个有界序列有收 
敛子序列. 

设1«|»丨是 ST ” 中的有界序列.固定正整数定义&是《 4 的最后一个分量.记 

= ( V k ) t 

其中》\是11"中的点，对于下标 i ( l 霉 i 矣《)，它的第 i 个分量等于 《» 的第 i 个分 量. 于是定义 
了两个 序列： 实数序列丨及『中的序列丨 v 4 丨. 

| v 4 丨是 R ” 中有界序列，而丨^丨是有界实数序列.根据归纳假设，丨的子序列收敛到 IT 
中的点 V ，相应的子序列本身又有子序列收敛到实数1由按分量收敛准则得， |« t 丨的与 
最后这个子序列相应的子序列收敛到 IT 41 中的点《 = (V, x ). 

数学归纳法原理蘊涵了本定理对每个正整数《成立. ■ 
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定理 11.18( 列紧 定理） R B 的子集是列紧的当且仅当它在 R " 中是有界闭的. 

证明首先，按 照定理 11. 16, R " 中每个列紧子集是 5 T 中的有界闭集. 

为证明其逆，设4是1^中的有界闭集，假定是4中的序列，由于序列1« 4 丨是有界的， 
从定理 11. 17可得，存在|«^|的子序列||<~丨收敛到 R ” 中的点《,但1«~|本身是4中的序列， 
由于4是闭集，《属于集七所以4是列紧集. ■ 

上面列紧定理通常称为波尔査诺-魏尔斯特拉斯定理. 

回忆 IT 的子集 J 是》个有界闭区间的笛卡儿积称为广义矩形. 

推论 11.19 R " 的广义矩形是列紧的. 

证明设/是广义矩形，依無上面定理，只要证 J 是列紧的，因此必须证明/是 R ” 的有界 
闭集.由定义，广义矩形是《个实数的有界闭区间的笛卡儿积.首先，证/是有界的.由于实 
[3001 数的有界闭区间是有界的，故可选 M >0, 当1矣时，若实数 u 是 J 的第 i 个边上的值，则 
I ul 这样对所有在/中的《， 

||u|| - y/tl] + *•' + uf + ••- + u\ 莓 y/itM , 

所以/是有界的.另一方面，我们已证明实数的有界闭区间在 1 R 中是闭的，由按分量收敛准则 
知，/在 IT 是闭的. ■ 

下面讨论定义域为 1 T 中列紧子集的连续映射. 

定理 11.20 设 >4是 R ” 的子集，假定映射 — 是连续的.如果定义域4是列紫集， 
則象 F (4) 也是列紧集. 

证明设彳《^丨是 FM) 中的序列，对每个正整数I选择4中的点 v t , 满足 《 4 = F ( v 4 ), 由于 
4是列紧集，故存在子序列丨'丨收敛到4中的点 v . 但映射 — IT 在点 v 是连续的，于是 
\ u k{ \ = 丨 收敛到的 F ( v )， 因此中每个序列有收敛到 FM) 中的点的子序列. 

根4定义，士意味着 MW 是列紧集. ■ 

引理 11.21 R 的每个非空列紧子集有最小數和最大教. 

证明设4是 R 的列紧子集.按照定理集4是 R 中的有界闭集.由于 >4有界，根据 
R 的完备性公理，4有最小上界，用&表示 / t 的最小上界，于是对一切 x 矣 b . 另一方面， 
如果 A 是任意正整数，则 6-1/ A 不是>1的上界，所以可选4中的一点，记为 * k ， 则有6-1/長< 
x k ( b . 由比较引理可得，序列收敛到 6. 但 A 是 R 的闭子集，所以6厲于儿于是数6是 
A 的最大数. 

以最大下界 （greatest lower bound 〉 代替最小上界 （least upper bound ), 可类似地证明 >4 的最 

小数的存在性 * ■ 

定理 11.22( 极值定理） 设 4 是 R " 的非空列紧子集，假定函數 /M — R 是连续的.則函數 
/:4 — R 取到最小值和最大值. 

酬 证明由定理 11. 20可得象 / U ) 是列 紧集. 根 据引理 11.21,/ M ) 有最小数和最大数. ■ 

推论 11.23 设 /:/ —R 是定义在 R " 的广义矩形上的连续函數，则 /:/ — R 取 到最大值及最 
小值. 

证明从极值定理和推论 11. 19立即可得证明，推论 11. 19断言广义矩形是列紧的. ■ 
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定义 1 R " 的一个非空子集 >4称为具有板值性质，如果任一连续函教 v 4 :R — R 都有最小值 
与最大值. 

定理 11. 22断言 R a 的非空的列紧子集具有极值性质.事实上，这也是唯一具有此性质的 
H " 的子集， 

定理 11. 24 IT 非空子集有极值性质当且仅当它是列紧的， 

证明设 A 是 R " 的非空子集，若4是列紧的，则由定理 11.22 知，它有极值性质.现证 
其逆.假设4有极值性质，要证/ I 是列紧的，由定理 11. 18,只需证4是有界闭的.先证它有 
界.事实上，定义连续函数 gM — R 为系 (《) 由于4有极值性质，这个函数有 

最大值，因此它有上界，故集>1是有界的.现在证明4是闭的.事实上，设！丨是4的一个序 
列，它收敛于 1 T 的点 v . 我们必须证明 f 属于1为此定义连续函数 A :J 4 - R 为 A («) = 
||« -k||(« 6i4). 选取4中点 u .， 它使得取极小.由于 limdisUvp »0 =0，故 

备一 

"(«•)= inffc ( A ) = 0. 

从而 ll «. - v |(=0, 所以 v = «,， 因此 v 厲于 4. ■ 

一致连鏤性 


回想为证明连续函数/: |>， R 是可积的，我们需要证明每个这样的函数是一致 
连续的.在多元函数的积分研究中，需要类似的结果. 

其次一个欧几里得空间间的映射的一致连续性槪念也是需要的，以建立多元函数积分的换 

元公式. 

定义设4是 IT 的子集.映射— 为一致连縝的，如果>4中的序列|«»|和丨滿足 

lim dist ( ii A 9 v k ) - 0, 

*—■ 

则 

lim dist ( F ( u k ) , F ( y k )) = 0. 

k~* 

显然，一致连续映射是连续的.事实上，假设 R ~ 是一致连续的，设|« 4 丨是/ I 中收敛 
于4中点《的序列，对每个下标 A , 令\«8“，可见 liindisUi ^, v t ) =0. 由一致收敛性定义， 

limdUt ( f ( iO , F ( v ,)) =0,即象序列收敛于 F («), 因而连续 • 正如我们在 

一元实变量函数的情形中看到的，连续映射未必是一致连续的.但是连续映射若其定义域是列紧 
的，则它是一致连续的.我们把这一结果的证明留作习題（习题 5), 因为这个证明只需对定理 3. 17 
提供的证明稍作修改即可，而定理 3. 17是一种特殊情况，即它是定义域是实数有界闭区间的函数. 

定理 11.2 S 4是 1 T 的子集，假设映射 — R " 是连 续的- 若定义域4是列緊的，則玦 
射 F : 4— IT 是一致连续的. 

推论 11.26 连续峡射 /J — R 定义在 R A 的广义鉅形 J 上是一致连续的. 

证朗证明立即可由上面的定理与推论 11. 19得到，后者断言广义矩形是列紧的. _ 

正如映射在一点的连续性的准则是等价于在一点上连续性的序列准则，我们也有下述 
映射的一致连续性的心 S 准则.它是定理 3.22 的直接推广，证明留作习題. 
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定理 1 L 27 映射 FM — IT 定义在 IT 的子集4上，下述两个断言是等 价的: 

( i ) 映射 — IT 是一致连续的，即对 >4的两个序列和丨 M , 

若 lirndisKi ^， v t ) : 0，則 limdist ( F ( u k ) , F ( v 4 )) =0, 

( ii ) 对任一正數 S ， 存在正數5，使得4中任两点 II 和 V ， 

[3031 若 disi(«，v) < 8 , 則 dist(F(ii) ,^(v)) < e . 


习题 

1 . 确定下列 R 的 W —个子集是列 紧集. 证明你的结论. 
a - Ue [0, 1] I x 是有理数 I . 

b . I X € R I x 2 > x \ , 
c* UeR I 〆 赛 2 i . 

2. 设 ii 是 IT 中一点，令 r 是正数， 证明： 集合 

| r e R m I dist («, r ) « r | 

是紧集. 

3. 证明： R " 的幵球是有界的. 

4. IT 的开球能是列 》 的吗？ 

5. 检査定理 3. 17的证明，把两点的差的绝对值替换成两点的距离来证明定理 11. 25, 

6. 设>1是 IT 的子集，且设函败 /M — R 是连续的- 

a . 若/»有界，则 / M ) 有界吗？ 

b . 若4是闭的，则/(/0是闭的吗？ 

7. 假设函败 /: R A — R 是连续的且对 R ’ 中任一《，有 证明： / l ([0, 1]) 是列*的 + 

8•设 B 是 K 的列紧子集，定义尺= 1(1 y ) eR 2 丨 xed , yeBi . 证明尺是列紧的* 

9. 设4是 IT 的列紧子集，且设 V 是中一点， 证明： 对 A 的所有 u, 存在一点 K 。 厲于集4,使得 

di 8 t ( u 0 < dUl ( H ， v ). 

«。是否唯 一 ？ 

10. 映射 — R _ 称为利普希茨映射，如果存在败使得对 5 T 中所有《与 V, 

dist ( F ( u ) , F ( v )) < Cdisl («, v ), 

数 C 称为此映射的利普希茨常数， 证明： 利普希茨映射是一致连续的 • 

11. 证明定理 11. 27. 

*11.3 順向连通性与介值定理 

在 3.3 节中，定义 R 的子集4是凸的，如果点4有点 u , v 且 u < v , 则整个区间 [ u , v ] 包 
含于 4 中.我们证明了实数集合是凸的当且仅当它是个区间.我们证明了表述在定理 3. 14 中 
[3041 的介值定理，它 断言： 若/是区间且函数 /:/— R 是连续的，则象 /(/) 也是个区间 • 本节研究 R " 
的子集 /!, 称它 为顺向连通的 （ pathwise - connected ) ， 证明一个连续函数的定义域是顺向连通的， 
则它的象是区间. 

下面把凸性这一概念自然地推广到 R ‘ 的子集上. 

定义 R " 的子集 i 4 称为凸的 （ convex ) 丨 如果 II 与 V 属于 >4,射线段 U “ + (1 0 幻名 1| 

包含于 4 中. 

例 11. 28 设 《 是 IT 的一点， r 为正实数，则 开球氏 （《) 是凸的.为看到这一点，设 v 与 撕 
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是 !?,（《) 中的点 ， t 为实数且0忘《矣1.我们将证明 （1- Ov+tw 属于尽（《)，即 

|| (1 - 0 v + tw - ^ 


事实上，由于 


由三角不等式推出 


( 1 - t)v ^ tw - U = ( 1 一 t)(V — + t(w - , 


|| ( 1 - t)v + tw - u\\= || (1 - t)(v - u) + r( w - ») || 

霉 11(1 - 0 (v - »)ll + \\t{^ - «) )1 

=(1 - 0 ||(v - ll) ||+ t\\(w - u) II 
< (1 — I ) r + ir 
= r , 

例 11. 29 对 l ： Si 矣 n ， 设 （ 是实数的区间，则笛卡儿积 



A = /, X / 2 X *** X / ft 

是 R " 的一个凸子集 • 事实上，设《与 V 属于4且则对 Pi [ t « + (1 - Ov ] = 
t Pi ( u ) +(l - t ) 凡 （ V ) 属于 / ; ， 因为 P< («), pjv ) 肩于/;,且 A 是实数的凸集.这样 m + 
(1 -«>v 属于 /!• ■ 

虽然凸性是实数区间这一概念的自然扩充，但还有更一般的有用的概念，称为顺向连通性 
(pathwise connectedness ). 为此需要先引进参数化路径这一概念* 

定义设 a , 6是实教且則连续映射 y : [ a ，6 ]—R •称为参数化路径 （parametrized 
path ), y : [ a , &]—>R "的定义域称为参数空间 （parameter space ) ， y 的象称为路径 （ path )• 

参数化路径如图 11. 2所示. 



区别路径和参数化路径是重 要的： 路径是 R 11 的子集，而参数化路径则是玦射.此外，任 
一路径可以是多个不同的参数化路径的象. 

例 11. 30 R 2 的上半圈 


I (怎，: K ) e R 2 丨文 2 + y 2 = l,y 彡0丨 

是路径，它是参数化路径 [ -1， 1]— r 1 定义为 yu ) =( t , yi -« 2 x -1幻霉1)的象.这 
个上半 M 也是参数化路径 y : [0， u ]—^ R 2 定义为 y (0 =( - cost , sint ) (0 在 t 矣甘）的象，这两 
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个参数化如图 11. 3所示. 



图〗 1.3 上半圆的两个参数化 


注意到，每条路径是参数化路径的象，而参数空间是区间[0, 1]. 事实上，一条路径是参数 
[3061 化路径 y : [ a , 6]— R " 的象，则它也是下述参数化路径^ [0, 1]— IT 的象， 其中》 定义为 

当0忘*<1 时， - y (0 = y[(l - i)a + f 6]. 

定义 （ i ) 设4为] T 的包含点 “与 v 的子集，；4中连接《和 v 的一条路径，是指参教化路 
径 [ a , &]— flT 的象，满足 y ( a ) = «及 y (&) = V, 使得* y : [ a ， H 的象全包含在彳内. 
( ii ) R " 的子集4称为 颟向连通的， 如果4中每对点都可以用4内一条路径连接. 

定理 11.31 R 内子集是顺向连通的当且仅当它是一个区间. 

证明首先，假设/是一个区间.令 u ， v 是/中的点，不妨设由于/是区间，闭区 
间[ II , r ] 是/的子区间，所以可以定义 [ u ， v ] 是参数空间及 〆 《) =«(« 矣 Wv )， 于是得到一路 
径，在/内连接 u 和 V . 

反之，假设/是 R 的顺向连通子集，为证实 J 是一个区间，选取/中点 U 和满足 《 i < V . 我 
们必须证明闭区间[«!， r ] 是/的子集.因为/是顺向连通的，所以有参数化路径 [ a , 6]-/, 
满足 y(a) = u 与 y(b) =v. 由介值定理断言 [y(fl) , y(6) ] Gy( [a, 6] > ,所以 [u, V ] ■ 

显然， IT 的凸子集是顺向连通的，因为如果《与 v 属于则当0在£矣1时， 

y ( t ) — tu + (1 — t)v 

定义了 4中连接点《与|^的路径. 

例 11.32 设 /) 是 R 2 的凸子集，假设函数 R 是连续的，则函数/的图 

G = \ {x t y y z) I (x t y) e Z ) 且 z =f(x t y)\ 

是 R 3 的顺向连通子集.事实上，选取图 C 中两点（ II ， /(«)) 与（ V ，/( V ))，其中《与!^属于 /), 
则当0 幻矣 1时， 

y(t) = (tu + (1 - t)v J{tu + (1 - <)^)) 

_ 定义了 G 内连接 （《,/(«)) 和（ V ， /( o ) 的路径. ■ 

例33 R 3 的单位球面 S 定义为 

S = { a = (x t y t z) e R 3 I x 1 + y 1 ^ z 2 = 1 t. 
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单位球面是顺向连通的.为证实这一点，如图 11.4 所示，设 II 及 v 是 S 中的点，若 II 与 v 不 
是对径点，即若 v #- n ， 则可验证对0幻矣1, ( l - t ) n + n ^ O , 所以当0幻矣1时， 

“、 （1 一 t)w + /V 

r( ° = lid -0 … 

定义一条参数化路径连 接“和 v . 现在考 虑“和 v 是对径点， mv =-«. 在这种情况下，在 s 
上选取一点 故， 它垂直于 《， 对每个实数我们可验证 COStll+sillW 在 S 上，所以对 

y(t) = costu + sintw 

定义一条参数化路径 [0, it ]— IR 连接《和-«_我们把这一点留作习题. 



定理 11.34 设/!是 5 T 的子集，假设映射 F : IT 是连续的.若 M 是顺向连通的，則它 

的象 F (4) 也是顺向连通的. 

证明 设《和 v 是 F (4) 中的点，我们必须在 FM ) 中找到连接《和 v 的路径.在 4 中选取 
点 JC 和 h 使得/^(*)=«, F ( y ) = v . 由于假定定义域 >4是顺向连通的，故得出有参数化路径 
y ： [ a , 6]— R " 满足 y ( a ) = x 、 y ( 6) 及 y ( [ fl , b ]) QA . 因为连续映射的复合仍是连续 
的，所以得到复合尸。 y: [ a , IT 是中连接 II 和 v 的参数化路径. ■ 

定理 1 L 35 设4是 IT 的顺向连通的子集，假设函教 /M — R 是连续的，则象/(4)是一个 
区间. 

证明 根据定理1〗.34, /(/!) 是 R 的顺向连通的 子集. 则由定理 11. 31知，/(4)是一个区间. 

■ 

定义 R n 的子集称为具有介值性质 （intermediate value property ) ,如果任一连续函数 /:>4 —► R 
的象是个区间. 

定理 11.35 断言： IT 中任一顺向连通子集具有介值性质.证明了51"存在其他子集也具有介值 
性质.在下节中我们将引人连通性概念，旦将证明 R " 的子集是连通的当且仅当它具有介值性质. 

习题 

1. 设/是实数区间，假定函数 /:/— R 是连续的.该函数的图形 （ graph ) 是 R 2 中如下定义的 子集： 

G - \ (x f y) g K 2 \ x e I f y = /( 太 ）I - 
证明： G 是顺向连通的. C 是凸集吗？ 

2. 设>1和 B 是 R _ 的顺向连通子集.且它们的交集是非 空的*证明： 并集也是顺向连通的- 
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3,设 a 和6是正实数.用习思1和2证明 ：椭圆 

I <« ， y) e R 2 I x /a + yVi = 1 } 

是順向连通的. 

4 •设 /! 和 B 是矿的凸子集，证明 ：交集 XnB 也是凸集. ET 的两个順向连通的子集的交集也是顺向连通的吗？ 

5, 证明： 集丨 U, r ) e R 2 I x 2 +/= l| 是顺向连通的. 

6. 证 明：集 y>eR 2 丨 i 或 y 是有理数I是顺向连通的 - 
7-在例 11.33 中提到两条参败化路径，证明它们的象在 S 上. 

8. 设《是 IT 中的点，设 r 是 JH 数.证明：闭球 | v e IT I dUt(V, «)« r [是凸集， 

9. 设《是 IT 中固定的点， c 是固定的实数.证明下列三个集的每一个都是 凸集： 

U e R n I <v，《> > c} , I r e R* I <r,u> = c| | k e R* I <v f u> < c[. 

10. 给定 IT 中的点 a 及 IT 中的点 f . 定义 （ tf, f ) 是!^ + _中 的点： 它的前 ft 个分量 与《的 分最一致而后 m 个分 

_ M 与 v 的分置一致_假定4是 R” 的子集而 FM —IT 是连续的.该映射的图形 G 定义 如下： 

G = { (u v f) e R* ♦羼 I u e A^v = F(u) | . 

证明：如果 >1 是颀向连通的，則 C 也是顺向连通的， 

11- 用习题2及习腰10 证明： 集丨 （t y> z) e R 5 I 2/+/+/=1|是顺向连通的. 

”1.4 连通 性与介 值性质 


在上一节中，我们证明了 IT 的顺向连通子集具有介值性质，即定义在顺向连通集上的连 
续函数的象是 区间. 在本节中，我们将描述 R " 中具有介值性质的所有子集. 

定义设4是 R n 的子集， R " 的两个开集 W 与 V 称为分离 （ separate ) 集4，如果两个集以 
与 >»nv 非空且不交，而其和等于 4, 即 

4 n w — 0 M n v 浐 0, 

( xnw ) n (> inv ) =0， ( Ar \ U ) u ( Anv ) 

定义 R " 中集 4 称为 连通的 （ connected ), 如果 IT 中不存在两个开子集分离 i 
下面定理证实了我们在引人连通性时所说的话. 

定理 11.36 的子集是连通的当且仅当它具有介值性质， 

证明首先，假设4是 R " 的连通子集，要证4具有介值性质.设函数 /M — R 是连续的. 
要证象 / M 〉 是一个区间.假设不然，而导出一个矛盾.如杲 / M ) 不是一个区间，则4中存在 
点《和 V 及实数 C ， 使得 


/(«) < C < /(v > ， 

但 C 不属于象 /( A ). 定义 

^1 =广 （- » , c ) 及 A = /"'(<：, 00 ). 

注意到，因为 U 属于且1；属于所以岑与皂都 非空. 由于 C 不在 / M ) 中，故'与4 2 不 
_ 相交，而且 A , UX 2 = v 4. 

求『中两个开子集 w 与 v , 使得 

A nu = A , 及 ^ n v = a 2 . 

—旦这点做到了，由上面涉及的4,和 忠的性 质得， W 与 V 分离尤这与假定4是连通的相矛盾. 

设 U 是枣中 一点，由于 /(«〉< c , 由 /M — R 的连续性及定理 11. 11给出的连续性心5准 
则知，我们可选取 r = r ( u )， 使得当 V 属于 ^(«> nA 时，有 /( ir )< c _ 当《在 A , 中变化时，定 



连续性、紧性及连通性 


219 


义 w 是氏 （《) 的并，故 w 是 R n 中开集，因为它是『中开子集的并，显然有 = 类似地， 
对皂中每一点 V, 可选取一开球，它与 A 的交包含在皂中.这些开球的并定义一个 IT 中的开 
子集 V, 且 vn4=>^ 

反之，假设每一个连续函数/:4 — R 有介值性质.我们要证4是连通的.假设不然并得到 

矛盾.假设 4非连通，则存在有 R •的开子集 W 与V, 它们分离尤定义函数 — R 为 

" 、 fO 若 II 在 wnA 
/(«) = < 

li 若《在 vni 

则函数 /M — R 肯定不具有介值性质，因为它只有两个函数值一0和 1. 另一方面，这个函数 
/M — ii 是连续的.亊实上，为验证连续性，正如刚才注意到的，因为 w 与 v 都是 it 的开集，所 
以从函数 /M — R 的定义得，对4中每一点存在一开球尽 （《), 使得 — R 在 jn 坟 （《) 
是常数，故此函数在点《处连续 •• 因而，存在一个连续函数，它的象不是一个区间，这就与假 
定4有介值性质相矛盾，所以4必是连 通的. ■ 

推论 11.37 ft " 的任一頻向连通子集是连通的. 

证明设 4 是 R" 的顺向连通子集.定理 11.35 断言 >1 具有介值性质，因此由定理 11.36 


知，4是连通的. ■ 

定理 11. 31 断言： R 的子集是一个区间当且仅当它是顺向连通的.特別地，由推论 11.37 
知，每个区间是连通的.事实上，要证明 R 的每个连通子集是区间并不困难（见习題 2) •因 
而，对于 R 的子集，至于是区间，是顺向连通的，还是连通的并没有区别.因此，在一元实变 
量的实值函数的研究中不需要引入连通性、顺向连通性的槪念. 

有理由问及当 《>1 时， R " 的子集的连通性与顺向连通性之间的区别.推论 11.37 断言： 
R " 的顺向连通子集必是连通的.反之一般不成立.存在 R " 的连通子集，但它不是顺向连通的. 

例 11.38 下面叙述 R 1 的一个子集，它是连通的但不是顺向连通的，它是两个顺向连通集 
的并集.首先，定义尺=丨（*, y ) eJR 2 I *=0， - l ^ r ^.11. 注意到&是凸集，所以是顺向连 
通的.再定义 y ) sR 3 \ 0<K1, r = sinlA} , 则由于 G 是连 续函数 的图，其定义域 
是区间，所以 G 也是顺向连通的.现定义 Z =^： UG . 

证明集4是连通的，但4不是顺向连通的，如图 11.5 所示，因为不可能在>1中找到一条 
连接 / C 中的点与 C 中的点的路径，详细地证明留作习题（习题6与 7). 

在第12章讨论的度童空间中，还将研究更为一般的连通性.特别地，在 12. 5节中，将证 
明 IT 中的开子集是连通的当且仅当它是顺向连通的.所以前述的平面上的子集连通但非顺向 
连通并不令人惊奇. 

我们借助连接点的路径定义了顺向连通性.直觉上，路径是人们熟悉的几何对象，然而像往常 
一样，在把几何直觉构筑成确切的数学论断时，往往霭要格外小心.关于顺向连通性，值得引起蒈 
觉的是由佩亚诺 ( G . Peano ) 所述的一个著名的例子，他证明了 S = j (*, y ) 丨属于 I x \ 矣 1, 
1 y \ 霉 U 是一条路径，也即有一个连续映射 y : [0, 1]— R 2 , 它的象是正方形 S e . ■ 


0 细节可见 G«orge Simmon* 的杰出著作 {[ nuc ^ on to Topology and Modem Analysis)( New York ： McGrawHiU, 1963). 
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图 11.5 x =#： uc 是连通的但不是頎向连通的 


习題 

1- 设 Q 是有理败集*证明 Q 是非连通的 • 

2. 证明： R 的连通子集必为一个区间 * 

3. 设4是 f 的连通子集，假设点（0, 0, 1) 与（4, 3, 0) 厲于 I 

a . 证明： >4中有一点，它的第2个分量是 2. 

b . 证明： A 中有一点，它的范数是4_ 

4. 俵设4是 IT 的子集，它不是连通的且令 W 与 V 是 IT 的分离 X 的开子集，俚设 S 是 >4的子集且它是连通的 • 
证明 BQUWL BC VW 者之一 成立. 

5. 设尺是 R •的列紧子集，假设 C ? 是 IT 的包含尺的开子集 * 证明： 存在某个正数 r ， 使得对 K 中的任一点 K , 
B r {u)QO. 

6* 用习题4和5证明例 11. 38中定义的 A 是连通的. 

7. 证明例 11. 38中定义的4是非顺向连通的.（提 示： 令 *1 = (0, 1 )， v = ( l , S inl ), 齅设>1中有参数化路径 
y ； [0 f 1]—R 2 连接 “ 和 v, 定义 I .是 [0, 1] 中使得 y 将区间 [0, t] 映到欠的 这样的 t 的上确界.证明 ： y 
的第二个分量在点：.处是不连续的 .） 

», R 中哪个子集既是列 K 的又是连通的？ 

9. 设尺 是 R •的列 紧子集. 证明： 欠不连逋当且仅当存在尺的非空不相交的子集 A 与 B , 满足 = K 及正数 
I 使得对4中所有点《与5中所有点 r , 有 d (»， v ) 列 5 R 性 这一® 定对*的存在是必要的吗？ 


# 第12 章度量空间 

本书前9章致力于研究一元实变量的实值函数，第10章与第11章讨论欧几里得空间以及 
这些空间之间的映射.在19世纪后期，人们注意到在这一研究中许多有用的槪念可以分离出 
来，然后在更抽象的度量空间中研究.这一思维方向使得我们所用过的许多论据的基础得到澄 
清.更重要的是，它使我们能够理解那些在各式各样数学问思的使用中可以推广的概念，在 
12.1 节，将定义度量空间 （metric space ) 并给出度董空间的若干 例子. 还将把第11章对欧几里 
得空间引入的开集与闭集的概念推广到度置空间.在 12.2 节，将在度董空间中引人柯西序列 
的概念，并称度量空间是完备的，如果空间中每个柯西序列收敛到该空间中的一点.还将考虑 
完备度童空间的例子并证明一个重要的定理，称之为压靖块射原攻 （Contraction Mapping 
Principle ). 在 12.3 节，将回顾前面建立的关于微分方程解的某些结果，然后将用压缩映射原 
理证明一个关于非线性微分方程可解性的基本定理.最后两节将专门来推广第11章欧几里得 
空间中所建立的关于连续性、列紧性及连通性的结果. 

12.1 开集、闭集及序列的收敛性 

定义一个集 合尤称 为度置空间，如果对; T 中任意两个点 p 及存在磽定的一个实教 d (/», 9 ), 
它称为 p 与9之间的距离，满足下列三条 性质： 

(0 非负性： 

当时 d ( P ,9) >0， d ( p t p ) = 0. 

( ii ) 对 称性： 

d { p , q ) = d ( q ， p ), 

( iii ) 三角不 等式： 

对丨 中所有的 w t d ( p t q ) d ( p t w ) + d ( w , g ). 

上述函数 A «) 称为 X 上的一个度量.在一个集合上可能有不止一个度童. 

当 称尤为 度量空间时，总假定已规定了一个固定的 度量. 在下面三个定理中描述在经典分析研 
究中的某些最重要的度量空间. 

定理 12.1 对任意两个实数 p 及定义 

d { p , q ) = \ p - q \ , 

則 rf 是在 R 上的一个度量. 

上述定理实际上是绝对值的性质的一个直接推论，并且是下面关于欧几里得空间的下述定 
理的一个特例. 


定理 12.2 对 n 维欧几里得空间 R •中任意两点及 l 定义 




2 


邪么是 IT 上的一个度量, 


d ( p , q ) 


* 
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证明注意到，实数的平方和总是非负的，并且平方和为 0 当且仅当所有数为 0 ,由此可得 
d( Pf 9 ) 的非负性.对称性是显然的，三角不等式己在第 10 章对 IT 中的点建立了. _ 

定理 12.3 定义 6], R ) 是所有连续函数/: [ n , 的集合，对 C ([ a , 6], 

中任意两个函數/与客，定义 

- maxj I /(*) - g(x) I I * e [a y b] }. 

邶么 rf 是 C ([ a , A ]， R ) 上的一个度量. 

证明首先注意到，如果/与 g 在 C ([ a , 6]， R > 中，则函数丨 /- 客丨： [ a ，6]— R 是连 
续的.根据极值定理，函数 l/-gl : [\ 6]—11有最大值.于是#/，幻是严格定义的. 
在区间 [ a ，6] 中选择一点*。，满足 d (/， =丨/(*。）丨，则 
13151 对 [«， A ] 中所有 *， 0 -g(x) I =1 g(x) -f(x) I ^1 g(x 0 ) I t 

所以 d (/，*) =d(g f f)^0 7 且</，系） =0 当且仅当对 [«, 6] 中所有*， f(x) =g{x), 下面验 
证三角不等式.设 A 在 C ([ fl ，6]， R ) 中.由 R 中的三角不等式及度董的定义， 

对 [ a ， fc ] 中所有 *, I f(x) -g(x) I ^1 /(*) - k(x) I +1 h(x) -g(x) ( ^ d(J ， h) +d(h t g). 
于是得到三角不等式 #/, g)^d{f, k) +d(h, g). ■ 

注意下面的事实是有 益的： 对 C ([ a , 6], R ) 中任意的两个函数 / 和 g 及任意的正数 r , 

d{/ f g) < r 

当且仅当对 O , 6] 中所有的 ac ，/(*) -r <展 </( x ) + r ， 如图 12. 1 所示 . 
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定理 12_4 设义为任意的集合，对 i 中任意两个点/>及 9 ，定义 

rO 若 p = 7 
11 若 p /彳， 

这就在尤上定义了 一个度量，称为 离散度置（ discrete metric ). 


^(PW> 


证明非负性、对称性与三角不等式可从定义直接推出. 
显然 IT 上的离散度量与 IT 上的欧几里得度量是不同的度量, 



度量空间 X 的每个子集 F 本身也是一个度量空间， F 中给定的两点;> 与7之间的距离与把 
它们看作是集 X 中两点的距离是一样的.于是 R 的每个子集、《维欧几里得空间 R •的每个子集 
以及 c (|>, &], r ) 的每个子集都是度量空间 • 当把度量空间尤的子集 y 视为从 at 继承度量 
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的一个度量空间时，所指的是度量空间 X 的 子空间 （ siib S p ace ) y . 

定义 设尤 是度量空间， 

( i ) 对/中每个点 p 及正数 r , 集合 

B r { p ) = U e X I d { q f p ) < r| 

称为尤 中围繞 p 的半径为 r 的开球. 

( ii ) 给定太的子集 4, 4 中点 p 称为 4 的 内点， 如果 p 在 JT 中的某个开球包含在 4 中. >4 
的所有内点的集合称为 >1 的 内部， 用 int /4 表示. 

( iii ) X 的子集 0 称为是; T 中的 开集， 如果在 C ? 中的每个点都是 (P 的内点. 

注意到，对一般的度置空间所给出的开球、内点以及开集的定义推广了《维欧几里得空间 
中相应的概念. 

例 12. S 考虑度童空间 C ([ O t 1]， R ). 给定 C ([0, 1]， R ) 中的函数/及正数 r , 则/ 

在 C ([0, 1]， R ) 中半径为 r 的开球是由满足如下条件的所有连续函数[0, 1]— R 所 
组成： 

对一切 * e [0，1 ] ,■ f(x) - r < g(x) < f{x) + r. _ 

例 12.6 设 X 是度量空间的任意一个集合，其度量为离散度暈.给定 X 中的点及正数 
r ， 如果「為1，由离散度量的定义直接推出， p 在 X 中的半径为 r 的开球由整个集 X 组成，如果 
r < l , 则由单个点/>组成. ■ 

例 12.7 设 fc 与客在 C ([0, 1] R ) 中且满足对 [0, 1] 中 所有; r , AU ) <度(*).定义0 = 
I / eC ([0, 1], H ) I 对所有 * e [0, 1], k ( x )< f ( x )< g ( x)\ t 则 0 是开集.亊实上，设/在 
<9中，令 r , 与〜分别是函数 /- A : [0, 1]— R 与 $-/: [0, 1]— R 的最小值.再令 r 是小于 q 
与|^的正数，则看出氏 (/) 矣 <9,于是0是 开集. ■ 

命 II 12.8 设; t 是度量空间. 那么义 中每个开球是丨中的开集. 

证明设 p 是 I 中的点， r 是正数，考虑开球要证明氏 ( p ) 中每个点都是的 
内点 • 设 g 是 8,( p > 中的一点，定义 R = r - d ( p , 9)，注意到《是一个 正数. 可断言 S,( 9 )C 13171 

B r ( p ). 事实上，根据三角不等式，如果*是尤的元素，则 

d ( x f p ) « d ( x t q ) + d { p ^ q ) , 

所以如果 dU ， g ) <R=r-d{q, p) t 则 d (*， P ) < r 于是仏 U ) S B r ( p ) ， 所以 g 是坎 ( P ) 的 
内点. ■ 

对于某集合 X , 所谓 ； T 中的一个 序列， 指的是函数 /•• N — 尤 习惯上用诸如 | P| 丨， u t | 

等符号表示序列.如果 X 是度量空间，則序列的收敛定义如下. 

定义设丨是度量空间，丨中的序列 ipj 称为收 敏到义 中的点 p , 如果对每个正教存 
在自然教況，使得 

如果 A > iV , 就有 d ( p h , p ) < e . 

我们看出 X 中序列收敛到 X 中的点 p , 当且仅当实数序列 W ( p 4 , p ) 丨收敛到 0. 称 p 
为序列 Ip * 丨的极限.注意到，一个序列最多只能有一个极限，因为如果 > 4 丨收敛到又收敛到 
〆 ，则按照三角不等式， 
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对所有正整数 fc ， 0矣 d ( p f p f ) ^ d { p f p k ) + d { p k , p f ). 

由收敛的实数序列的比较引理，可得 ；/) =0,所以， = p . 

给 定义中 的序列及严格递增的正整数序列 U /， 则序列 IpJ 称为 lp 4 丨的子序列.注 
意到，如果 | p t l 收敛到 p ， 则丨的每个子序列 ip 4; 丨也收敛到 p . 因为根据实序列的结果，若 
\ imd ( p kt p ) =0，则, p ) =0, 

当然，在欧几里得空间 R " 中，上述收敛的定义与 10.2 节中所叙述的收敛的定义是一致 
的.按分量收敛准则直接地把 R " 中序列收敛的性质归约为每一个分量序列的收敛. 

例 12.9 如果 X 是具有离散度童的度量空间的任一集合，则 X 中的序列收序到 X 中 
的点 P , 当且仅当存在某个下 标況， 使得对所有的4多凡，/ >*= p . 这可以由 p ) <1当且仅 
当/^4推出. _ 

例 12.10 考虑度董空间 C ([ a ， 6 ]， R ), 设 I / J 是 C (0, 6], R ) 中的函数序列，/是 
C ([ fl , 6]， R ) 中固定的函数.第9章中描述了函数序列的两种类型的收敛性.函数序列 
318| I /* ： [ a , 6 ]—►R | 定义为逐 点收敛 （converge pointwise ) 到函数 /: [ a ，6 ]—►R ,如果对 [ a ，6] 
中每个点； c , 实数序列 |/ 4 ( x ) 丨收 敛到数 /(*). 函数序列|/ 4: [ a , 6]— R 丨定义为一 致收敛 
(converge uniformly ) 到函数/: [ a , A]—►R , 如果对每个 tf >0, 存在下标祝，使得 

对 [ a ,6] 中所有 * 及所有 A 5： f ( x ) -s < f k ( x ) < fix 、♦ e . 

容易看出上述不等式成立当且仅当 

对所有 k 备 N ， d ( f k , f ) < e . 

于是函数序列一致收敛当且仅当它作为度童空间 C ([ fl , fc ], R ) 中的序列是收敛的.由 
此，这一度量通常称为 C ([ a ， &]， R ) 上的一致度量 （uniform metric ). _ 

定义设 X 是度量空间，丨的子集（：称为 X 中的闭集，如采当 C 中收敛的序列收敛 
到 I 中的点 p 时，都有 p 属于 C . 

如上定义的闭集概念是在 n 维欧氏空间中所空义的概念的推广，在 10. 3节中考虑过 R " 的 
闭子集的例子. 

例 12.11 在度董空间 C ([ a , 6]， R ) 中，考虑由函数值为非负的所有函数所组成的集合 
A , 则4是 C ([ fl , />], 11)的闭子集.该结论只须注意如下事实便可 得到： 一致收敛蕴涵了逐 
点收敛以及非负实数集是 R 的闭子集. ■ 

对任意两个集合4与>4在5中的余集，用 i 5\/ l 表示，定义为 

B \ A ^ \p g. B \ p A \. 

如果 B 是任意集合， MjseS 丨是集族.那么由并集、交集及余集的定义可得 

及 U ^ = n 

tsS S sc $ m0 S 

这两个公式通常称为德 • 摩根律. 

定理 12.12( 余集特征） 设; T 是度量空间而 >4 是 Jf 的子集，則 >1 是开集当且仅当它在又中 
的余集是尤中的闭集 • 

证明首先，假定4是 X 中的开集，则4中每一点是4的内点.所以义中的序列不能 
_ 收敛到4中的点.由此推出4中收 敛到％ 中某一点的序列必收敛到>4中的点.所以 
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是闭集. 

为了证明相反的结论，假定 a 是闭集，要证 a 的每一点是4的内点.设/>是4中一 
点，假定 p 不是4的内点，设 a 是正整数， 则氏 / t ( p ) 不是 a 的子集，于是可选择尤\4中的一 
点，记为 p k ， 使得 p ) < l / k . 于是 IpJ 收敛到 p , 但丨\ 4是闭集，所以 p 是丨\ 4的元 
素.这一矛盾表明 P 是4的内点. ■ 

定理1233 设义是 度量空间_ 

( i ) I 的开子集的集族的并 集是尤 中的开集- 
( ii > 尤的闭子集的集族的交集是 X 中的用集_ 

(i) 的证明假定 C 7= UO ,， 其中每个 G 是丨中的开集，设 p 是 O 中的点，要证 p 是 O 的 

f S 

内点，但/>厲于某个 o ,， 由于 ( P , 是尤中的开集，所以在 尤中存 在围绕 P 的一个开球坟 （ P )， 它 
包含在 O , 中，于是 B ,( P ) 也包含在 O 中，所以 P 是 O 的一个内点. 

(⑴的证明假定 c = nc ,， 其中每个 Q 是尤中的闭集，则 jn U(jn <:•)• 

t e $ i e 5 j e 5 

由 <0 及余集特征可得， c 是 x 中的闭集. ■ 

正如我们在欧几里得空间中提到的，开集的集族的交集未必是开集而闭集的集族的并集未 
必是闭集.然而，对于有限集族，有下述定理. 

定理 12. 14 设义 是度量空间. 

( i ) X 的有限个开子集的集族的交集是 X 中的开集. 

( ii ) 尤的有限个闭子集的集族的并集是 I 中的闭集. 

A 

( ii 的证明假定 n <^, 其中<^是尤中的开集而 fc 是某个正整数 • 设是 o 的一个元 

1= j 

素，如果1矣 P 是 A 的元素而 A 是义中的开集，所以存在一个正整数 &， 满足仏 ( p ) ec ^. 

k 

定义 rsminlq ，…，，则 r 是正数，且氏(/0 £门 G = O . 于是 p 是 O 的内点，从而 C ? 中的 

i = I 

每一点都是 o 的内点，所以 o 是 I 中的开集. 

k 

( h ) 的证明假定 c = Uc ,, 其中 Q 是 x 中的闭集而 a 是某个 正整数_注意到 c = 

i = 1 

k 

D ( x \ c g ). 由 （ i ) 及余集特征可得， c 是丨中的闭集* 

习题 

1•设 >1= |/ e c ([0, 1], R ) I 对 [0, 1]中所有1 /(幻>0|_ 证明： 4是 C ([0, 1], R ) 的闭子集，但 >4不 
是 C ([0, 1]， R ) 中的开集. 

2, 设 ％ = C ([0, I ], R )• 对下列每一对函数求 ii (/, 多）： 

^ f ( x ) = X 及 = coax , xe [0, 1 ]. 

b ./( x ) =4 x 3 及 g ( ar ) =6戈 2 -3文， [0 t 1 ]. 

3. 设 U 丨是 C ([0, 1], R ) 中的序列，定义 如下： 

对 ; r e [0,1] 及每个正整数 fc, /*(») = (1 - x ) x \ 


■ 


[320] 
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证明： 序列逐点收敛到值为0的常数函数.序列 UI 在度童空间 C ([0, 1], R ) 中的收敛序列吗？ 

4•对每个正整数 Jt , 定义函数/ 4: [(0, 1)]— R 为： 对 xe [0, l ], f k ( x ) = cos (*/ fe ). 证明 ：序列 U 丨在度纛 
空间 C ([0, 1], R ) 中收敛， 

S •假定 X 是包含点 P 的度董空间，而 r 是正数_ 证明： 集 UeXI tf ( p ， g ) 霉 rf 是 I 中的闭集_ 

6 . 齄证例 12. 10所做的论断 • 

7. 验证例 12- 11所做的论断. 

*> 对平面 R 2 中的任意两点，定义 

(T (p f q) =1 p, - ?i I +1 p 2 - 9 2 1 • 

«. 证明： 在 R 2 上定义了一个 度童- 

b . 比较在这个度 ft 下围绕 (0, 0>的一个开球与在欧几里得度置下的围绕 （0, 0) 的开球， 
c 证明： R 2 中的序列关于上述度量收敛当且仅当它关于欧几里得度量收敛. 

9. 设 X 是度董空间的任意一个集合，其度董为离散度量，用这个度量 T 证明： X 的每个子集既是 I 的开集又 
是 X 的闭集. 

10. 对度量空间 X 和正数 r , 能有尽 ( p ) =氏（ 9 )但 P — 9吗？这种情况会在欧几里得度置 T 的 IT 中发生吗？ 

1 L 对 C ([ a , 6], R ) 中的任意两个函数/和*,定义 

r{f.g) = ( U ⑷ -«(*) I dx. 

•• 证明：上式在 C ([ d , 6], R ) 上定义了一个度量. 
b , 证明关于该度量与一致度*的下列不 等式： 

r (f t g) « (b-a)d(f^). 

_ c , 比较函数序列在该度置下与在一致度量下的收敛性概念 - 

12.2 完备性与压缩映射原理 

定义设丨是度量空间， 义中 的序列 ipj 称为柯西序列，如果对每个正數 a 存在自蚱教 yv . 


使得 

如果 * 彡凡及€彡祝，則有 d ( p 4 ， p ,> ( B 、 

注意到上述概念是 9. 1节中所考虑过的实数柯西序列概念的直接推广. 

命題 12. 15 每个收鈥的序列是柯西序列， 

证明设 x 是度量空间，假定丨是 x 中收敛到 尤中点 p 的序列.可选择正整数尺，使得 
若则有 p ) “72. 由三角不等式可得 


若 feW 及 则 d ( p *， Pt )^ d( Pkf p ) + d( Ptf P ) 

于是序列 I 仏丨是柯西序列. ■ 

在 9. 1 节中证明过柯西收敛准则，该准则断定实数序列收敛当且仅当它是柯西序列.这 
一等价的意义在于常会发生如下 情况： 我们希望证明某个实数序列收敛，但又没有足够的资 
料确定其极限值.在这种情况下柯西收敛准则是有用的，因为该准则只依赖序列本身而不需要 
对极限值有任何了解.发现每个柯西序列在空间中收敛到一点的其他的这种度董空间是有益 
处的. 

例 12.16 考虑欧几里得空间 IT 中的序列|«1 4 |，如同实数序列的情形一样，可断定该序列为 
柯西序列当且仅当它收敛到 IT 中的一点 tt . 由于在任意的度童空间中每个收敛序列是柯西序列, 
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为证明上述论断只需要证明如果{« 4 丨是柯西序列，则它必收敛.注意到，如果 《 = U(t ) 

及 iO 是 IT 中的点，则 

对每个下标 i ( 1 莓 i 霉 n ) ， I - v , I ^ )1 « - v lj . 

于是，如果是 R " 中的柯西序列，且1矣 k / i , 則第/个分量的序列是柯西序列，因而根据 
柯西收敛准则，第 i 个分量的序列收敛到某个数+，定义 R " 的点《的第；个分董是七，则从按 
分董收敛准则可得序列丨 《 4 1 收敛到点《. ■ 1322) 

例 12.17 考虑 C ([ a , 6], R ) 中的点 l / t |, 从在 C ([ a ， 6扒 R >上度量的定义可得，序 
列1/ 4 丨是 C ([ a ， M ， H ) 中的柯西序列当且仅当对每个正数6存在自然数使得 
对 [ a >] 中的所有*，若*>"且€赛'则有1/*(幻 - f ( { x ) I < 

这是在 9.2 节中所考虑过的概念，把具有这一性质的序列称为一致柯西岸列 （uniformly 
cauchy). 事实上，在那一节中建立了魏尔斯特拉斯一致收敛准则，该准则断定在 
C ([ a t 6], R ) 中的序列是一致柯西序列当且仅当它一致收敛到连续函数/: [«， 6]— R . ■ 

定义度量空间 X 称为宪备的 （ complete ), 如果 X 中每个树西序列收敛到 AT 中的_点. 

在这个定义前面所讨论的内容可以方便地槪括为下述定理. 

定理 12. 18 度量空间 R ， R " 以及 C ( U ，&], R ) 是完备的. 

完备度置空间的子空间未必是完备的.例如，如果 X 是 R 的由区间（0, 2) 组成的子空间， 

则 X 不是完备的.为说明这一点，注意到，序列 11/ A ! 是 X 中的柯西序列，但并不收敛到尤中 
的点，因为它收敛到点0,而0不在 JT 之中.然而，存在下列准則，用来确定完备度量空间的 
哪些子空间是完备的. 

定理 12.19 设 x 是完备度董空间而 y 是 I 的子空间，則 y 是完备度责空间当且仅当 y 是 
X 的闭子集. 

证明首先，假定1^是尤的闭子集，令 Ih 丨是 F 中的柯西序列，则 lp 4 丨是 尤中的 柯西序 
列，而由于; t 是完备的，故 | p 4 丨收 敛到％ 中一点/»，但 K 是丨的闭子集，所以/>属于于是 
K 是完备的. 

下面证明其逆.假定 r 是完备度量空间，设 ip 4 丨是 y 中的序列，它收敛到 X 中的一点/», 

从命埋12^5可得彳 Pl i 是柯西序列.但 y 是完备的，所以丨 p 4 丨收敛到 K 中的一点，由于序列至 
多只能收敛到一个点，所以 P 属于 y , 于是 y 是 叉的闭 子集. ■ 

推论 12.20 ] R , r 以及 6], R ) 的每个闭子集郝是完备度量空间. 

证明此结果可从定理 12. 18及定理 12. 19 推出. _ _ 

定义设 I 和 F 是度量空间. 

( i ) 映射 r : 尤称为利普希茨 玦射， 如果存在某个非负数 c , 使得 

对尤 中所有点/»及 9 ， d { T { p ) t T ( q )) ^ cd ( p t g ). 

数0称为映射的利普希茨常數. 

( ii ) 利普希茨常數小于1的利普希茨映射7 1 :尤 一^ 称为压缩 （ contraction ) 映射. 

例 12.21 设/为 R 中的开区间，假定函数 /:/— R 是可微的.可以 断言 : /:R — R 是具有利 
普希茨常数 c 的利普希茨映射当且仅当 
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对所有 * e /, \ f ( x ) I ^ c . 

为验证这一结论，首先假定上述不等式成立，则如果》与》是/中的点 （《 i _ t ；), 由中值定理可 
得，在《与《之间存在某点使得 

/ U ) - fiv ) = r { z )[ u - v) t 

所以 l / U ) - f ( v ) I ^ c \ u - v \ . 逆命題可由导数是差商的极限这一定义得到. ■ 

上述例子存在一个有用的对欧几里得空间之间的映射的推广.由于这样的推广要用到偏导数的 
概念，因此我们将把关于这一推广的讨论推迟到对这类映射建立相应推广的中值定理之后进行. 

定义设 X 是度量空间， X 中的点;)称为映射 r : 的不动点 （fixed point ), 如果 

T{p) - p. 

要寻求这样的假定：它能保证映射存在不动点.当然，映射可能有不动点也可能没有不动 
点.例如，由 + i 所定义的映射 r:R — r 肯定没有不动点. 

对于一元实变量的实值函数，函数的不动点对应于这样的点，在该点处函数的图形与直线 
y = * 相交如图 12. 2所示.这一评述为下面的例子提供了几何上的洞察力. 




b) 


(o* a) 


♦ 


a 


图 12.2 无是 / 的不动点当且仅当 （*,/(*>) 与对角线相交 

例 12.22 假定函数/: [ a , A ]— R 是连续的且象/(|>， H ) 包含在 &] 之中，则 
/： [«, 6]— R 有不动点.这个结论可以由介值定理推出，注意到，若对[«， 6] 中的 X ，定义 
g ( x ) =/(*) 则 g ( fl >>0 且 g (6)<0, 所以对 [ fl ，6] 中某个*。，必有 gU o )=0, 这就意味 
|324| 着/(* 0 ) =: x 0 . ■ 

上述结果推广到欧几里得空间之间的映射，如下所述：如果 K 是的子集且 K 是闭的、 
有界的凸集，映射 / c 是连续的， 则 — K 有不动点 .这称为 布劳威尔不动点定理 
(BrouwerV Fixed-Point Theorem ). 但是，其证明超出了本书的范围 

下面将要证明压缩映射原理，该定理有许多重要的应用.除了有用之外，这个定理特别有 
趣，因为它的证明只需要完备度量空间的定义以及在第1章和第2章中已经建立的两个结果， 
第一个是，如果 c 是实数，则 


G 在 Milnor 的 （Topology from th« Differentiable Viewpoint) (Charlottesville ： University Press of Virginia, 1965) — 书中可找 
到这个定理的证明 . 
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若 I c I < 1 ,有 lime * = 0. 
第二个是几何和公式. *" 

几何和公式 


若1 ,则 

k 7 o 1 - c 

定理 12 . 23 ( 压缩映射原理）设尤是完备度量空间，假定映射 7 1 : X — 是压缩映射，则 
映射 7 *: 尤一恰有一个不动点. 

证明设^是映射 r : 义― x 的利普希茨常数，满足 0 矣 c<i, 即 

对 X 中所有的点/> 及 7 , d ( T ( p ), T ( q )) ^ cd ( Pt g ). 

在X中选择某个点，记为 P。. 现归纳地定义序列 | Pt ! 如下： 令仏：八〜），若对于正整数 
灸，；>*已定义，则令 p * +1 = HP*) ，如图 12.3 所示. 由于 r(*) 是尤的子集，所以上述序列已确 
切地得到定义 • 下面将要证明序列 ip 4 | 收敛到映射 r: 的一个不动点. 



12_3 是它的前行者在/下的象 


首先，注意到，由序列的定义及利普希茨常数的定义，可得 

d (P”P、） = ^(Tip,) ,T(p 0 )) < cd(T(p 0 ) t p Q ) , 

以及 

如果灸多 2 ，则 </(p“ ■ ， p*) -d( T{p k ) , r(p t ,) ) ^cd(p i , p 4 _,). 

用这两个不等式，归纳论证推得 

对每个正整数 d ( P ^ ltPk ) ^ c k d ( n Po ) tPo ). 

于是，若 m 与 A 为正整数， 满足 m > k ， 则由三角不等式及几何和公式可得 

^(Pm *Pk ) ^^(P m ^P m . t ) + fP m . 2 ) + … + <^(P* + | *P k ) 

矣 [ c _-» +c "- 2 + … + c k ]d(n P(i ),p 0 ) 

= c *[l + c + … +c m> - l - i ]d(T(p 0 ),p <i ) 

=<•* —-j~_ c c np 0 ) ， p 0 ) • 

由于 C 在 0 与 1 之间，所以 

若饥>*,则 Pl )^-l- d (T(p Q ) f Po ). ( 12 . 1 ) 
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但&1^ 4 = 0，于是从 （12. 1 >可推出 | pj 是柯西序列. 

由假定，度量空间是完备的.于 是尤中 存在点 P , 序列 lp * l 收敛到/>•但 

对每个正整数 A, d ( np k ) J ( p )) ^ Cd(p*,p), (12.2) 

所以由比较引理，可得象序列丨 r(p 4 ) 丨收敛到 r(p ). 然而对每个 fc , T(p„) = p i + 1 , 序列 
|7*(几）丨是序列 Ipd 的子序列，所以 Hp)=p， 于是映射 r: 至少有一个不动点. 

剩下的是验证只有一个不动点.如果 P 与 g 是尤 中满足 Hp ) =*与 r ( 9 ) = 9 的点，则 

0 ^ d(p,q) = d(T(p) ,T(q) ) ^ cd(p,q). 

由于 0： gc < l , 必有 d ( p , q ) =0, 即于是恰有一个不动点 * ■ 

上述压缩映射原理的证明实际上比纯粹唯一不动点的存在性的证明多 得多. 它给出二种逼 
近不动点的迭代方法 • 事实上，在上述定理的假设条件下，已证明的不仅是映射 t X — X 恰 
有一个不动点 p ., 而且也证明了，若凡是义中任意一点，则用归纳法如下定义的序列 lp 4 l 收 
敛到 P . :即令 rsTXp 。〉， 若是使 p t 有定义的正整数，则定义 />*♦, = r ( p 4 ). 此外，如果 c 
是映射 r : 的利普希茨常数，满足 0^ c < i , 则下面的误差界 成立： 

对每个正整数 a, d { P ^ tPk ) ^^— d ( n Ptl ), p 0 ). (i2.3) 

1 - c 


习题 


1. 证明： 下面的映射 /: 义都没有不 动点， 解释为什么不与压缩映射定理 矛盾： 

a . 1 = (0， 1) GR , 且对 X 中的 t /( Jf ) =1/2. 

b . X = R 且对 X 中戈， /(*) = x + 1. 

c. \ (% 9 y) e R 2 I ? +y 2 = 11 且对义中 <* ， y) ， /( 戈， y) = ( -y, «)• 

2. 固定 a 为正实数，令丨 =[0,【） CR , 定义 f : R 如下： 

对 xeJf ，/(*) = ax ( 1 - *). 

a . 对于什么样的 《 值，映射 /: X — R 有性质 

b . 对于什么样的 a 值，映射 a 尤 -^ i 有性质且/: x 是缩映射？ 

3. 定义函数/: [1, 00)— R 如下： 

对《 > 1, /(*) = 1 

证明这个函数恰有一个不动点. 

4. 写出例〗2_21的细节 • 

5. 假定 p:R —R 是多 项式. 证明： p:R — R 是利普希茨映射当且仅当多项式的次数小于1 
<. 假定函数 pR —R 与 MR—R 都是利普希茨函败，它们的积是利普希茨函数吗？ 

7. 假定函数/: [ a , 6]— R 是连续的. 证明： /: [«, 6]— R 是利普希茨函数当且仅当/: U , fc )— R 是利普希 
茨函数. 

8. a . 对*3*0,定义 / U ) =斤 证明： 函数/: [0, «)— R 是连续的但不是利普希茨函数. 

b . 对所有实数 jc , 定义 / U ) = l ^ l ， 证明： 函数 /:R — R 是利普 I 希茨函数但不是可徽函数 • 

9. 对每个正整数 I 定义入 （*)=/, 其中 0< K 1_ 序列1/ 4: [0, 1 ]—R I 是度量空间 C ([0, 1], H ) 中的柯 
西序列吗？ 

10 . 对每个正整数 A ， 定义/ 〆 *>= 〆 ' 其中序列 {/ ▲: [0, 1]— R 丨是度董空间 C ([0, 1]， R > 中的 
柯西序列吗？ 
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11. 对每个正整数 A ， 定义人 u ) mosU / A )， 其中序列|/ |: [0, 1]— R | 是度量空间 C ([0, 1]， R ) 
中的柯西序列吗？ 

12. 证明： 不等式 （12, 1) 蕴涵序列 | Pa 丨是柯西序列_ 

13 -证明： 不等式 （〗2. 丨） 菹涵 不等式 （12.3). 

14•设 X 是度量空间，假定丨是 X 中的序列，具有如下性质： 

对所有自然数 ft , d ( p ^ Xf p k ) ^ \/ k . 

该序列是柯西序列吗？（提 示： 令丨=11且对每个正整数= ^ l / i .) 

iml 

IS •设是 IT 中的开球，在中明确地求一个柯西序列，它不收敛到 t / 中的点_证明 f / 不是完备的 • 

16•设 Y 是 IT 的子集，假定映射 r : X — R " 是利普希茨 映射， 证明 7 X 幻是有界的当且仅当 JT 是有界的，当只 
假定映射是连续时这个结果成立吗？ 

17. 设义是 包含点#>。的完备度置空间， r 是正实数，定义尺 =| pe ;n rf ( p ， p 0 )« r [ t 假定 r : jr 是利普希 

茨映射，其利普希茨常数为 c , 还假定 cr + d ( r ( p 0 ), p 0 )< n 证明： 尺且 A ： 有不动点， 

12.3 非线性微分方程的存在性定理 


本节的目的是用压缩映射原理证明某种非线性微分方程解的存在性的一个重要定理.从回 
顾在前面已经建立的关于微分方程的某些结果开始.在 4.5 节，我们首先遇到下面的关于微分 
方程可解性的问题， 


假定/是包含％的实數开区间，則给定教; r 。 及函数 fc : /—R , 
程解的可微函數 /:/— R 吗？ 


\ f ( x ) = h ( x ) 对所有的 x G / 
1/( ^o) = Jo- 


存在作为下列基本微分方 


(12.4) 


一般地，这个方程可能不存在任 何解， 例如，在第4章中，注意到，如果函数 A : /— R 是 
非常值的阶梯函数，方程 （12.4) 无解. 然而，如果函数 A : /^ R 是连续的，则在第7章中建立 
的微积分的第二基本定理有下述的变形. 

定理 12.24 设/是包含点％的实数开区间，令是实數，假定函數 A : /-^ R 是连续的， 
則恰存在一个可微函數 /:/—R ,它是微分方程 （12,4) 的解.由如下公式 给出： 


[3281 


对,中的所有 X, fix ) = Jo + h ( t)dL (12.5) 

公式 （12. 5) 将方程 （12.4) 的解表示为一个积分，于是对/中每个点 *, /(*) 的实际值是黎 
曼和的极限.当然，它是已确切定义的函数，即它把/中每一点 * 与一个确定的值相联系.当 
然，有时能用诸如分部积分法、换元积分法的 S 巧简化这种表示，从而借助更熟悉的函数表示 
方程的解，但通常不能借于 V , sin *, b 等“初等函数”明确地表示方程的解 4 此时为了得到 
关于微分方程（12. 4 )的解的实际函数值的更准确的信息，有必要使用通近技巧，例如在 7.4 节 
中所叙述的技巧. 

例 12. 25考虑微分方程 

[ fix ) = 1/(1 + X *) 对一切 * e R 

1 /( 0 ) = 1 . 
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对每个实数％定义 A ( x ) =1/(1 以便得到连续函数定理 12.24 蕴涵了这个 
微分方程有唯一解 / : R4R ,由如下公式定义： 

对一切 X e R ， f ( x ) = 1 + f -^-idL 

^ 1 + t 

要指出的是人们不能通过检验明确地求出这个解的函数值.例如， 

/(2) = 1 + f r ^ d< ， 

1 + e 


而为了得到/(2> 的近似值，有必要使用诸如在 7. 4节中所叙述的某些通近技巧. 

对于函数 A : /— R 的某种选择，也许可以考虑具有如下性质的可微函数 #:/—K : 

对/ 中所有 g f { x ) = h ( x ). 

当考虑这样一个函数时，微分方程 （12.4) 的解可由下式 给出： 

对 / 中所有 *, /(*) = r 0 - ^(* o ) + 

例 12.26 考虑微分方程 

_/'(*>= 1/(1 + x 2 ) 对所有 * e R 

/(I) = 2. 

回想前面证明了反正切函数有如下 性质： 


对所有 * e R , 


—arctan * 




因此，上述微分方程的唯一解可用如下公式 给出: 


对所有太 eR ， f(x) = 2 - arctan 1 + arctan % - 2 —— + arctanx. 

4 


■ 


( 12 . 6 ) 


在 7. 2节考虑了比微分程 （12. 4) 更一般的微分方程_特别地，引入了附加参数6并寻求如 
下敞分方程的解函数 : 

fix ) = bf ( x ) + h ( x ) 对 / 中所有 x 

/(*o) = y<r 

事实上，存在一种技巧把这个方程归约为我们刚刚考虑过的 方程. 此技巧 G 是用 〆 “去乘 
(12. 6>的第一个方程，则方程变为 

™ [ f [ e - V (0] = e ^ h ( x ) 对 / 中所有 x m ，、 

，加 (12-7) 

_/(%)= A . 

如果函数 A : /— R 是连续的，则由定理 12. 14可得，存在 （12.6) 的唯 一觯， 由以下公式 给出： 

对 / 中所有的 t fix ) = + fe ix ^ k ( t)dL (12.8) 

J *0 

例 12. 27考虑微分方程 

\ f { x ) = 2/(*) +* 对所有 * e R 

L /( o ) = 1 . 


O 此技巧称为乘以积分因子 （multiplication by an integrating factor)* 
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因为对所有 h 由 AU ) 所定义的函数 A:R — R 是连续的，所以从上述讨论可得这个微分方 
程有唯一解 / : R - R ，由如下公式 给出： 

对所有* eR ，/(*) = e 2 * + 

由分部积分法并用微积分第一基本定理，上面的公式化为 

对所有 xeR ， f ( x ) = ~ ~^r ™ ~ r * ■ 

4 2 4 


下面考虑更一般的微分方程.假定 O 是平面 R 2 中包含点 b 。， y 。） 的开子集，而函数 
gi O — R 是连续的.问题是求包含点的开区间/及可微函数 /:/— R ， 使得 


f ，（ x ) 

_/U) 


= w ( o ) 

= r 0 * 


对 / 中所有的 


(12,9) 


这个微分方程包含微分方程（12,4)及方程（12_6)作为它的特例.事实上，定义 
a=\(x f y) I xe/ t y^R\ t 在对于 O 中的 （*， y ), g(x, y) = 的情况下，微分方程 
(12.9> 归约为微方程（12.4)，而在对于 C ? 中的（*， y ), g(x ， y ) =6 y + / t (*> 的情况下，微分方 
程 （12. 9) 归约为微分方程 （12. 6广 

对于一般的连续函数,方程 （12.9) 的研究可能非常复杂.首先，如下面的例子所 
示，可以存在不止一个解. 

例 12,28设 C ?= R 2 , 令 U 。， ％) =(0, 0) 且定义 g ( x ， y ) =3 y 2/3 , 則方程（119> 变为 


f /'(^) - 3[/( x ) ] 2/3 对所有 x e / 

1/(0) - 0. 


( 12 , 10 ) 


显然，恒等于0的函数 /:R — R 是方程 （12. 10) 的一个解.但还有另一个解，不难检验，如下 
定义的函数 /: R->R : 


fix ) 



若 x < 0 

若戈 > 0. 


也是微分方程 （12. 10) 的解. ■ 

在方程（12.9> 的研究中可能出现的另一个困难是解函数的定义区间/也许是一个小区间. 


这可以由下面的例子得到说明. 

例 12.29 设 C ^ R 1 ， 令 （ x 。， y 。〉 =(0, 0) 且定义 gU ， y ) =1 +r 2 t 则方程 （12.9) 变为 


圆 


( 12 . 11 ) 


\/ f M = 1 + [f(x)y 对所有％ 巨 / 

1/(0) = 0. 

可以断定该微分方程在区间 /=( - tt /2, it /2) 上存在唯一解，而在任意更大的区间上没有解. 
为分析微分方程 （12. 11), 首先，假定/是一个包含点0的区间，并且可微函数 /:/- R 是 
(12. 11) 的解，则 


对所有 x e /, 


fix) 

1 + [/MV 


由于链式法则及对反正切函数的导数公式，上式意味着 


f 
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对所有 x e I , — [ arctan /(^ c ) - x ] = 0. 

dx 


由于 arctan /(0) = arcun 0=0， 由恒等准则可得 

对所有戈 e /, arctan f ( x ) = %. 

但反正切函数的象是区间（- tt /2, ir /2 ) ,所以得到/ G (- tt /2, tt /2) 且对所 
有 jcg /， f ( x ) =lam 

这个论断表明，如果存在一个包含点0的区间及微分方程 （12.11) 的解的可微函数 / : / — R ,则 
/£(- ir /2, tt /2> 且对所有 x e /，/OO = tan ». 导数的直接计算表明，如果定义/ = ( - ir /2, u /2) 
且用 /(*) = t a « w 定义 /:/— R ，则此函数就是微分方程 （12. 11) 的解. ■ 

上面例子的目的是要表明，哪怕 f V — R 是简单到仅为 y 的二次多项式的函数，关于*。 
的邻域/的大小仍然受到限制，其中/是 （12. 11) 在其上有解的区间（见习题 6). 

下面转到对一般函数 hO — R 的微分方程 （12.9) 的分析.冉次注意到，微积分第二基本 
定理对我们的分析是必要的.下面的引理确立了微分方程和与之相联系的积分方程之间的等 
价性. 


引理 12.30( 等价性 引理） 设 O 是平面 R 2 的包含点（％,氕）的开子集，且假定函数 
是连读的，令/是点％的邻域，且假定函教 /:/— R 具有如下 性质： 

对/中所有 * t (*,/(*)) 在<9中. 

那么下面的两个论断是等 价的： 


( i ) 函数 /:/— R 是可微的，并且是下面微分方程 的解: 


\ f { x ) = g ( xj ( x )) 对 / 中所有的 x 
1/( ^o) = 


(12-12) 


( ii ) 函数 /:/— II 是连续的，并且是下面积分方程 的解: 


对 / 中所有的 x ， f ( x ) = (12-13) 

证明定义函数 A : H 为 : 

对 / 中所有的*, h ( x ) = g ( xj ( x )). 

注意到函数 A : /— R 是连续函数的复合，因而是连续的. 

首先，假定 （0 成立. 根据函数 h /— R 的定义，微分方程 （12* 12) 可以 写成： 


\ f ( x ) = h ( x ) 

i/(*o) - y 0 * 
由定理 12. 24 推出，对/中所有的 x ， 


对/中所有的 x 


所以 （ H ) 成立. 


fix ) 



g ( tj ( t )) dt 9 

fx 0 


反之，如果 （ ii ) 成立，则显然 /(%)= n _ 此外，由微积分第二中值定理推出, 


#’中所有*’去[1, g ( tj ( t )) dt ] = g ( xj ( x )). 
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从积分方程 （12. 13) 可推得，函数 /:/—R 是微分方程 （12. 12) 的解的可微函数. ■ 13331 

定理 12.31( 存在性定理）设 O 是平面 R 1 的包含点（: t。，y。） 的开子集，假定函数尽： R 2 

是连续的且存在正數 Af , 使得对 O 中的所有点 U，h) 及（文， y 2 ), 

I g(* ， yi) - g{ x *7i) I ^ W f y, - r 2 I , (12.14) 

则存在包含点 h 的开区间/，使得微分方程 


J 尸“) 

1/( ^ o ) 


= g(xj(x )) 
=ro 


对 / 中所有的 X 


(12, 15) 


恰有一 个解， 

证明对正数 C 定义&为闭区间1>。-^ %+€].下面将要证明可以选取€，使得对八 
中所有的^恰有一个形式为 


fix ) = r 0 + fg ( sj ( s))ds <12, 16) 

办 o 

的连续函数/: /,-^R. —旦取到这样的€，由等价性引理可得，微分方程 （12. 15) 在区间/ = 
( x 0 -€ t *。+ €) 上恰存在一个解 • 

由于 O 是开集，可选取正数 a 及& ,使得矩形^ = [ * 0 - « . *。 +<»] x [y。-6, y。+6] 包含在 
O 中.对每个正数 €(« fl )， 定义心是度 ft 空间 C(/,，R) 的子空间，它由对 G 中所有的*, 
满足 

1/(*) - y 0 I 在 6 


的连续函数/: 组成.注意到，\是由连续函数/: R 所组成，这些函数的图形位于 

矩形><0。-6, h+fr] 之中. _ 

对七中的函数/， 在 C ( I t ， R) 中定义函数 r(/> 为 

对/,中所有的 L T ( f )( x ) = y 0 + 

注意到，积分方程 （12. 16) 的解仅是映射 r: X e ^ C ( l tt R) 的不动点， 

证明的策略如下：由于 c(/,, R) 是完备度量空间， 且心是 c(/,，R) 的闭子集，故从推 
论 12. 20可得， A 也是完备度最空间.下面要证明，如果€选得充分小，则 

且 是压缩映射. （12.17) 

于是由压缩映射原理可得，映射7 1 : 八 —X, 有唯一的不动点. 

为选择满足的€，如图 12.4 所示，首先，选任一正数 X ，使得对矩形中所 
有的点 （*, y), 

' I g ( x t y ) I ^ K . 

极值定理允许我们作出这样的选择.于是如果/是\中任意函数且点 * 属于0， 

I T ( f ) ( x ) - y 0 I = f g ( t , f ( t ) )dr tK , 

厶。 

所以 
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T { X € ) QX ^ 如果 彡 6. (12. 18) 



图 12.4 选取 f 使得 r ( X:)£l 


注意到，如果/,与/ 2 是\中任意的两个函数且点戈在乙中，则由假设 （12. 14)， 
I g(xj t (x)) - g(xj 2 (x)) \ ^ M \ f x (x) -f 2 (x) I ^ Md(f t J 2 ). 

于是运用积分的线性及单调性性质，可得 

1 n/i ) (*) - T(J 2 )(x) I = ||* ) - g(tj z (t) ) ]di 

… 〔Afdd J 2 ) dt X-X 0 \ Md{f y J 2 ) 

^€ Af < f (/,,/ 2 ). 

最后的不等式连同不等式 （12. 18) 推得对 

— 心是压缩映射，如果汉矣6及€於< 1. 

于是可以应用压缩映射原理求 r 的唯一的不动点，即积分方程 （12. 16) 的唯一解， 
[3351 程 （12. 15) 的唯一解. 

*■ 

习题 


(12. 19) 

也是微分方 

■ 
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b rf ( x ) = - fix ) +2 +X 对 II 中所有 * 

• 1/(0) =1. 

jr ( x ) ^ 2 /( x ) + e - 对 R 中所有: t 

C _ I / d ) =0, 

3. 仿效例 12.29 中的分析明确地求出 0 的最大区间 /, 在该区间上可以解出下列微分 方程: 


- [/ U )] 2 对/中所有 z 

= 0 . 

b jr ( x ) = x /( x ) 对 / 中所有 x 
’ 1/(0) ^1, 


|/'(») =[/(*) ] 2 对 / 中所有 * 
1/(0) = -1. 


4. 舱证例 12.28 的细节. 

5* 验证例 12*29 的细节 • 

«. 设£是正数，考虑微分方程 


〆 ，(：）=(1々)（1 + ( f (%)) 2 ) 

1 /( 0 ) = 0 , 


求此微分方程有解的最大区间的长度. 


对/中所有的 | 


7. 验证在存在性定理证明中所推断的积分不等式. 

8. 仿效存在性定理的证明，证明下列命®:设 I \ w 及 K 是正实数，令 U 。， y 。） 是平面 f 中的点，且设 /f 

是闭矩形[气 x [ yo -6, ro +6]， 俚定函数 g : 是连续的而且 aM < l 及 o #：€ A ， 其中 

对 W 中所有 （ U ) ， I g (*，7) 丨 莓尤， 

且对/?中所有 U ， y ,), U , y 2 ) ，丨 g ( x 9 7l ) - g ( x f y 2 ) I ^ M \ ri - y 2 I . 那么如下微分方程存在唯 
— '解： 


fU ) 

1 /( *0 ) 


= g(xj(x)) 
- To - 


9. 用习題8确定 r 的值，使得微分方程 


对（文 0 - a,x Q + a) 中所有 * 


\ f r ( x ) = ain < x / U )) 对 （- 中所有 x 
1/(0) = 1 

有唯一解. 


10. 在习题8的假定下， 证明： 如果对 [气 - u , 中所有的 z , f 0 ( x ) = y 。且函数序列 IA : ( x 0 - a f * 0 + a ) 

— R 丨由以下公式递归 定义： 


对（太。 - a,% + a) 中所有 f u , x (x) = y 0 + f g(^J k ( s )) ds ^ 

則序列 l / A: R 丨一致收敛到微分方程的解 • 

11. 在习题8的假定下，设|人|是习纽10中所定义的序列. 证明： 对% + a ) 中所有的 I 及所有的自然 
数 I 有 

1人<幻 -/(*) 

其中 /:/— R 是方程（12.9> 的解.（提 示： 用估计式（12.3)_) 


12.4 度置空间之间的连续映射 

本节将研究函数/: 其中 I 与 F 是一般的度量空间.在一般情况下，函数称为映 


238 


第 12 幸 


射.正如我们将要看到的，在欧几里得空间之间的连续映射的许多结果，在一般度量空间之间 
的映射中几乎一字不变地保持. 

给定映射/: X — K ， 如果 A 是 X 的子集，定义 
13371 f { A ) = \q e Y \ 对某个 /> e 4,9 = f ( p ) I - 

称 /(4) 为集 4 在映射 /: 尤一^下的象 （ image ). 另外，如果是 y 的子集，定义 

/ _, ( fi ) = e 丨 I f ( p ) e B \ , 

称 r _( B ) 为集 B 在映射 /: 下的原象 （ preimage ). 

由于 X 与 K 都是度量空间，序列收敛的概念限定在 X 与 r 之中.这自然地引出下列连续 
性槪念. 

定义设 X 和 K 是度量空间. 

( i ) 映射/:尤称为在丨中点尸处连续，如果对丨中任何收敛到/»的序列 | p 4 |， 部有象 
序列收敛到 /(/>)• 

( ii ) 映射/: : T—T 称为连续的，如果它在龙中的每一点是连读的. 

上述定义推广了在第3章中给出的实变量的实值函数连续性的定义，也推广了在第11章 
中对欧几里得空间之间映射的连续性的概念. 

对于一般度量空间之间的映射/: X ^ Y y 由于可能没有在集 r 上定义的加法或乘法，所以 
考虑映射的和与积没有意义.然而，对于实值映射，即对于从度董空间到 R 的映射，存在定 
理 11. 3( 关于连续映射的和、积与商的连续性）的一个直接推广. 

给定度童空间 X 与实值映射/， X-^R ,定义积 （ product ) 众： X — R 与和（ 8 _)/ +发：尤― 
R 为： 

对义中 所有/>, ( fg )( p ) ^ Ap ) g ( p ) 及 (J + g )( p ) =/( p ) + g ( p ). 

如果对 X 中所有 p , g ( p ) 7 ^ 0 , 定义商 （ quotient )// g : X —>11 为： 

对 ; f 中所有 P ，( y )( P > s ^ y * 

定理 12,32 设 X 是度壹空间， p 是 J 中的点，假定映射/: : 1 R 与都在点 p 处 
连续，则对任意实教 a 与函數 

ctf + fig : 尤 —R 

在 p 处连续，枳 


f * g iX — ► R 

在处连续，此处，若对 X 中所有的 gig ) 尹0，則商 


m \ 


A 尤- 
g 

在/>处连续. 

证明设是 X 中收敛到;>的序列，由连续的定义可得，实数序列 l /( h ) 丨与 
分别收敛到 /( P ) 与 g ( p ). 根据收敛的实数序列的和、积与商的性质， 

lim (/+ g ) ( p k ) = (/+ ^) ( p ) , 
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Hm (/ g)(pJ = ( fg )( p ) f 

把(含 )( p *) =($(/>)• 

这三个等式证明了定理. ■ 

我们同样有关于连续映射复合的下述定理，它是定理 11.5 的推广. 

定理 12.33 设 y 和 z 是度量空间，并设 p 是丨中 的点，假设映射/: X — y 在 p 是连 
续的，而峡射 y — z 在 /( P ) 是连续的，則复合映 射茗 。 /j — z 在 P 是连续的. 

证明 设是 x 中收敛到的序列，由于映射 /: x — y 在 P 连续，故|/(仏> 丨收敛到 
/( p ). 又因为 1/(/0 丨是 k 中收敛到 /( p ) 的序列且映射 a z 在 /( p ) 连续，所以序列 
lg (/( / >*))! 收敛到 k (/( P )) I . 于是 IU 。/)( p 4 ) t 收敛到 U 。/)( p ). ■ 

对于一元实变量的实值函数，我们建立了函数在一点处的连续性的 “ c -沪 准则，该准则 
等价于序列的收敛性的定义.对于欧几里得空间之间的映射，这个准则在定理 11.27 中建立， 

事实上，正如我们将要证明的，这个准则对于一般 度量空 间之间的映射在一点处的连 
续性也成立. 

定理 12.34 设尤与 r 是度量空间，令 P 是; I 中的一点，考虑映射/: X ^ Y f 到下列两个 
论断是等 价的： 

( i ) 映射/:尤 — y 在点 p 处是连续的. 

( ii > 对每个正教存在正數 S 使得对 尤中每 个满足 < f ( p , </) <5的点9， 

d ( J ( p ) J ( q )) <及. (12. 20) 

证明 首先，假定 /: X — r 在 p 是连续的.要验证（12.20)，采用反证法.如果 （12.20) 

不成立，则必有某个 〃。>0,使得对任何正数义 /( 氏 ( p )) CS , e (/(|0> 不成立.特别地，若 ik [3391 
为正整数，则 /( S ,, 〆 ；)）） GBq (/( p )) 不成立，这意味着在久中有一点，记为 p 4 , 使得 
d( Pt Pk ) < i / k , 而 rf (/( p >，/( p t )) s ^。， 这就在; T 中定义了序列丨，它收敛到/»,但它的 
象集 l /( P t ) 丨不收敛到/(/>〉•这与映射/: X — F 在点 P 处连续矛盾，所以 （12.20) 成立. 

反之，假定 （12.20) 成立.设 { p t | 是尤中 收敛到 p 的序列，要证 |/( p 4 )| 收敛到 /( p ). 

令右>0,根据 （12. 20)，可取正数 S ， 使得 /( 氏 (/0) G 8,(/(/>)). 此外，由于序列 | p 4 | 收敛到 
/>,可取下标作，使得若 则有 p i 在 BAp )中. 于是若则/(/> 4 )在氏(/(/0)中•从 
而序列丨 /( P t ) 丨收敛到 /( P >. 按定义，这意味着/:义一^在点 P 是连续的. _ 

最后，我们用映射在一点连续的特征给出映射在它的定义域内的连续性准则. 

定理 12.35 设 X 与 F 是度量空间，考虑映射/: X -^ Y t 則下列论断是等 价的： 

( i ) 映射/:尤 — y 是连续的. 

( h ) 每当 v 为 y 中开集时， / q ( v ) 是尤中的开集. 

证明首先，假定 （ i ) 成立，即映射/: 是连续的.设 V 是 y 的开子集，要证明 

/ W ) 是犮中的开集.设 P 是厂穴”中的一点，我们必须证明 P 是 /_\ F ) 的内点.但 /(/>) 是 
K 中的点，而 K 是 K 中的开 集， 所以存在某个正数 r ， 满足氏 (/( P )) CK 由于 /: 尤一^在点 P 
是连续的，由定理 12.34 可得，可选取正数5,满足 /( 氏 （ p )) e 氏于是氏 ( p>e 
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rw ), 所以 P 是厂 vn 的内点，由于 p 是任意选取的，所以 / m 中每个点都是内点•按 
定义，这意味着 r \ K ) 是开集. 

反之， 假定 （ ii ) 成立.设 P 是义中 的点，为证明/: X — 1在 P 连续，运用在定理 12.34 中 
所推断的连续性的特征，设《>0,根据命鹿 12.8, 氏 (/(;>)) 是 K 中的 开集. 由（11>可 
得， / _1 (5,(/( P ))) 是 工中的 开集，于是厂、 B ,(/( P ))) 中的点 P 是厂 '^(/(/ O )) 的内点， 
所以 可以取 到正数 S , 满足 B ,( P ) G 厂 UlCAp ))). 这意味着 /( S ,( iO ) CS ,(/( P ))， 于是函 
[3401 数/:义一^满 足在点 P 连续性的 -6” 特征. ■ 


习题 


1. 设X是度量空间，证明下列不 等式： 

对丨中所有的点夕,？及 I d ( p f x ) - d { x f q ) \ € d ( p f q ). 

2. 设X是度量空间， P. 是I中的点，定义映射/: JT-R 为： 

对尤中 所有的 i >, /( p ) = d ( p ， p .). 


用习題〗证明 /: X—R 是连续的+ 

3. 设X是度量空间，映射/: X—R 是连续的，令 p 是X中的点，在该点处 /(p)>0. 运用定理 12. 34证 明：存 
在某个正数 r: 使得对氏 (p) 中所有的《，/( 9 ) >()• 

4. 给定映射/: X— 7以及X的子集 Z, /: X—y 对2的限 ^(reslriction) 是函数化 Z ^ Y f 此函数定义为 *(*) = 

f ( x )( x ^ z ). 虽然当 JMZ 时_ /: y 与客： z—y 是不同的函数，但是习憤上用/: ^表 示客： z—y. 

给出这样的 函败广 X—y 的 例子： 2为的子空间，而 P 为2中的点，使得/: JT—y 在 P 是不连续的而 
/： 在 P 是连 续的- 

5. 设 x 和 y 是度鼉空间 且设/>是1 中的点， 证明： 映射在 p 连续当且仅当存在 p 在X中的开球 a ( p )， 使得 
/：氏 （ P )—y 在 p 是连续的.将这些结杲 与习魎 4的结果加以比较* 

6. 假定X是度置空间而映射/: R— X是连续映射，设 C 是 A 的闭子集，再设若 * 为有理数，則 /(x)eC. 证 
明 /( R)QC 

7. 设； f 与 y 是度量空间，并假定映射/: x — y 是连续的.若 o 是 x 中的开集，则 /( o ) 是 y 中的幵集吗？ 

8. 设 a 与 y 是度量空间， 证明： /: 是连续的当且仅当 c 是 y 中闭集时/^(0是 x 中的闭集. 

9. 设:？是度董空间，：¥的子集1?称为在X中裯密 （dense ), 如果尤中每一点是 D 中序列的极限.把作为在度 
置空间 C ([ a, 6]， R) 中獼密这一论断的魏尔斯特拉斯《近定理用公式表示出来， 

10. 设 ; r = c ([ a , fr]，RK 定义函 数少： JT — R 为： 

对义中每个 /, Hf ) = jV*)d*- 

_ ■.证 明：对龙中 所有的 / 和豸 ， I ^(/) -^( g ) I ^( b - a ) d ( f t g ). 

b . 用上述不等式验 证中： X — R 是连续的. 

12.5 列紧性与连通性 

我们定义了欧几里得空间 R " 的子集是列紧的，也建立了在 R ' 的列紧子集上连续的实值函 
数的极值定理，即定理 11.22. 在 U .4 节，定义了欧几里得空间的子集是连通的，并推述了验 
证连通性的某些准则.另外，还把介值定理推广到 ii 维欧几里得空间连通子集上连续的实数值函 
数的情形.对于一般的度量空间，存在着列紧性与连通性的直接的推广，本节就将讨论这些 
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内容. 

定义 度量空间丨称 为列紧的（ sequentially compact ) ,如果 X 中每个子序列收敛到 X 中 
一点 • 

这延伸了在 11. 2节中当; t 是 R " 的子空间时所给出的列紧性的定义.极值定理推广到列紧 
度量空间上连续的实数值函数时，正如我们将要看到的，一般结果的证明与对欧几里得空间的 
列絷子空间的证明几乎一样. 

命题12,36设丨和 y 是度量空间，假定映射/:尤是连续的，如 果尤是 列紧集，则 
/( X )也是列紧集 • 

证明设1/> 4 丨是 /( J 0 中的序列，对每个自然数 I 令？ 4 是1中的点，满足 p 4 =/( g 4 ). 由 
于 X 是列紧集，在 X 中存在子序列 |? 4/ 丨， 它收敛到某个点仏映射/: X — y 在点 g 是连续的， 

于是象序列= 1/(%)丨收敛到 /( jo 中的点 / u ). 因此 / u ) 中每个子序列收敛到 / cn 中一 
点.根据 定义/ 这意昧着/(^0是列紧集. ■ 

定理 12.37( 极值定理）设 X 是非空列紧度量空间，且设函數/: X — R 是连续的，则 
/： 在 X 上取到最小值和最大值. 

证明 由前面的命题可得/(^是列紧集，然而，引理 11.21 断定 R 的非空列紧子集有最 
大值和最小值， ■ 

对 r 的子空间;定理 11.18( 列紧 定理〉 断定是列紫集当且仅 当尤是 R - 的有界闭子集.对 陳 
于一般的度量空间没有这种简单的列紧性的特征.特别地，如下例所示， C (0, 6], R ) 的有界 
闭子集未必是列紧集. 

例12,38设欠是 C ([0, 1], R ) 的子集，由所有如下的连续函数/: [0, 1]— R 组成： 

对 [0,1] 中所有 x ， \ f ( x ) I ^ 1. 

把验证尺是 C ([0, 1], R ) 的有界闭子集留给读者作为练习.然而， X 不是列紧度童空间，为 
此，有必要在 K 中求具有如下性质的 序列： 它没有一致收敛到 K 中某个函数的子序列.对每 
个正整数 I 定义函数/ 4: [0, 1]— R 为： 

对[0，1]中的 *， f k ( x ) = **. 

定义函数/: [0, 1]_ R 为： 

x f 0 若 0 在 * < 1 
f{x) = il 若 。L 

由于若0在 X <1， 则可得序列[0, 1 ]—R | 逐点收敛到函数 A [0, 1]— R . 于 

是 {/*: [0, 1]— R 丨的每个子序列也逐点收敛到函数/: [0, 1]— R , 但函数/: [0, 1]— R 是 
不连续的，于是它不在 尺中， 因而在度量空间 C ([0, 1], R ) 中 ， |/* : [0, 1]— R 丨不存在收 
敛（因而，一致收敛）到 K 中某个函数的子序列. ■ 

有一个定理（称为阿尔泽拉-阿斯科利 （ Arzela - Ascoli ) 定理）描述了 C ([0, 1], R ) 的列紧 
子空间的特征.但是该定理超出了本书的范围 9 


O 由 C«orge F. Simmons 所著的杰出著作 {Introduction to Topology and Modem Analysis) ( New York ； McGraw-Hill, 1963) 
对此及有关材料有淸漸的讨论 . 
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定义度量空间 龙称为 有介值性质，如果每个连续函数/: I — R 有一个区间为它的象. 
定理 11. 36断定 R " 的子集有介值性质当且仅当它是连通的.下面将描述具有介值性质的 
—般的度量空间的特征，这相当于要对一般度量空间发现与连通性相近的概念. 

[3431 定义设; f 是度量空间， W 和 V 是 X 的开子集. W 与 V 称为分萬 （ Separate ) X ， 如果 

W 和 V 非空， 

UU V = X , 

wnv=0 - 

定义度量空间； T 称为连通的，如果不存在义的两个开子集，它们分离兄 
下面的定理证明引进连通性概念是正确的. 

定理 12.39 度量 空间尤 是连通的当且仅当它有介值性质. 

证明首先，假定度童空间 X 是连通的，下面证明 X 有介值性质，事实上，设/: X—R 
是连续的，为证明象 / U ) 是区间，采用反 证法. 亊实上，如果/( X )不是区间，则必存在实数 
C 及 X 中的点 U 与 V ，使得 


/(U) < C < /(V )， 


而 C 不在/(幻中.定义 

X , =/ l (- 00 ,c ) 及 X 2 ^/^(c.oo ). 

由于（-00,（0与（(：， 00) 都是 R 的开子集，而函数/: X—R 是连续的，由定理 12. 35可得 ，心 
与 心都是 A 的开子集.注意到，由于 u 属于1及 t； 属于I，所以X, 与心都非空. 此外，由 
于 c 不在/(X )中，故显然，弋与是不相 交的. 于是 I ,与 A 分离度童空间又, 
而这与X是连通的假定矛盾，这个矛盾表明X有介值性质. 

反之，假定每个连续函数/: 有介值性质，用反证法证明X是连通的，假设X不是 

连通的.则 存在尤 的一对开子集 W 和V分离 JT . 定义函数/: R 为： 


/(p) = (i 


若 p 巨 u 

若 p e V . 


则函数 /: X — K 肯定没有介值性质，因为它只取两个函数值一0和 1. 还可断定函数 
/： 是连续的.为说明这点，根据定理12.35,只要验证 R 的开子集在/: A：—R 之下的逆 

象是 X 中的开集就够了.但由函数/: 的定义知， R 的任意子集的逆象为冷，1/或 V ， 

于是它肯定是开集.象不是区间这样的连续函数的存在与 X 有介值性质的假设相矛盾，所以 X 


(3441 必是连通的. ■ 

上面给出的连通的度量空间的定义形式上与在 11.4 节中给出的] T 的连通子集的定义不 
同.然而，这两个定义又是等价的.这可以从它们之中的每一个都与介值性质等价看出，而且 
也可以用直接的论证得出这一结论.为理解这个直接的论证，在本章最后简要讨论开的与闭的 
相对的概念. 

假定^是度量空间 且义是 ^的子集， 考虑尤 的子集当然，也是 K 的子集.现在把4 
看作是 X 的子集，我们可以问在度量空间 X 中，4是否为开集.另一方面，把4看作是 y 的子 
集，可以问在度量空间 r 中，是否为开集.一般地，这两个问題的答案是不同的，如下例所 
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示.开集性的概念是 相对的 （ relative )， 它依赖于环绕度量空间的指定. 

例 12.40 设 r = R 及 ; r = [ o , 1 ]，则4 = ( 1 / 2 , 1] 不是度童空间 y 的开子集，因为 I 在 r 
中的每个开球包含了不在（1/2, 1] 中的点.另一方面， （1/2, 1] 在度量空间％中是开集，因 
为如果0<「<1/2,则 Uell d ( x f 1) < r | =(1 - r , l ] C ( l /2 t l ]. _ 

下面的定理，在度童空间 x 是度量空间 k 的子空间的情况下，根据 y 的开子集描述了％ 

的开子集. 

定理 12.41 设； r 是度責空间 r 的子空间， 4 是； r 的子集，则 4 在丨中是开集当且仅当 
a = xno , 其中 o 是 y 中的开集- 

证明首先，假定4在 X 中是开集，设 P 是4中一点，则％中存在 p 的一个开球，它包含 
在 X 中，也就是存在正数 r = r ( p ) ,使得 

\q ^ X \ d ( p , q ) < r | C A . (12.21) 

K 中点 P 的半径为 r 的开球是 y 的开子集，于是当 p 在 A 中变动时，所有这些开球的并集也是 
K 的开子集，即 

C=[J \q G Y \ d ( q , p ) < rj 

p e 4 

是 K 的开子集.从式 （12.21) 显然可得 4= xno . 

反之，假定其中 o 是 y 的开子集，设；> 是4中的一点，则 p 也属于 o ， 因此/> 
相对于 y 来说是 C ? 的一个内点.于是可选取正数 r ， 满足 yi d { q , p ) < r | QO f 从而 
\ q ^ X \ d ( q , p ) < r | CXnO =>4. 于是 p 相对于 X 来说是 4 的一个内点，这样4中每个点是4 
的相对于 X 的内点.按定义，这意味着4在 X 中是开集. _ [345 

从上述定理立即可得，在 11.4 节中对 n 维欧几里得空间的子空间引人的连通性概念与在 
本节给出的连通性的一般定义是一致的. 

如下面的例子所说明的，闭集性也是一个相对的 概念. 

例 12. 42 ^ Y^RRX = ( 0 t 2], 考虑集4 = (0, 1], 则4不是度量空间^的闭子集， 

因为序列是 A 中的序列，它收敛到 r 中的一点但这点不在 A 中，而 且/1 是度童空间 X 
的闭子集，这是因为若4中的序列收敛到 X 中的某一点，则该点必在4中. ■ 

运用余集准则及定理 12. 41可以证明，如果度董空间 义是度 童空间 r 的子空间，则 X 的子 
集4是％中的闭集当且仅当存在 V 的闭子集 c ， 使得 z = xnc (见习题 8). 

习匾 

1. 设尤是列絷度量空间， iE 明 X 的子空间 A 是列*的当且仅当#:是 X 的闭子集. 

2. 设 JT 是度量空间，且设是列紧子空间，令 p 是欠中昀一点. 证明： 在 K 中存在点 q 0 , 它是夂的所 
有点中在如下意义下最靠近 P 的点： 

对 K 中所有的点 L d ( p t q 0 ) « d ( p r q ). 

(提 示： 定义函数/: R 为，对尺中所有 / U ) = d ( q , p ). 证明/: X — R 是连续的 .） 这个点是唯一 

的吗？ 

3. 证明：如果尤 是度童空间且 W 与 V 是尤的两个开子集，它们分离 I ，那么 W 与 V 电都是 I 中的闭集. 

4. 证明： 度量空间 Jf 是不连通的当且仅当存在 尤的一 个子集£►，满足 £> — 0且而 i ? 在 I 中既是开的又 
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是闭的. 

5 . 设 X 是列紧度量空间. 证明： X 是不连通的当且仅存在； f 的非空子集4与 B 及正数！?，满足 4 nff = 0, 

对>»中所有的 P 与 B 中所有的 fl ， rf ( p , g ) > S 、 

列紧性是必要的吗？ 

■ 

6. 设 A 是度霣空间，对每个正整数 A , 设匕是 X 的非空列紧子空间，假定证明交集 Oh 是非空 

i = I 

的- (提 示： 对每个正整数 A , 在匕中 选一点八，序列1化丨的一个子序列收敛到 JT 中一点 p . p 位于何处？） 

7. 用定理 12. 41直接 证明： 对于 R a 的子空间 X ,在本节给出的连通性的一般定义与在 11.4 节给出的定义是一 
致的. 

8. 运用余集准则与定理】 2. 41 证明： 如果度量空间 X 是度 貴空间 F 的子空间，则 X 的子集4是 X 中的闭集当 
且仅当存在 y 的一个闭子集 c , 使得 

9. 度*空间尤称为顺向连通的，如果对； r 中的任意两个点 p 及存在连续函数 y : [0, 1] —使得 y (0)=/> 
及 7( 1 ) =9， 

象. 证明： 顺向连通的度量空间有介值性质.（提 示： 仿效 11.3 节的证明_> 
b 证明：顺向连通的度摄空间是连 通的. 

10. 我们定义过的子集 AT 是凸的，做以下的 练习： 
a - 给出 C ([ a ， 6]， R ) 的子集是凸集的定义. 
b . 证明： C ([ a f 6], R ) 的凸子集是顺向连通的. 
c 证明： C ([ a , A ], R ) 中的开球是凸的. 

d , 证明： C ([ a , 6], R ) 中的开球是连通的 • 

11. 假定 X 是由不止一个点所组成的集合，且是具有离散度置的度量空间. 证明： X 是不连通的. 

12. 设 X 是列紧度置空间，定义 C ( JT , R ) 是所有连续函数， X — R 的集合，对于 C ( JT ， R ) 中两个函数/与 g , 
定义 

d { f ， e ) ^ max { \ f ( p ) - g ( p ) I |p e 尤}. 

证明： d 在 C ( X , R ) 上定义了一个度置， 
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13.1 极限 

对实数的开区间/，函数 /:/— R 定义为在 J 中点; r . 可 微的，如果极限 

/(^) -/(I ) 
lim - 


(13-1) 

« X ■ Jt 拳 

存在，这个极限称为函数/:/ — R 在点 * .的导數，用/八*,) 表示. 此外，如果函数 
/••/— R 在/中的每一点是可微的，则函数 R 称为 是可微 的而函 数厂： /— R 称为函数 
/:/— R 的导數.函数与它的导数之间的关系的研究是一元实变童的实值函数分析中的重要主 
题之一. 

在本章将研究多元实变量的实值函数微分法，并将把前面对一元函数所得到的许多结果推 
广到多元实变量函数的情形中.本节从推广集合的极限点的定义和函数极限的定义到多元情形 
开始. 

给定 IT 的一个子集4及 FT 中的一点 jt ,， 回忆4\ U . I 表示集 UeAl 丨.特别地， 

若 X . 不属于则 lx . 1 =1 

定义设4是 R B 的子集， JT . 是 IT 中的一点， x . 称为集合 Z 的极限点 （limit point ) ,如果 
在 | x . | 中存在收敛到 JC . 的序列. 

定义设4是 IT 的子集， X ,是 >4的极限点，给定函数 R 及实數€，记 

lim /( x ) = t y (43. 2) 

如 果只要 | JC * 丨是 | jc , 丨中收敛到 X . 的 序列， 就有 象序列 |/( xj | 收敛到 t 
把 （13.2) 读作“当 X 趋近 X . 时， /< JT ) 的极限等于 

正如在一元实变量的实值函数的情形，容易看到，如果4是 R " 的子集而 Jt . 是4的极限 
点，而且也属于则函数/: A — R ■■在 jt . 连续当且仅当 

lim / ⑷ =/( jc . ). (13. 3) 

卜 Jf * 

然而，在 11.1 节我们研究了多元连续函数，所以鉴于连续性与 （13. 3) 的等价性，我们已经有 
许多可供使用的分析极限的方法. 

例 13.1 考虑 R 2 中的点 （1, 2>,则有 

lim [ x 2 y + e xr * 1 ] = 2 + e 3 . 

“， y 〉一（1.2) 

这可从如下事实推 出：由 

/(*» r ) = *y + e ^* 1 , ( x t y ) e R 2 
定义的函数 /: R 2 — R 已被证明是连续函数. 


\m 
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例 13.2 设* 4 是以中的点，则 

lim ||x|| = || x, || . 

这可以从如下事实推 出：由 

fix) = \\x\\ t x e R n 

定义的函数 / : R " — R 已被证明是连续函数. _ 

下面的定理可通过运用收敛的实数序列的和、积及商性质从极限的定义直接得到，证明留 
作习题. 

定理 13.3 设4是 IT 的子集， X . 是4的极限点，假定函数 /M — R 及 g : R 与实數< 

及 C 2 有如下 性质： 

lim/(x) - 及 lim 豸 （ jc) = 

那么 

lim [f(x) + g(x)] =€, +€ 2 , Lim [f(x)g{x) ] - €,€ 2 , 

卜 JT • 卜* • 

并且如果对 4 中所有 JC, 客 u)_0 且 0 ，则 

Yim[f{x)/g(x)] = t,/e 2 . _ 

数学分析中许多问题有趣但难以捉摸的特征之一是必须研究 

lim [f(x)/g(x)] 

的商在条件 

lim/(x) = 0 及 limg(x) = 0 

X-^M , X-»X # 

下的极限. 

这样的极限频繁出现.例如，如果 /:/— R 在点 * .连续，则极限 （13.1) 就是这种形式的极 
限，它正是单实变量函数导数的定义，这种形式的极限也出现在多元实变董函数的研究中.为 
彻底地弄懂如何处理这种极限，有必要研究多元实变量函数的微分法，在本章随后的几节将对 
此进行研究.下面考虑几个这种类型极限的例子. 

例 13.4 设 U D , y D ) 是平面 R 2 中的点.考虑极限 

lim 2 2 , (13.4) 

(*. y )^(* 0 P ro ) % + y 

如果 （*, y )#(0, 0)，定义/(*， y ) = xy /( x 2 + y 2 ). 由于多项式是连续的， 

lim xy = 太 0 y 0 及 lim x 1 + y % ^ x \ ^ y \ % 

所以，如果 U 。， hM (0, 0), 可得 


1Jm 町 一 太山 . 

11 m ， a m 2 • 

(* oj 0 ) x t y x 0 + y 0 

但如果 (*。， ： r D )=(0, 0), 则极限 （13.4) 不存在，为看出这一点，首先注意，序列 I ⑽， l / k)l 
收敛到点(0, 0), 而由于对每个自然数 fc ,/(1/ A , \/ k ) =1/2,可得象序列 {/(1/ A , 1/ A ) 丨收敛到 
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1/2. 另一方面，序列 l ( l / A , 0) 丨也收敛到点(0, 0〉，而由于对每个自然数 fc , /(1/ A , 0)=0, 可 
得象序列彳 /(1/1 0) 丨收敛到 0. 因此，如果(*。，九）=(0, 0〉，极限 （13.4) 不存在. ■ 

例 13.5 考虑下面的 极限： 

lim (13.5) 

(x，r) ^(o,o> x + y 

如果 （ ac ， y ) 尹 （0，0) ，定义 /(*, y ) =* V ( x 2 + y 2 ). 由于注意到，序列丨 （0，1/ fc ) 丨收敛到 
(0, 0), 而对于每个下标/(0, \/ k ) =0,可见唯一可能的极限值是0，为验证极限确实是 
0,有必要估计/(*， y ) 的大小，事实上，如果1/0,则 


% + y 2 



如果 （ U ) # (0,0)， 



因为当戈=0而7_0时这个估计式显然成立，所以现假设序列丨（力， y A ) l 收敛到 （0, 0)，其中 
每个（％, h ) —(0, 0)，则序列 fhl 收敛到0,所以由上述估计及收敛序列的比较引理可以推 
出，象序列 f / U 4 , ；^)1收敛到0,于是 


例 13. 6我们断言: 


lim ~ r = 0. 

(^y)-{0,0) x 2 + y 2 


lim 




■ 

(13.6) 


为验证这一点，设序列 IU 4 , y 4 ) 丨收敛到（0, o ), 其中（巧， n )^( o , 0). 对每个 fc ， 定义 

t k = x \^ y ]. 注意，|^|是收敛到0的非零实数序列，由于 8 in 0=0、 正弦的导数是余弦及 
cos 0 = 1，故可得 

Bin(x\ + y\) sin(lj - sinO 

Lim --- z ——= lim --- = 1* 

x k + y k ~ ^ 一 0 

这就证明了（〗3.6〉. ■ 


定理 11. 11给出了映射在一点上的连续性的定义与在一点上的连续性的 a - S 准则之间的 


等价性.对于极限有下面类似的等价的准则，它的证明留作习题. 

定理 13.7 设4是 IT 的子集， X * 是4的极限点，对于函數 /M — R 及实教€,下面的两个 
推断是等 价的： 

( i ) lim /( x ) =€,即当 Ud 是 U . 丨中的序列时， 

9 


如果 limjr 4 


— % 


_ * 


lim /( x 4 ) 



( ii ) 对每个正數 L 存在正数使得 

如果 jc 在 A 中且0 < dist(x ， Jt, > < 5,則1 f { x ) - £\ < e . 
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习题 


• 证明： 


lim 

， r) -*<o.q) 


0, 


r 


2. 分析下面的 极限： 

i. e h -1 
ft* iiiti I ; 

h 

3. 分析下面的极限: 


lim 


+ r 


b . lim 


b . 


sin ^ 


lim 


十 y 




lim 


—( O . O ) j ( f * + y m (囂 dO . oijf 2 + y 2 + z 2 ^ <0,0) x * + y 

设 m 和 n 是自然数_ 证明： 极限 


lim 

<o,o) 


7 


存在当且仅当 m + n >2. 

5. 试举 一例： A 是 R 的子集， x 是 4 中的一点，但 x 不是 >1 的极限点- 

6. 设 4 是 IT 的子集且 Jr 是 IT 中的点_ 证明： Jr 是 4 的极限点当且仅当围绕 JT 的每个开球包含 4 的不等于 
x 的点， 

7. 设 /I 是 IT 的子集， IT 中的点 x. 是; 1 的极限点.假定函败 R 有界，即存在数 c 使得 

对 A 中所有 x ， I g { x ) I « c . 

证明： 如果 lim /( Jr ) =0，則 lim [豕 （ jt )/( jc > ] =(}• 

8. 设 >1 是 IT 的子集，由 

若 X € A 


/(J) 


0若 


定义的函数 /:IT — R 称为 >4的特征杀數 （characleriatic function 〉， 设 Jt . 是 R _ 中的点， 证明： lim /( jt ) 存在当 

且仅当 I 或者是 4 的内点或者是 4 的外点. 

9. 试举 一例： 函败 /: R _ — R 满足 lim / U ) =0但 lim /( r )/|| x || 尹 0. 

x-^o r -»0 

10. 对函数 / : R _ — R 及自然数 m ， 证明： 

lim /( x )/| lx | r 41 =0 瑾涵 lim f ( x )/ |) jr|r = 0 f 

JF -»0 0 

但反之不成立. 

11. 设 4 是 IT 的子集，假定0是4的极限点，假定函数 /:A — R 有如下 性质： 存在正数 C 使得 

对 >1 中所有的 Jt ，/( x ) > c |f jt || 2 f 

而函败 A R 有如下性质： 

\ img ( x )/ || X || 2 = 0. 

翼 —0 

证明：存在正数 G 使得对4中所有满足0< || x || < rWx , 

/(:) - ar ( jf ) ^ { c / 2 ) II X II \ 

12. 设4是 fT 的子集.证明： 4是闭集当且仅当/ I 包含它的所有极限点. 

13. 设/!与 B 是 IT 的子集，满足 >4 CB ， 假定 r 中的点 JT . 是 X 的极限点.给定函数/: R , 定义它在集4 


的限铡是如下定义的函数/: A ^ R ： 对4中所有 Jt , f ( x ) =/( x ), 试举出一个函数的例子，满足】 

jf— 


存在，但 lim /( JT ) 不存在，（注 意： 通常，为符号简明起见，函 数义： 4— 11用 — R 表示，但为区分这 
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两个极限，还是需要用新的符号 .） 

13.2 偏导数 

考虑多元实变量实值函数以及 R W 中的两点 II 和 V . 假定要比 
较/(*0与 /( v ). 当 n = l 且函数/: R—R 可微时，可用中值定理来比较这两个函数值.当 
n>l 时，自然有下列限制步骤.考虑从 II 到 V 的参数化段，即如下定义的参数化路径 y: 
[0, 1]—R : 


对0矣 I 矣 1, y (0 = « + f(v - II ) = tv + ( 1 - t ) u . 

然后考虑函数 /: R " — R 与这个参数化路径的复合，也就是由 

少⑴ =/(“ + 1( V — 《) ) , 0 ^ ^ 1 (13.7) 

定义的函数0: [0, 1]— R , 于是少 （0) =/(«0及少 （1) =/( v >. 这样比较 /(«) 与 /( v ) 就是比 
较少 （0) 与少（丨）.如果可以确 定少： [0， 1]— R 是连续的旦屮：（0， 1)— R 是可微的，那么可 
应用单变量函数 b 中值定理比较 /(«) 与 /( v ). 因而必需研究函数 /: R _ — R 的性质，这些性质将 
使我们能够推出上述辅助函 数少： [0, 1]— R 是连续的，推出少： （0, 1)-> R 是可微的，并且 
可计算（0, D -. E . 

可以把上述函 数少： [0, 1]— R 看作是函数 — R 在点《与 v 之间的线段以及这条线段 
上的坐标系的设置的限制 • 在的情形下 ，少： [0, 1]— R 的图形由 /: R 2 — R 的图形与平 
行于2轴且包含连接“与 V 的线段的平面相交得到.由于这个原因，称函 数少： [0, 1]—1 R 为 
函数/:『 一► R 的截面 （ section ) • 如图1 3. 1所示 * 





m 13. 1 f(v) -/(u) =^(1) -^(0) 


为分析函数少：（0，1 )—► R 在点 t 。 处的可微性，令 X =11 + t 0 ( v , p = v -“及 J = t - t 。, 
变量替换得 


少⑴- 屮 （O _ /(Jt + Sp) - /( X ) 
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因此，如果极限存在，就有 


沙'0 0 ) = lim ^’ + 印） ~^ X) . (13.8) 

I *0 S 

作为考察函数的截面以及公式 （13. 8) 的对策，促使引人下面的偏导数概念. 

定义设 O 是 IT 的包含点 x 的开子集且设 i ( l 彡 i 芩/0为下标.函數/： O —^ R 称为在点 X 有 
关于它的第 i 分量 的偏导数，如果 


/U + te ,) - f ( x ) 
hm - 

i^O t 

存在 • 如果这个极限存在，用表示它的值，并称它为 /:0-^ R 在点 JT 关于第 i 个分量 
的偏导數. 

d // d \( x ) 的几何意义 如下： 选择正数 r , 使得开球化（工）包含在 O 之中，并考虑由 

^(0 = fix + fO ， I « I < r 

定义的截面（如图 13.2 所示）.那么如果这个截面在对应于 t =0的图形上的点有这个切面图形 
的一条切线，而这个切线在这个点的斜率是 

no) - 券 ⑷， 

d 弋 

则 /•• o — R 在点 x 存在对它的第 i 个分量的偏导数. 



图 13.2 tfr( 0 =/(x + te ) 


因而 d//d\(x) 的存在性等价于一元实变量函数的可微性，所以可直接使用一元微分法结 
果获得偏导数的加法、积及商的法则. 

定义设0是 R " 的开子集.則函数 /:(9— R 称为有一阶偏导教，如果对每个下标纟（1冬1•炙 n ), 
_ 函数 /:0— R 在 C 7 中的每个点有关于它的第 f 个分量的偏导數， 

显然，对每个下标 i(i 矣 i 矣/1),第 *• 个分量射影函数 

p t : H" ~ ► R 

有一阶偏导数，并且如果 y(i 名是下标， x 是 it 中任意点，则 
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dp/dXjix) = II 


若 I = j 
若 i # j . 

于是射影函数的和、积以及适当的商有一阶偏导数.这意味着以分量为变量的多项式商，如果 
其分母非零，则定义了有一阶偏导数的函数. 

自然地，如果] T 的点未用下标记号描述其分量，那么在偏导数的记号中要作相应的改变. 
例如，如果给定函数/: R 3 4 R , 而 R 3 中的点记为 （*, y , *〉，则 a // d ； rU 。， y Q , 表示 
/： R 3 - R 在点 y 。， ％)处关于第二个分量的偏导数 • 类似地，如果给定函数/: R 4 — R 而 
R 4 中的点记为 （ tt ， V ， < w ， 0 ,则 d // at ( u 0 ， V 。，0> 0 ，< 0 )表示/: 在点 （ u 。， v 。， o >。， t 0 ) 处 

关于第四个分量的偏导数. 

例 13. 8定义 

f(x t y 9 z) - xyz + e* y2 , (x t y,z) e R 3 . 

我们正式地验证函数 /•_ R 3 — R 在 R 3 的每一点有关于第二个分量的偏导数_选择 R 1 中的点 
(* o ， 7。， z 。）. 由于对每个实数*， 

(* 0 ，?\>，:0 ) + = ( *0 »^0 + ‘ ， : 0 〉， 

需要证明 

/(* o.ro + < t « o ) -/(* o . n » z o ) 

lim - 

t 

存在，这正好是固定分童％及定义 g ( y ) =^^+ e ^( y GR )， 并计算 〆 （％)•于是 


ay 


(^ otro ^ o ) ^ g ' iyo ) = + 


■ 


上面的例子描述了实际计算具体的一阶偏导数的一般方法. 

命题 4.5 断定，如果/是实数的开区间且函数 /:/— R 在/中点 * 处是可微的，则函数 R 
在点*处也是连续的.这个论断通常表述为“可微性蓮涵连续性”.它的证明很 直接： 如果 
且点 *+ Ae /, 将差式 /(*+/»>-/(*> 写成 

f(x,h) -f{x) 


13561 


由极限的积规则， 

lim[/(jc + h) -/(%)] = f{x) • 0 = 0. 

h -*0 

于是函数/:/ — R 在点 x 处连续. 

在一元实变量函数与多元实变量函数之间存在一个重要的 差別. 对">1，函数 /: R " —H 
有一阶偏导数但不需要是连续的.下面的例子表明会发生这种情况. 

例 13. 9 定义 

f{ 、 J ^ y /(^ 2 + 〆 ）若 U ， y ) — (0,0) 

/( 太， y ) = ， 

lo 若 U ， y ) = (0,0), 

对（ X , y )^(0, 0), 存在 u , y ) 的邻域，在此邻域上 — 的限制是多项式的商，其分母 
不会变为零，因而 d // di ( x , O 及 d // dyU , y ) 存在， 此外，简短的计算给出 
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另一方面， 


所以 




(尤， y ) 


y . 


r 


及 


fy { ^ y) 


dx ( x 2 + y 2 ) 1 

在 U , y ) =(0, 0) =0, 注意到对每个数 

/(0 + te x ) =/(«,0) = 0, 



f(O.O) 

dx 


lim 


/(O +%) -/(O) 


nn/h 0 ) - 八 o,o) =0 


类似的计算表明 d // ay ( o , 0)=0. 因而函数 / 在 r 2 平面中的每一点处都有一阶偏导数.而这个 
函数在点0处不 连续. 因为序列 |( l / ft ，1/ A )} 收敛到（0, 0) 而对每个 I /(1/ Jk , 1/ it ) =1/2, 
所以象序列 LT ( l / fc , 1/ ft ) 丨收敛到 1/2. 但1/2_/(0, 0)，所以函数/在点(0, 0) 不连续. ■ 
但事情往往不像上述例子所示的那么坏，下面将证明如果0是『的开子集，且函数 R 
有一阶偏导数，如果另外假定对每个下标 i ( l 霉 i 矣/ I )， df / dx , : O—R 是连续的，那么可得到 
单变量理论的基本结果.由于这附加的假定在后面将有重要作用，于是用下面的定义把它单独 
提出来. 


定义设0是 R ' 的开子集.函数 /:(9— R 称为连续可微的，如果它有一阶偏导数，满足对 
1莓£矣 n , 每个偏导数 O — R 是连续的. 

通过计算例 13. 8中所定义的函数/: f — R 的每一个—阶偏导数，可知该函数是连续可微 
的•在例 13.9 中所定义的函数/: R 3 —R 不是连续可微的，因为它的两个一阶偏导数在点 
(0, 0) 处都不连续（见习题 3). 

下面讨论二阶偏导数.给定 IT 的开子集 O 及下标 £(1 霉 i 矣 n ), 如果函数在 O 中每 
个点关于它的第〖个分量有偏导数，则函数 d // a *, : 有定义而我们可能问这个新函数本身 

是否有一阶偏导数.固定下标 ）(1 矣 a ). 如果函数6//3七： O — R 在 O 中点处关于它的第 J 
个分量有偏导数，则用 

^ {X) ^ 

自然当 n =2 或3两点不用下标标记时，我们用更具示意性的记号表示二阶偏导数， 

例如 


a 2 / d 2 f d 2 / $ 竺 

• dxdy ’ dz 19 dyd2 f 守守 


定义设 O 是 IT 的开子集，考虑函數 /:0— R , 

( i ) 函數 II 称为有二阶偏导數，如果它有一阶偏导数且对每个下标函 
數 df / dx i: O — R 也有一阶偏导數， 

( ii > 函教 / : 0— R 称为有连续二阶鴒导數，如果它有二阶偏导數且对每一对下标 i 及人其 
中1 函数///扣/巧： O —► R 是连续的. 

结果是每个连续可微的函数是连续的，且每个具有连续二阶偏导数的函数是连续可微 
的，然而，为证明这些论断，必须首先对多元函数证明中值定理，在13_3节将证明这个中 
值定理. 
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本节最后讨论一个非常有用的结果，即某些二阶偏导数的相等. 

定理 13. 10设0是 1 T 的开子集，且假定函数 /: C ?— R 有连续的二阶偏导数，对任意两个 
下标 i 及 >，其中1 矣 i 忘 n ， 以及 O 中任意点 X ， 


d 2 / 


B 2 / 


( x ). 


Bx i Bx } dx〆 ‘ 

如果先单独提出下面的引理，则证明上述定理就是显而易见的亊. 


(13.9) 


引理 13. 11 设 W 是平面 R 2 的包含点 U 。， ： r D ) 的开子集，假定函數/: W — R 有二阶偏导數， 


则在 W 中存在点 （&, 7|)及（无 2 ,7 2 )满足 


立 

dydx 


( x tf y 2 ). 


证明由于 W 是开集，可取正数 r , 使得在取定实数区间/=(*。-2『， 气 +2 r ) 及 J = ( y 。- 
2 r , y fl +2 r ) 后， 矩形 / xj 包含在 W 中. 

证明的思路是，将下式以两种不同的方式表示为 差式： 

/(*o + r *n + r ) -/(*o + r »r 0 ) -/( x otTo + r ) +/(*o»ro)- 
先把它表示为差式 

[/(太。 + r ， y 。+ r ) - f ( x 0 + r , y 0 )] - [/(*。， 7 。 + r ) -/(* 0 ， y 。）] ， （13, 10) 

然后把它表示为差式 

[/(* 0 + r tXo + r ) -/(*o»ro + r ) 1 - [/(*o + r .y 0 ) -/(*o.y 0 )]« (13. ii> 

则使用一元实变量函数的中值定理，将表达式 （13. 10) 与 （13.11) 表示为函数/: w — R 的二阶 
偏导数. 

先分析差式 （13.10). 定义辅助函数 /— R 如下： 

< p ( x ) =/(*， y 0 + r ) -/(*» y 0 )» * e /. 

由于 /: W 4 R 关于它的第一个分量有偏导数，所以函数炉： /— R 是可微的.定理将函数 A /-^R 
限制在闭区间[*。， h + r ] 上，在开区间（ X 。， ％+ r ) 内选取点应用中值定理得 

妒（*0 + r ) -沪 （*«) f/ 、 

- = <p (*1 ) * 


即 

y + 乂 ~_ ^{ Xy rYo + r) - ™(*,,y 0 ). (13.12) 

固定点再定义另一个辅助函数《: 如下： 

a ( r ) = ^(* i ， y) ， y e J ， 

将函数 a : 限制在闭区间 [ y 。， h + r ] 上，在开区间（九， n + r ) 内选取点 yi , 应用中值定 

理得 


ot(y 0 + r) - a(y 0 ) 

r 


立 

dydx 




(13. 13) 


从 （13. 12) 及 （13. 13) 可得 
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< p ( x 0 + r ) - < p ( x 0 ) = r 1 ^ 7 -(^, ,ri )• (13.14) 

oyox 

然而，$(*。+〃）-9(%)等于差式（13.10),于是有 

[/(*0 + r , y 0 + r ) - f ( x 0 + r , y 0 )] - [/(* 0 ， y 0 + r ) - f ( x 0 t y 0 )] = r 2 ， r ,). (13. 15) 

为分析差式 （13. 11), 将同样的论证用于如下定义的辅助函 数少： : 

中、 y) = /(* 0 + r »r) -/(*o.r). ye/ 

由此可得在矩形 / xj 内能取到点 （ x 2 , j2 ), 使得 

[ f ( x 0 + r ， y 0 + r ) -/(* 0 ， y 0 + r ) ] - [/( x 0 + r ， y 0 ) ~/( x 0f y 0 )] = r ^^(* 2 , y 2 ). (13.16) 

由 （13. 15) 与 （13. 16) 的左端相等可得它们的右端也相等.所以引理得证. _ 

定理 13.10 的证明只在 n = 2 的情形下对定理加以证明，而一般情形下的证明留作习 
题（习题 16). 设（*。， y 。） 是 O 中的一点，取正数 r , 使得开球 y 0 ) 包含在 O 中. 设友 
是自然数.则可应用引理于 W = 1 / 4 (*。， y 0 ), 并在 U *。， y 。） 内取点<**， h ) 及（ 4 , 


满足 


JV 

dxdy 


(**山） 


立 

dydx 




(13. 17) 


但是，由假定知，函数 a 2 // 扣时： o — R 在（％, y。） 处是连续的，而函数 a 2 // 竹扣： O—R 在 
( X 。， y。） 处也是连续的.由于两个 序列丨（乂， y t ) 丨及 |(\, 丨都收敛到点 U。， y 0 ), 于是 


可得 


!土[兹(^*)] = 兹(*。山)， 


由于 <13. 17)，可得 


dV 


(%, y 0 ) 




a 2 / 


( x 0 , y 0 ). 


■ 


dxdy v ^ dydx 

注意到，引理 13. 11 中仅要求函数 /: C?—R 有二阶偏导数.另一方面，定理 13. 10 中要求 
二阶偏导数连续.这个额外的假定是必要的.下面给出一个 例子： 函数 R 有二阶偏导 


数，但 a 2 // 鉍办与 a 2 // 时打并非在所有点都相等 * 
例 13. 12 定义函数 /: R 2 — R 如下： 


/( x ) = pr(^ 2 - r 2 )/(^ 2 + r 2 ) 若 U ， y) 卢 (0,0) 

. lo 若 (*. y ) = ( O t O ). 

计算 （留给读者（见习題 13)) 表明函数 /: R 2 -> R 有二阶偏导数，但是 


s 2 f 

dydx 


( 0 , 0 ) 



立 

dxdy 


(0,0) = K 



关于符号的注记偏导数还有其他常用的符号，例如，当函数/: 有一阶偏导数时, 

df / dx ( x , y f z ) 常用乂 U , y , z ) 表示.当函数 /: R 3 — R 有二阶偏导数时， 
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/„(*» r »2) » ^^{ x ， y ， z 、 以及 ^( x t y f z ) 

dxdx dx 

常表示相同的量.此外，对 R " 的开子集 C ?, 连续可微的函数 /:0— R 常称为是 C 的，而如果 
R 有连续的二阶偏导数，则它称为是 C 2 的. 

习題 

1. 计算下列函数的一阶偏 导数： 

礼 f(x 7 y % z) = x +yz^xy ^xsin(yz) f (x f y w z) e R 3 . 
b. f(x, y 9 z) = %\n{x 2 y 2 )/{ 1 +/ +y 3 ) , (x f y, z) e K\ 

c- f{x, y f z) = yi + cos 2 (xy) ， (x, y, s) e R 3 . 

2. 证明例 13_ 8 中定义的函数是连续可微的. 

3. 对例131中定义的函败 /: R 3 — R ， 证明： 函数 a // dx : ft 2 — R 和 d // ajr : R 2 — R 在点 （0, 0) 都不连续- 

4. 假定函败 R 2 — R 有如下 性瑕： 

对 R 2 中所有 （*, y > , I g(x t y) \ ^ X 2 ^ y\ 

证明 ： f R l — ► R 在点 （0, 0) 关于: r 与 y 都有偏导数 • 

5 . 假定函数 /: R 2 — R 有一阶偏导数且 

对 R 2 中所有的 （*， y ) ， # U ， y ) = ^( x 9 y ) =0, 

dx dy 

证明： 函数是常数，即存在某个数 c ， 使得对 R 2 中所有的（: c ， y >, f( Xl : r ) = c .( 提示： 先证明 
/： R 2 - R 在平行于一条坐标轴的直线上的限制是常 数*〉 

6. 定义 

rx^^/ix 1 +r 2 ) 若 （ x ， y) 嶙 (0,0) 

0 若 ( x ， y ) = (0,0). 

证明： 函数 R 2 — R 有一阶偏导败 • 函数 g : 是连续可微的吗？ 

7. (链式 法则的推广）设 O 是 IT 的包含点 I 的开子集，假定函数 /:0 —R 在点 x 处有关于第 i 个分量的偏导数. 
设/是 R 中满足 /(€?)[/ 的开区间，且函数度:/— R 在点 /( x ) 有 导败. 证明：复合函数客 •/:£) 一 R 在点 jt 处 
有关于第 i 个分量的偏导数，且 

T~(S ^ /) ( x ) = 〆 (/(:)) 

dx i dx i 

8. 假定函数 tR — R 是可微的.用习題7计算下列函数的一阶偏 导数： 

I 函数 A : R 2 — R 定义如下： 

' h(x ， y) : g(xy 2 + 1), (x ， y) e R 2 . 

b . 函数 fc : R 2 — R 定义 如下： 

h(u,v) - g(4u + 7v) t (u f v) e R 1 . 

C. 函数 h : R 2 — R 定义 如下： 

fc ( M )= 尽（《 — *0 , ( Z ， J ) € IR ' 

9. 假定函数 R — R 有二阶导数 • 计算习級 8 中所定义的函数的二阶僱导数. 

10. 假定函数史： R — R 及少： R — R 有二阶偏导数，定义 

/(^, r ) = < p( x - r ) + 4 fi x + r ). (戈，/) e R J . 
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证明：对 R 2 中所有（ I ， y ), —* 7 (^, y ) y ) = 0 , 

dx By 

11. 函数 /rW — R 称为調和的 （harmonic), 如果它有二阶偏导数且 

对 R 2 中所有 （*,y), + = 0. 

下列函数中哪些是调和的？ 
a 、/( x T y ) = e x co » y f ( x t y ) e R 2 . 

•>. g(x 9 y ) =x 2 - y 2 9 (x, y ) e 
c , h ( x t y ) ^ x 2 - y \ ( x f y ) e R 2 . 

12. 给定一对函数 cfr: R 1 —R 及 hft 2 —ft . 知道是否存在某个连续可微函败 /: R 2 — R , 使得对 R 2 中所有 

(*, y > , 


df / dx ( x 9 y ) = 及 6// dy ( x f y ) = ^( x t y ) 

通常是有 用的. 这样的函数 /: R 2 —►!! 称为函数对（命，少）的势 I & 数 （potential function ). 
a . 证明： 如果对于函数对 （小， 少）势函数存在，那么势函数在相差一个常数的意义 h 是唯一确定的，也就 
是任意两个势函数的差是常数. 

b 证明： 如果对一对连续可微的函 数令： R 2 — R 及少： R 2 — R 存在势函数，则对 R 2 中所有（*， y )， 


尝 U，W 令 o0_ 


1363] 


13 - 考虑例〗 3. 12中所定义的函数. 

•. 证明： 

对 R 中所有^ -^(^,0) = jc 

dy 

以及 

对 R 中所有 y , #(0， y ) = - y - 

0 X 

b . 由 （ a ) 推出 

$ (0 , 0)=1 及 ^<°*°> =- L 

14 •设 1/ 是平面 R 2 中包含点 U 。， y 。） 的开子集.证明 ：如果 I *-% I <2 r 及 ly - y 。 
使得 （ x ， y > 在 W 中. 


< 2r , 那么存在正数 r . 


15. 仿效引理 13. 11 的证明中建立 （】3. 15>的论证来骏证方程 （13. 16), 

W . 设函数 / : C ?— R 满足定理13, 10 的餒定且设 i 与/是下标，满足1矣 kn 及1句《1»，选择正数 r , 使得 Jt 的 
开球氏 U > 包含在 O 中，定义 


g ( s , t ) = f(x + te k + ,对于？+ 〆 < 〆 • 

a. 验证心 B r (0, 0)— R 有连续的二阶偏导数且 

!^(0,0) = T^(x) R ^f(0,0) =-^L(x). 

dsdi dXjdx . dtds dx ^ x - 

b 运用 （ a > 证明定理 13*10 的一 般情形 可以从 /i = 2 的情形推出. 

17. 假定函数 /: R 2 — R 有连续的二阶偏导数，设 U 。， y 。〉 是 R 2 中的点 • 证明： 对每个 fi >0, 存在5>0,使得 
in 果 o < I < sro < i k \ < s , 
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/U 0 + fc ， y。 + fc) -/U 0 + A f y 0 ) -/Uo-y。+ fc ) +/U 0 ， y 。） d 1 / ( v ^ 

Tk a^ Uo,y ° J • 

(提示：仿效引理 13, 11 的证明思路 ♦> 

13.3 中值定理与方向导数 

在一元实值函数的研究中，中值定理起着重要的作用.为便于参考，将该定理重述如下， 

其证明见 4.3 节. 

定理 13.13( 中值定理）假定函數/: [ a , 6 ]—R 是连续的且/: («， 6 )—R 是可微的.则 
在开区间 （ a , 6) 中存在点 c ， 满足 

fib ) -/( a ) =/ , ( c )(6- a ). 

本节的目标之一是把上述定理推广到多元实变量函数的情形.正如在 13-2 节开始时所提 
到过的，作这一推广的策略是试图通过分析函数在定义域的一个线段上的限制把 一般情 形归约 _ 
为一元的情形. 

引理 13. M (中值引理）设0是 R " 的开子集且 i ( l 名 i 名 n > 是下标.假定函數/: <9— R 在 C ? 

中每一点处有关于第 i 个分量的偏导數.设 x 是 O 中的点而 a 是使得点 X 与 JC +邮， 之间的段位 
于 O 中的实数.則存在数沒 （1 使得 

f(x + ae t ) - f ( x ) = 4^-( x + Oae ^ a . (13. 18) 

dx i 

证明由于 C ? 是 R " 中的开集，可选择包含数0及《的实数开区间/，使得对/中每个 <，点 
厲于 a 对/中每个 t , 由杳⑴ O + w ) 定义函 数洽： 则函数 /: c ?— r 关于它 
的第 i 个分量的偏可微性菹涵了在/中的每个点《处， 

^(0 = -fix + te ,). 

由此可推出函数令： /- R 可微.这样可对函数奋： /4 R 在闭区间 [0, a ] 上的限制应用一元函 
数的中值定理得到点6>(0<0<1),使得 

♦ (a) - 4 >( 0 ) = 4> f (^a)a, 

由函数命： /-^ R 的定义以及 <( i ) 的计算，可将上式改写为 （13. 18). _ 

命题 13.15( 中值命题）设 jc 是 R B 中的点而 r 是正數 • 假定函数/: 氏 （幻― R 有一阶偏导 
教，那么如果点 jr+A e 5 r U ), 则在 B r (x) 中存在点2,, Z 2 ，…， z ,, 使得 

/ U + A ) -/ U ) = (13. 19) 

fT \ ox i 

且 

对每个下标 £(1 矣 i 矣/ 1 ) , || x - z t || < || A || - 

证明就 n =3 证明上述结论.由此，一般的结论显然也成立.技巧是把差式 /( x + A ) -/( x ) 

展开，我们有 

/(x + h ) - f ( x ) =/( 戈 ■ + h x , x 2 + h lf x y + -/ Ui ， h ， h ) 

=yx 文 1 + a I f %2 + + ^) — y * (太 I + 九 i ，无 2 + *^3) 
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+ /(^ 2 + A, ,x 2 + h 2 ， x y ) •f(x l + h x ,x 2 $ x^) 

十 /( 文 ,+ fe, 9 x 2 f x 3 ) -/(U 2 ，欠 3), 

对每一个差式应用中值引理，在开区间 （0, 1) 中求得 eje ” 满足 
fix + h) -f{x) + h x ,x z + + 0^)h y 


+ ^ ^ X \ + 厶|，夂 2 + 沒 2 厶2，太 3 ) 九 1 + (龙 ， +办■，太2，龙3 ) 厶 I . 

ox 2 dx t 

令 ^3 = ( ^| + * 太2 + 办2，无3十沒3 A = ( 戈 I + 办 I ，戈2 +朽九2， ) 及 = (^| ^2* 6)， 

则得到所要证的结果. _ 

对于 R " 的包含点 I 的开子集0，函数 /:0— R 定义为在点 JT 处有关于第 i 个分童的偏导数， 
如果极限 

/(x + £e.) - fix) 

lim - 

o t 

t 

存在，下面分析用 R " 中一般的非零点 p 代替点<?,时的上述极限， 

定义设 O 是 R •的包含点 x 的开子集.考虑函數 /:0— R 以及 R " 中的非零点 p , 如果极限 


Hm / (^^) -f{x) 


存在，则称此极限为函數 / : e >— R 在点 JT 处在 p 方向上的方向导數 0 ，表示为 


注意到，如果 p = t ， 则 


BP 


(:)• 


f 产令) . 


定理 13.16( 方向导数定理）设0是 R A 的开子集且假定函數 / : C ?4 R 连续可微，則对 O 中 
的每个点 x 及 1 T 中的每个非零点 p , 函數/: O — R 在点 x 处在 p 方向上有一个由如下公式给 
出的方向导数： 





(13 - 20) 


证明由于0是『的开子集，所以可选取正数使得开球 S / jc ) 包含在<9之中，由中值 
命题可知，如果《是任意一个满足丨 H ||p || < r 的数，则存在„个点 Zl ，…， I ，使得 

f(x + tp) -f{x) = (13.21) 

且对每个下标 

lU-Jtll 筅 I M ||p II. (13. 22) 

可以把 （13,21) 改写为 


© 术语 " 方 向导数 ” 是标准的，但它有时会造成错觉，因为方向导数不仅仅依糗 fp 的方向，但也依赖于它的长度 . 
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/(^ + tp ) -/ U ) 

I 



t ^ o . 


(13. 23) 


由于对每个下标 i(l 矣 i 霉/0, d // dx ,:0— R 在点 jc 处连续，从 （13-22) 及（13_ 23) 可得, 


lim /U + 屮） - /(X) 
t 



I 




这就证明了公式 （13. 20). 

由于公式 （13.20), 我们引人下面的定义 - 

定义设 O 是 1 T 的包含点 JT 的开子集，且假定函數 R 在 JC 处有一阶偏导教.定义函 
數 R 在点 X 处的 梯度 （ gradient , 用 V/(Jt) 表示）是 IT 中如下给出 的点： 


▽/( 


V 0%t dJC* dx„ f 


由于视 R" 中的点为向最，故 ▽/(X) 通常称为梯度向量 （ gradient vector ) 或导數向量 


(derivative vector ). 使用数量积和梯度，公式 （ 13_ 20〉可以改 写为： 

4： lf(x + tp )] =菩(:)= ( V /( x ), p >. (13-24) 

dt !.o d P 

注意到 （13.24) 的一个微小的引伸是有 益的： 如果 x 与之间的段位于 O 之中，以 JC + 妒代 
替 X ，可得 


去 [JU + tp )] = < V/(x + tp )， p ) ， 对于0矣 t 炙 1. (13. 25) 


[367] 


定理 13.17( 中值定理）设 O 是 1 T 的开子集且假定函數 /: C >— R 连续可微.如果连接点 x 
与 x + A 的段位于0中，則存在數 0( O < d < l ), 使得 

/( x + A )-/( x ) =〈▽/(: +油）， A >. (13. 26) 

证明由于 O 是 1 T 的开子集，可选取实数的开区间/，它包含数0与1,使得对/中每个 
x + th ^ O f 定义 


<#>(0 =/(x + th ) 9 对每个 t e /• 

使用如公式 （13. 25) 所述的方向导数定理的微小推广，可知 

对 / 中每个 4 ， ^(0 = < V /( x + < A ), fc >. (13.27) 


于是可应用一元实变量函数的中值定理于函数也：在闭区间 [0, 1] 上的限制，以便可选 
取数0(0<0<1),使得 


办 （1) _ 办 (0) = 4>’（0). 

由 （13.27) 以及洽： [0, 1 ]—R 的定义，显然，上述公式是公式 （13. 26) 的改写. ■ 

当 P 是 R " 中范数为 1的点时，在 p 方向上的方向导数可以解释为变化率 （rate of change ). 
为说明这一点，设 O 是 R " 中包含点 * 的开子集且假定函数 /:(?— R 连续可微，则如果点 P 的范 
数为1而《为正实数， 


t = || ^ I 


那么如果《是正数且足够小，则有 
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f(x + tp) -f(x) _ / (川 fp -/(X) 
t " I! tp II 

鉴于此，如果 p 的范数是1，则把 d // dpU ) 叫做函数 /:0— R 在点 jt 处在 p 方向上的变化率是 
合乎情理的. 

推论 13.18 设0是 IT 的包含点 jt 的开子集，且假定函数 R 是连续可微的，如果 
V /( x ) 卢0，則函教 /: C >— H 在点 jt 处范数是1的增长最快的方向为如下定义的方向 p 。： 


13681 


Po = 


▽/U) 

II V /( x ) || - 


(13,28) 


证明运用公式 （13.24) 及柯西-施瓦茨不等式可得，如果 p 是 R rt 中任意一个范数为1的 
点，则 

f ( x ) =1 <V/(jt),p> I ^ |i ▽/(JO || • ||p || = || V/(jc) I . (13,29) 

另一方面，如果仏由 U 3. 28) 所定义， 则仏的 范数为1,由 （13. 24) 可得 

£ U) = <•)，〜）= ( v/(x) || V/(x) H ) = II ▽，⑷ I'. 

上式与不等式 （13. 29) 蕴涵 f 如果 p 的范数是1，则 

X (x) . ■ 

例 13. 19定义 

/(*, r ) = e * 2-r \ (*, y ) e R 2 . 

函数 /: R 2 - R 是连续可 微的. 简单的计算表明 

■~( 1.1) =2 及 ~( 1,1) = - 2. 

于是▽/(〗， 1)=(2, -2). 因此，函数 /: V _ R 在点（1， 1) 处增长最快的方向由向董（1/及, 

-1/ W ) 给定. ■ 

在 13.2 节我们提到过连续可微函数是连续的.现在可以证明这一论断. 

定理 13.20 设 O 是 IT 的开子集，且假定函數 /: C?—R 是连续可微的，則函数 /:0 —R 是 
连续的. 

证明设 x 是0中的点，要证明函数 /:0— R 在 X 处是连 续的. 下面直接应用连续性的序 
列定义.首先，由于 JC 是 O 的内点，因此可选取正数 r , 使得开球坟( X 〉包含在 O 中. 

设1心|是 S ,( x ) 中收敛到 x 的序列.对每个自然数 A ， 置应用中值定理选择数 
0 k (0< e k <\) f 使得 

13691 f(x k ) -f(x) = f{x + * 4 ) -f{x) = <V/(jt + $ k h k ) ,* 4 >. (13. 30) 

注意到 

\ imh k = 0 及 lim[Jt + 0 k h k ] = jt , 

由于 R 是连续可微的，因此可得 
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lim V/(x + B k h k ) = V /( x ). 

裊 一*■ 

由于对所有正整数 1 (13. 30) 成立，因此可推断 

lim [/( h ) -/( x )] = < V /( x )，0> = 0， 

这意味着象序列 1/( A 〉 1收敛到 /( jc ). ■ 

推论 13.21 设 o 是 r 的开子集，且假定函數 /: o—r 有连续的二阶偏导教，则函数 / : 04 R 
是连续可微的. 

证明对每个下标 i(l 矣£矣 函数 3 f /3 x i: 是连续可微的.于是由定理 13.20 知， 

它是连续的，这恰好意味着函数 - R 是连续可微的. _ 


习題 


1. 对下列每一个函数，求 R " 中有定义的点 x 处的梯度 向置: 
•. f ( x ) = e MI \ x ^ R \ 


b _ f ( x f y ) = & in ( xy )/ ^/ x 2 + y 2 + 1 , (:， y ) e R 3 , 
c . f ( x ) = 1/ || x || 2 # x e C 7 = Ijc e R 1 I x 浐 0| • 

2. 假定函数 — R 与 A IT — R 是连续可微的 ■ 求用 V / U ) 及表示的公式- 

3. 假定函数 /: R — R 与 g : R — R 是连续可微的 * 求用 V / U ) 及 〆 (/( or )) 表示 ▽( r /)( jr ) 的公式 • 

4. 假定函数 /:IT — R 有一阶偏导数，且 R •中的点 JC 是 — R 的局郜板小值点 （ loMlminimizcr ), 即存在正 
数 r , 使得 

若 dist(Jt,x + h) < r, 则有 /(x + *) 身 /(JT). 

证明 V / U > =0. 

5. 证明： 在6=<^的情况下，中值公式（13.26> 与中值公式 （13.18) 是一致的. 

6. 定义函数/: R 3 — R 如下： 

f ( x , y 9 z ) = xyz ^ x J + r \ e U \ 

中值定理蓬涵了存在数外0 <6>< 1 ) 满足 


/(1，1，1) -/(0,0,0) = ^(0,0.9) 々(0,6,6、^^(0 9 0 9 0). 

dx by dz 

求0的值. 

7. 假定函数 /: R 2 — R 有一阶偏导数且/(0, 0>=1•而 

对 R 2 中所有 U ， y )， 盖 ( x , y ) = 2 且著 ( x ， r ) = 3. 

证明： 对 R 1 中所有 U ， y )，/( x f y ) =1 +2 x + 3 y . 

«. 假定函数 /:*T — R 是连续可微的.设 Jr 是 IT 中的点，对 M 中的非零点 P 及非零实数 a , 证明: 


9. 定义函数 /: R 2 — R 如下: 


為 ( 



f ( x f y ) = z 若 7 — 0 

lo 若 y = 0. 

a . 证明： 函数 AR 2 — R 在点 （0, 0> 处是不连续的. 

b . 证明： 函败 /: R 2 — R 在点 （0, 0> 处所有方向上有方向导数. 

C 证明： 如果 c 是任意数， 則存在 范败为1的向量 P , 使得 


I 
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^(0,0) = c. 
op 

也（<:)与推论13.18矛盾吗？ 

10. 对函数 /: R 2 —R 考虑下面的 推断： 

a . 函数 /: R 2 — R 是迮续可微的 • 

b. 函敢 /:R Z —R 在 R 2 的每个 点处都 有所有方向的方向导数- 

c . 函数 /: R 2 — R 在 R 2 的每个点处都有一阶偏导数 • 

解释上述推断之间的牵连 关系. 

n •假定函数 /:ir — r 是连续可微的 • 定义尺 =| x E iri || jr h « i |. 

a. 证明： 在 K 中存在点 Jt ， 在该点处函数达到最小值 ■ 

b. 还假定若 p 是 IT 中任意一个范数为 1 的点，则有 〈▽/( P )， ， >0. 证明： 在 （ a ) 中的最小值点 Jr 的范数 
小于 1. 



第 14 章实值函数的局部逼近 


14.1 一阶逼近、切平面和仿射函数 

设 C 7 是欧几里得空间 R " 的开子集，假设我们希望分析实值函数 R 在 O 中点 jt 的一个 
邻域内的特性（例如，想要确认点 ar 是函数的局部最大值点或局部最小值点）.为此，采取的 
一个策略是选取另一个函数 A O — R ，它比给定的函数更简单，且在 x 的附近是/的 
—个好的逼近.于是我们可以看到函数 /:(9-> R 从更简单函数 R 继承下来的性质. 

本节我们解释一个仿射函教 (affine function >的含义，并证明对一个连续可微函数/: G —► R ，在 
O 的每一点*处，存在一个仿射函数作为它的一阶逼近.对于二元函数，这个仿射逼近的图形 
就是切平面*本章其余两节涉及有连续二阶偏导数的函数在 14.2 节， 1 R 在点 x 
处的所有二阶偏导数组织成一个 fix u 矩阵，这个矩阵称为黑塞矩阵 （Hessian matrix ), 并建立了 
一个二阶方向导数公式.我们还将每一个； ixn 阶矩阵与一个二次函数联系起来，并得到二次函 
数的值的估计.在 14.3 节，我们将表明如何求出一个函数，它是一个仿射函数与一 
个二次函数的和，并且是 / : C 7— R 在点 X 处的二阶逼近 • 这将允许我们为确定在何种情况下点 
x 是函数 /:< P — R 的局部极大值点或局部极小值点提供一个判别准则. 

假设/是实数开区间，函数/: /— R 是可微的.根据定义，这意味着如果 x 是/中的一 
点，则 


lim 


/( 


k \ 一 ’⑷ =尸(幻_ 


如果改写这个差式 


f(x +h) -f(x) = /( 

h 


- [ fix ) ^ r ( x ) k ] 

I 


则上述导数的定义可改写成 


lim ,( X + A ) - [,( 幻 + 尸 (龙 ) fr ] = o 
a— o h ~ 


(14.1) 


第 8 章我们研究了泰勒多项式并建立了在一点处函数的值与其泰勒多项式之间的差估计. 
由我们在第8章证明的拉格朗日余数定理可得，如果 fc 是一个自然数，且 /:/— R 有直到 
A + 1 阶的连续偏导数，则对及一个扰动* + A 也属于/，存在数外0<6<1),使得 

fix^h) - [f(x) +r(x)h + … 

因此有 

ilm f{x+h) ~ [f{x) + 尸（幻九 + …+ ^/k\)f k) (x)h k ] =0 

h k \ ^ > 

本章我们希望对多元函数建立起类似于 （14.1) 的通近式及 （112) 当 A =2 时的逼近式，为 


(|!广(叫 CC W ， 



264 


第 J 4 聿 


此，引进下述定义. 

定义设 O 是 『的 包含点 jc 的开区间，对正整数&，两个函教/: <9— R 与 R 称为 
在点 x 处彼此 fc 阶逼近，如果 

+ *) - rA ) = 0. (14.3) 

“ 0 II * II * 

例 14.1 对每个数 fc ， 定义则/(0)=尸（0)：=尸 (0) =1. 在点*=0处，由公 
式 （14.2) 可见， 

lim C> ~ [ 1 “] =0， 

“o h 

而 

lim e * _ [1 +\+ (1/2)ft2] - =0. 

因此， 一 次泰勒多项式 =1 + A 是函数 / 在点 ： c =0 处的一阶逼近.而二次泰勒多项式 
p 2 ( A ) =1 +fc + ( l /2) A 2 是函数/在点*=0处的二阶通近. ■ 

下面的定理是逼近公式 （14. 1) 在多元函数情况下的一个推广. 

定理 14.2( — 阶通近定理） 设 O 是 R " 的开子集，且假定函數是连续可微的.设 Jt 
是 O 中的点，则 

~ 广 C ⑷ ，*〉 丄= 0. (14.4) 

*，• II ^ || 

证明由于 X 是 O 的内点，因此可以选择正数 r ， 使得开球氏 （ x ) 包含在 O 中.固定 IT 中 
的非零点 A ， 满足||/»||<1*，则点 x + A 属于民 ( Jt ), 所以由中值定理，可选取数 <9(0< d < l ), 
使得 

/(x + A) -/(X) = (V/(x + eh) ,k). 

于是 

f(x + h) -/(x) - <V/(x),fc) = <V/(x + $h) - V/(JC ) ,fc), 

所以，用柯西-施瓦茨不等式，可得估计 

l/u + A ) - fix 、 -〈▽/(*)，*> I « II Vfix ^ eh ) - V /( x ) II . II All • 

用 II fc II 除此估计式，得到 

I /(jr + A) - [f(x) 4 〈▽,( £_ ) ,_*)_]_[ ( || v/(jr + 9h) - V/(jc) || . (14.5) 

II A II 

因为已假定函数是连续可微的，所以 

lim || Vf(x +dh) - V /( jr ) || =0， 

从而由估计式 （14. 5) 推出式 （ lt °4) 式成立. ■ 

对于连续可微函数 /:0— R ， 它的定义域0为平面 R 2 中的开子集，且点(*。，％)在 C ? 中，如果 
用“，： T ) 表示 o 中一般的点，且置 A = U - x 。， r - yo )> 显然, A 趋于0当且仅当 u ， ： K > 趋向于 


(%, y 0 ) f 并且 || Aj | V(… 0 ) 2 + (n) 2 . 因此逼近性质 （14.4) 可改写为 


lim 


/U ， y 〉 — [/( 尤 o ，： To> + d//dx(x 0 t y 0 )(x - x 0 ) + d//dy(x^ f y 0 )(y - y 0 )] 

- J { % - ^ d ) 2 + iy o ) 2 



(14.6) 
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这最后的公式有一个涉及切平面存在的几何解释.为说明这点，给出下列定义. 

定义设 O 是平面 R 2 的开子集，假定函数 R 在0中点（*。， y 。） 处是连续的，与 
的图形在点 （ h , r 0f f(x 09 : K 。）） 相切的平面，是指形式为 

中 { 艾， y 、 = a + b{x - 太 0 ) + C(y - y 0 ) ， {x,y) e R 2 

的函 數少： R 2 — R 的图形，其中 a , 6, c 是实数，具有性质 

lim ' - /(，， y ) -仏， : y j _ =0 . (14.7) 

w 7(* » * 0 ) + (r - Jo) 2 

二元连续函数 /: O — R 在 O 中点 h ) 可以有所有方向的方向导数，而无须在点 
<*。， y 。）） 处有切平面（见习题17、18及19)，这样的例子出现的原因是，切平面的 
定义需要极限 （14. 7) 的存在不依赖点 （ x ， y ) 趋向于（*。， y D ) 的方式.然而，对于连续可微函 
数来说，逼近性质（14.6〉恰是证明下面的推论所需要的. 

推论 14.3 假定 O 是平面 R 1 的包含点 U 。， y D ) 的开子集，而函數 R 是连续可微的， 
则存在与函数 /: 0 —R 的图形在点 U 。， y 0 , f(x 09 y 。）） 相切的平面，这令切平面是由 

必 U ， y ) - /(^ o * ro ) + U - %) + （y - (14,8) 

dx dy 

在 R 2 中对 （ X , y ) 定义的函 数少： R 2 — R 的图形. 

证明对 O 中一般的点 （* ，： K ), 置 

A = (^, r ) - (^ o » ro )- 

注意到 

(v/(* 0 ， r 0 ) .*) = (* - x o) + ^(*o»ro)(y - ro)- 

由于 /: o — R 是连续可微的，因此，一阶逼近定理蕴涵了 

lim /( 〜 y ) 1 U ， IL 一 =() 

… 一 ( 7 (x -* 0 ) i + (y-y 0 ) 2 

即函数 tR 2 ->] R 的图形是与函数 / : 0— R 的图形在点<*。， y 。， f ( x 0 , : k 。）） 处相切的平面 .■ 
为了看出为什么上述推论中所描述的切平面必定是由方程 （14.8) 所描述的平面 e ,我们可以 
从几何上思考.事实上，假定 O 是平面 R 2 的开子集，考虑函数 /:(9— R . 在 O 中的点（*。，％) 
处，我们期望平面是与 /: C ?- R 的图形在点（％, %，/(*。， y 。）） 处相切.如果函数 /: O ^ R 在 
(%，％)处有一阶偏导数，则由偏导数的定义及在一元函数情形下，导数为切线的斜率的含义 
可得，向童 

r , = ( i , o ,£(* 0 , n )) 与 r 2 = ( o ， i ，^( Wo 〉） 

应当平行于所提到的切平面.于是所提到的切平面应当以 

W = 7\ x r 2 = (- d//dx(x 0 f y 0 ) , * d / ZdyU 。，％) ，1) (14-9) 

作为法向量，如图1所示.这个通过点（％，％，/(%，7。））且同7?正交的平面由 H 3 中所有 


O 关于线性代数的附录 B 包括 R 3 中平面性质及 R 3 中两个向量的向*积的讨论. 
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满足方程 


(rfAx ~ x Qf y - y 09 z -f(x 0 ,y 0 ))) = 0 


的点 （*, y ， O 组成，显然，这意味着 R 3 中的点 U ， W 位于由方程 （14.8) 所定义的函数的 
图形上. 



一阶逼近定理从另一个较少几何的观点来看也是有用的.它使我们可以用较简单的函数去 
[3761 通近颇为复杂的函数，并准确地推断函数彼此接近的方式.当然，最简的函数类型是常数函 
数. 其次两类最简单的函数是线性函数和仿射函数，它们的定义如下. 

定义函数 g : IT — R 称为仿射函數，如果它由 

n 

g ⑷= c + S a i u i* U G R m 

i* I 

定义，其中 c 及 a , 均为指定的教.如果 c =0, 則函数称为线性函數. 

推论 14.4 设 O 是 R 1 •的包含点 x 的开子集，并假定函數 /: C »-> R 是连续可微的，则存在一 
仿射函数，它是函數 /: C ? 一在点 X 处的一阶逼近，即由 

g(u) =/(jf) + <▽/(:)，《 -x>， II e E" 

定义的函教 R "— R . 

证明注意到，函数 R "— R 是仿射函数且 

g(x + h) = f(x) + (V/(x) ,h) , x + A e R". 

一阶通近定理断言函数 /: C ?-> R 与 O 是在点 jc 处彼此一阶逼近的 函数. 鼸 

例 14. S 定义 

/(*，，）= sin(* - y - y z ) , (x f y) e R J . 

函数 /: R 2 — R 是连续可微的.计算在点 （0, 0) 处的偏导数，可査明作为/在点 （0, 0) 的一阶 
逼近的仿射函数由 
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中（欠， y ) =太 一 y, U ， y) e ft 1 

定义计算在点（ I ， 0) 处的偏导数，査明作为/在点 （ W , 0) 的一阶逼近的仿射函数由 

中（氕， y ) = 7 ^ - X + y , ( x , y ) e R 2 

给出. ■ 

习题 

1. 定义 

/(x，y) = e 2 *“ r “， （：， y) e R' 

求在点 （0, 0, e) 处与函数 /:R 2 —R 的图形相切的切平面方程. 

2. 定义 

f(x ， y) - x x ~ xy ^ 2y z + x f (x,y) e RV 
在函数 / : R 2 — R 图形 上的哪些点处切平面平行于町平面？ 

3. 设 a. fc 及 c 是正数 ， R 3 中点 U, y， 0满足 

(x/a) 2 + (y/b) 2 - (z/c) 2 = 1 

的集合称为双曲面 （hyperboloid). 求这个双曲面在点 U。，z。） 处的切平面方程， 其中％ 为正数， 

4. 定义 

/(« ， y) = 2y + x 2 + xy t (x f y) e R 2 * 

求仿射函数，它是函数 /:R 2 — R 在点 （0, 0) 处的一阶通近. 

5. 定义 

= e •… … ， (x t y) € R 2 . 

求仿射函数，它是函数 — R 在点 （0, 0) 处的一阶逼近. 

6. 定义 

/(*，y，z) =/+/+!， (x f y,z) e R 3 - 

求仿射函数，它是函败/: R 在点 （0, 0, 0) 处的一阶退近. 

7. 囡定 IT 中的点 x. 设 c 是 R_ 的点，定义函数… R_—R 如下： 

♦(u) : (c t u - jr> t ii e R*. 

a. 证明： 函 数少： R"—ft 是仿射 函数. 

b. 证明： 给定任意非常数仿射函数 ★: 可以在! T 中选取点 or 及 q 使 得少： II具有上述形式. 

«•假定函数 ff: R 2 —R 及 A: R 2 —ft 都是连续可微的.定义函数 /:R l —R 如下： 

/U ， y> = xg(x,y) + yh(x t y) , (x t y) e R 2 . 

求仿射函数，它是函数 /:R 3 —K 在点 （0, 0) 处的一阶遏近 _ 

9. 假定函数 /:R 2 —R 与 A: R 2 —R 是连续可微的，求这两个函数彼此是在点（0, 0) 处的一阶逼近的充分必要 
条件. 

10. 设 a, b 及 c 是实数. 证明： 

lim J “町+ 〆 =Q 

u .， 卜關 +〆 

11. 证明： 

lim ain(2 怎 +2 ，） ， lx _h =0. 

"刻 ”） 

12. 证明： 

lim (1 +2x ”:广 - 1 - h = a 
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13. 设 a 是实数， 证明： 如果 


Wla ^ O . 

14. 设 a , fc 及 c 是实数，证明：如果 


lim 

C».7)-(0,0) 


ax 




0, 



lim 

(itWO.O) 


c + ax ^ by 

A 2 + f 


15. 假定函数是连续 的* 设 0 及& 是任* 实败.证明: 


0, 


上；[心卜 （/(_ 


by )] 


请问上/:，”- [ 以…〜成立吗？ 

16. 设 O 是平面 R 2 的开子集，且假定函数 R 在 O 中点（％， y fi ) 处是连续的.对 于数〜 bRc , 


少 （怎 ，)0 - a ^ b(x - x 0 ) + - ro) - <^,r) e R 5 * 

假定 — R 2 — R 的图形与 /:<?— R 的图形在点 U 。， y D ,/ U 。， y 。）） 处相切 • 

a . 证明 a =f(x Qt y 0 ), 

b . 证明 ： R 在 （％ » y 。） 处有一阶偏导数且 6 = 3// 扣 To ) t c = Bf / dy ( x 0t y Q ). 

c . 用 U > 及 （ b ) 证明只可能有一个切平面. 

17. 定义 


定义 


/U,r) 


Uin(y 2 /x) - 

lo 


1379] 


若％ _ 0 
若 x = 0. 

«, 证明： 函数 /: R 2 ->R 在点 （0, 0) 处是连续的，且在<0, 0) 处的每个方向都有方向 导败， 
b . 证明： 任何平面都不会是 /: R 2 — ft 的图形在点 （0, 0, /(0, 0)) 处的切平面. 

18. 假定连续函数 /: R 2 — R 在点（％，九，/(%，： r ,)) 处有切平面 • 证明：函数 /: R 2 — R 在点 U 。 
有方向都有方向导数. 


y 。） 处的所 


•14.2 二次函数、黑塞矩阵和二阶导数 

对于多元函数，常常有必要确定函数取最大值及最小值的点.就一元函数来说，我们在 
第4章中给出二阶导数检验法，对于多元函数，当然希望发现与此检验法专门对应的法则，这 
将在 14.3 节进行讨论.作为准备，•本节我们将求出多元函数的截面的二阶导数公式，并给出 
由二次函数所达到值的估计. 

回想 1 » x/t 矩阵 （ matrix ) 是指由 ii 行及 n 列实数组成的矩形阵列.如果这样一个 n x n 矩阵 
用 A 表示，则写成 

A = [a 丄 

这里对每一对下标 I 及 J (其中 %表示矩阵 A 中第 i 行第 j 列 的数，称\为 
矩阵的第（/个元素. 

定义给定任意 n x n 矩阵 A = [\]及 R " 中点 x , 符号 Ax 表示 R " 中这样 的点： 对于每个 
下标 i ( l 矣 i 芩|»)，该点的第 i 分董等于 A 的第 i 行与 x 的内积.于是 

Ax =y % 
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其中对每个下标, 


ri ® X w 

由于点 Ajt 的第 i 个分量由 jt 与矩阵 A 的第 i 行的内积给出，因此，如果用 A , 表示矩阵 A 
的第纟行，则 

Ax ^ (<A, ， x>, — ， <i4.,jr> ，〜，〈 A, ， x>). 

定义设4 = [\]是 nxn 矩阵. 定义为 

Q { x ) = ( Ax . jr ), x b EM ) 

的函數 <?: JT — R 称为与矩阵 4 相伴的二次函数. 

注意到 


A O 

Q ( x ) = 系〒 a ， x e K ", 

所以0(*)是*/;的线性组合，因此称为二 次函數 （ quadratic function ). 

例 14.6 2><2矩阵>1 = ^ j 有与它相伴的二次函数 R 1 —R ,定义 如下： 

Q(x ， y) = ax + 2bxy + cy 2 , (: ， y) € R 2 . ■ 

例 14.7 考虑如下定义的 3 x 3 矩阵 A : 

• A , 0 0 ■ 

A = 0 A 2 0 . 

-0 0 A 3 - 

与矩阵 A 相伴的二次函数 R 3 — R 定义 如下： 

Q(x f y,z) = A ^ 2 + Ajy 1 +A〆 ， (x 9 y,z) g E 3 . ■ 

定义设 C ? 是 r 的开子集，并假定函數 /: C ?— R 有二阶偏导教 • 函数 /:0— R 在 O 中点 x 


处的黑塞矩阵用 


▽V( 


表示，由如下的 nxn 矩阵 定义： 对每一对下标 i 及>(其中1矣 isSn , 第&个元素为 


( V 2 /( x )) 


s 1 / 


dx.dx { 


JT). 


注意，对每个下标 Z (1 忘 i ： Sn )， 黑塞矩阵 V 2 /( Jt ) 的第 i 行是函数3//鉍 1: O — R 在点 * 处的 


梯度.还注意到，由定理 13. 10中所推断的交叉偏导数的相等可推出黑塞矩阵 f / U ) 是对称的 
( symmetric ), 即若函数/: C ?— R 有连续的二阶偏导数，则第 V 个元索等于第 j 个元素. 

例 14.8 设0是 R 2 中包含点(％, y 。） 的开子集，并假定函数 /:0— R 有二阶偏 导数. 则/在 
(%， y 。） 处的黑塞矩阵由下式 给出： 


▽ 2 / U 0 ， yo ) = 


1 d ^ f / dxdxix ^. y ^) 
‘0 2 //^ cdy (%， y o ) 


d 2 f/dydx(x 09 y 0 ) 

d 2 f/dydy(x Q ,y^) 




例 14.9 定义 


f(x,y) = % 2 y + y 2 + 1 ， (x f y) e R 2 . 
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二阶导数的简短计算表明，在 R 2 中点 U。，y。） 处， 


vVU 0 ， y 0 ) 




r 2 r 0 2 v 

l lx n 2 


特别地，在点 （3, 2) 处， 




■ 


6 2 


v yx 太 o ，， ： o ) 


例 14.10 设 0 是 W 的开子集，假定函数 /:0— R 有二阶偏导数 • 则/在0中点(％，％, %) 
处的黑塞矩阵由下式 给出： 

d 2 f/dxdx (x 。 ， y 。 ， z 。） d 2 f/dydx (x 0 ,y Q ,z Q ) d 2 f/dzdx ( x 。， y 0 ， ) 
d l f/dxdy(x 09 y i}9 z 0 ) d 2 //dydy(x 0 ,y 0s z Q ) S 2 f/dzdy(x 0 f y 0 
d 2 f/dxdz(x 0 ， rot z o) 3 2 //dydz( x 09 y 09 z 0 ) d 2 f/dzdz(x 0 ,y 0f z 0 )- 

例 14.11 定义 

f{x H y,z) = sin(^) + e t+r + (x 9 y,z) g R 3 . 

二阶导数的简短计算表明，在点(0, 0, 0) 处， 

•1 10- 

▽ 2 /(0,0,0) =110. ■ 

-0 0 2 - 

下面的定理说明了黑寒矩阵是如何参与多元函数截面的二阶导数计算的. 

定理 14,12设0是 R " 的包含点 X 的开子集，并假定函数 /: C ?— R 有连续的二阶偏导數. 
选取正数 r , 使得％ 的开球艮 （ x ) 包含在 O 中，如果 || h || <ri I t \ 矣1,則 


= (Vfix + tk )、 h ) 


(14, 10) 


及 


dt : 


[ f(x +tfc)] = ( V 1 八 x + th ) h ， k ). 


(14.11) 


证明设 / 是包含点 o 与〗的实数开区间，满足如果 t 属于 /, 则 x +认 属于 a 定义 

4>(0 = + tA ) ， t 6 L 

方向导数定理蕴涵了如果 I 在 / 中，则 


d 


<#>'(0 = 5[ f(x + th )] = ( V/(x + th ) % h ) = + th ). 

然而，对每个下标可以再把方向导数定理用于偏导数 3// a * i: O — R , 于是对上 
述等式两边求微分可得 

d r * * > 、1 ■ d 


^ ( 0 = d^ u，(t)] " 叾、(“叫 = Ji k y[£] {x + th) 

= x (▽ [芒] (: + 认 ) = <vy(jif + tk 、 h ， k). 


■ 
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上面的公式 （14. 11) 对于下一节建立多元函数极值点的二阶导数准则是非常有用的.但也 
需要对二次函数所达到的值的大小作某些估计.本节余下部分将用来建立这些估计. 

定义 nxn 矩阵焱=[\]的范教用 || A || 表示，定义 如下： 

I it n 

II a || - a /x X 4 

y >*i i=i 

注意，如果定义 ir 中的 点岑是 nxn 矩阵 4 的第 i 行，则4的范数的平方可以写成 

|| A || 2 = || || 2 + || 七 || 2 + …+ || 炙|| 2 . 

引进上述矩阵范数的定义，是因为由此范数定义可有下述有用的柯西-施瓦茨不等式的$式. 
定理 14, 13( 广义的柯西-施瓦茨不等式） 设4是 nxn 矩阵且设《是权"中的点，则 

II Au || ^ |14 || • || <1 || . (14.12) 

证明将 （14. 12) 两边平方，显然，此不等式成立当且仅当 

|| II A || 2 || « II 2 . (14.13) 

若对每个下标矣 ii ), 令 R " 中的点枣是 A 的第 i 行，则 

Au =： (< A ,，《>，"，〈 A ,，《>). 

于是，根据标准的柯西-施瓦茨不等式， 

\\Au || 2 =(<岑，“>) 2 十… + (〈^，“〉） 1 

« || 枣 || 2 || « || 2 + … + || 欠 || 2 || « || 2 

= ( ||枣 || 2 屮… + Mj | 2 ) || « || 2 

=II A || 2 || « It 2 - 

于是证明了不等式 （14. 13)，因此也就证明了不等式 （14. 12). ■ 

推论 14. 14 设 A 是 nxri 矩阵， R ft — ► R 是与 4 相伴的二次函數，且 《是 R " 中的 
点，則 

I <?(«) I ^ I A || ||«1| 2 . (14. 14) 

证明根据定义 

I ^(«) I = I ( Au y u ) I . 

如果先用标准的柯西-施瓦茨不等式，再用广义的柯西-施瓦茨不等式便得到 

I <?(«) I =\( Au lU )\ ^ Mu|| • ||u|| < || A || || tt II' ■ 

定义 / tx / t 矩阵 A 称为正定的，如果对 R •中所有非零点《， 

( Au , u ) > 0； 

称为负定的，如果对 IT 中所有非零点 

( Au f u ) < 0. 

完全能够借助矩阵的元素给出明确的准则以确定它何时为正定，何时为负定，最简单的情 
况是 2 x 2 矩阵. 

命題 14.1 S 2 x 2 对称矩阵 
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是正定的，当且仅当 


a > 0 且 ac - 6 1 > 0. 

证明注意，与矩阵 A 相伴的二次函数 R 如下式 所示： 

0( 欠， 7) ; 似 2 + 2bxy + cy 2 , (x f y) e E 2 . 

对于 y#0 的点 （ x ， y) ， 置 《 =xfy 、 p(t) -at 2 + 2bt + c . 则有 

Q(x,y) = y 2 [a(x/y) 2 + 2b(x/y) + c] = /p(t)^ 

二次多项式 〆 0 是正的，当且仅当《>0且邮-6 2 >0.在: K =0 的情况下， fl >0 当且仅当对所 
有 ac — 0， Q(x, 0) - clx 1 >0. ■ 

类似的论证表明命题 14. 15中的矩阵 A 是负定的，当且仅当 

a < 0 且 ac - b 2 > 0, 


命腰 14.16 设 ASnxfi 正定矩阵.則存在正数 c , 使得对 R 11 中所有《， 

<?(“ ） = 〈A “， 《> > C || « || 2 . 

证明由于二次函数 (?： R "4 R 是连续函数（即分量射影函数）的积的和，它是连续的.另 
一方面，单位球面 S ={« e R"l i |« II =丨|是 IT 的有界闭子集.根据列紧定理（定理 11. 18)， 
单位球面是列紧的.于是由极值定理（定理〗 1.22) 知，在 S 上存在一点，它是二次函数在 S 上 
的限制的极小值点.定义 c 是二次函数在此极小值点的函数值.因为假定矩阵 A 是正定的，所 
以 C 是正数且对 s 中所有的点 II, 


Q (^) ^ c. 

而对 R " 中所有点《及所有实数 A ， A ( A «) = AA «, 所以 
13851 Q { ku ) = X 2 Q ( u ). 

此外，如果 tt 是 IT 中任意非零点，则 


由不等式 （14. 16) 可椹 



但 u /|| « II 是*中的点，所以由不等式 （14. 15) 得， 

<?(«) ^ c || « || 2 . 

显然，如果《=0,该不等式也成立， 

习题 

1. 定义 

f(x,y) = + x 1 + 2xy, (x M y) e E 2 . 

a * 定义伞: R—R 为洽（0 =/(2 t f 3r), i e R. 直接计算 <(())■ 
b 求函数 /: R 2 — R 在点 （0 f 0) 处的黑塞矩阵，并用公式 （14. 11) 计算 

^(0) = $[/(2( ， 3t)] _ 


(14, 15) 
(14. 16) 
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2. 设 C ? = ! (x, y, 2 ) e R 3 I xyz> -l \ t 定义 gxO^ R 如下： 

g(x,y 9 z) = /I + xyz, (x 9 y f z) e O- 

a , 定义 ♦: R—R 为 < M 0 x ^ r (3 t , 1 - 1 , 0, hR . 直接计算犷 (0)_ 

b. 求函数 pO — R 在点 （0, 1, 0) 处的黑塞矩阵，并用公式 （14.11) 计算 

釋）= tt [^( 3^1 - M )] - 
出 4=0 

3. 假定函数 /: R 2 — R 有连续的二阶偏导数，并假定在原点（0, 0)处， 

竽(0,0) = 0 及 孚(0,0) = 0. 

dx dy 

令*是平面 R 2 中的非零点，且假定 

〈▽ 2 /(0,0)*，*> > 0. 

用一元函数的有关定理 证明： 存在某个正数 r ， 使得 

若0 <1 il < r . f{th) >/(0 1 0), 

4. 在习 ffi 3 中，假定对 R 2 中的每个非零点 A ， 

< V 2 /(0 f 0)*, fc ) > 0. 

解释为什么这不是直接推断原点为函数 /: K 2 — R 的局部极小值点的充分条件. 

5. 设《，6及 c 是实数且 a /0, 定义 p (0 = ai 2 + 2bi + c . _ 

a . 证明： 对每个数 t , p(t) >0 当且仅当 a >0 且 oc -6 2 >0. 

b . 证明： 对每个数纟， pit) <0当且仅当 < i <0 且 oc -6 2 >0. 

&假定 A 是 3 x 3 对称矩阵且是正定的. 证明： 下面四条性质成立且从每一条性质都可得到关于矩阵>1的表值 
的信息. 

a . {Ae % t e t ) >0， (Ae l9 e 2 ) >0, 且 〈 A «” e ，〉>0 ‘ 

b. 对所有非零 ii = ( fc ， fc ，0> ， fc，AeK , 有 < A«，>CK 

c . 对所有非零 《 = (0, fc ， k)，k，keR t 有 < An , «> >0. 

A 对所有非零 《 = (/ r ，0, A ), / r ， 有 < An ，«> >0. 

7. 对卜列每一个二次函数，求与之相伴的 2 x 2 矩阵： 

a, k(x 9 y) =x 2 -y 2 , (x f y) e R 2 . 

b. g(x r y) ~x 2 +8«y+y 2 f (x, y) e R 2 . 

8. 通过选择适当的矩阵 A , 证明： 广义的柯西-施瓦茨不等式包含了标准的柯西-施瓦茨不等式作为其特例 • 

9 - 求与如下定义的二次函数 R 3 — R 相伴的 3 x 3 矩阵： 

Q(^.y^) = / - y 2 + 3 文 y + yz - z 2 ， (x,y t z) e R 3 . 

W .定义函数 R — R 为注意到对所有 

Q (^) > 0- 

证明： 不存在正数 c ， 使得对所有 x — 0, 

Q(x) ^ cx 2 . 

解释为什么这与命题 14. 16不矛盾. 

•14.3 二阶通近和二阶导数检验 

定义设4是 R " 包含点的子集，并考虑函數 /M — R : 

( i ) 点 JT 称为函数 /:4 — R 的局部最大值点，如果存在某个 正数〜 使得 

若 Of + A 在 A 中且 II A II < r, 则 /(Jt + ft) 疾 

( ii ) 点 Jt 称为函数 / : 4 — R 的局部最小值点，如果存在某一正数 r , 使得 
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第】 4 幸 


若 x+fc 在/!中且 || A || < r ，則 /(X + A ) 多 /(JC). 

( in ) Ax 称为函數 /M — R 的局部极值点，如果它或者是 — R 的局部最小值点或者是 
/:；4->11的扃部最大值点. 

立即可以得到一点是函数局部极值点的如下的必要条件. 

命題 14.17 设0是 IT 的包含点 jt 的开子集，并假定函數 /:0 —R 有一阶偏导數.如果点 
jc 是函数 /: C 7— R 的局部极值点，则 


V / U ) = 0, 


(14.17) 


证明由于 x 是 O 的内点，于是可选取正数 r , 使得开球氏（幻包含在 O 中. 固定下标 
i ( 1 ^ i ^ n ) f 定义函数伞： （- r , r )—► R 如下： 


<^(f) = fix + te,) 9 I « I < r. 

则点 0 是函数 ♦: ( - r , 的极值点，所以 

^ ； (0) - ^( x ) = 0. 
dx £ 

此式对每个下标 K 丨矣 i 矣 n ) 都成立，这就意味着 （14, 17) 式成立. ■ 

注意，为了寻求局部极值点，首先必须在 o 中求使得 


V /( x ) = 0 (14-18) 

的点: r . 然而，方程（14.18>是》个未知变量的》个纯量方程组.除非函数 /:<9— R 有非常简单 
的形式，否则不可能求得 （14. 18>的明确解.因为事实上啄怕是一元可微函数 /:R — R ,除非 
/：R — R 非常简单，否则也不可能明确地求得下列方程的所有解 x : 


fix ) =0- 

例 14. 18考虑定义如下的函数 /: R 2 — R ，$: R 2 — R 及 A : R 2 - R : 

/U ， y> = ^ (x,y) e R 2 , 

g ( x f y ) = - x 1 - y \ ( x , y ) e R 1 , 

ESS h(x,y) = % - y 2 , (* t y) e R z * 

上述每一个函数都是连续可微的，且原点 （0, 0) 是上述每一个函数在平面上仅有的梯度向量 
为零的点.点 （0, 0) 是/的局部极小值点，是 g 的局部极大值点，但不是 A 的局部极值点 . _ 

在上述例子中，仅仅因为函数是如此简单才使得我们能够确定它们在点 （0, 0) 邻近处的 
性状.为了分析更复杂的函数，需要以某种方式构造二阶偏导数集以便给出多元函数的“二阶 
导数检验法的公式.下面将会看到正确的做法是将二阶导数排列为黑塞矩阵，然后检査与此 
矩阵相伴的二次函数. 

在第8章，我们考虑用泰勒多项式通近一元函数，得到函数与它的多项式通近之间的差的 
估计.拉格朗日余数定理提供了这样的估计.我们窬要该定理的下列特例. 

定理 14.19 设/是实數开区间，假定函數/: /— R 有二阶导數 • 則对区间/令的每一对点 
jc 与 x + h ， 存在数0(0<0<1)，使得 
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f(x + h ) ^ f { x ) ^ f { x ) k ^ jT ( x ^ eh ) h \ (14.19) 

由关于一元函数的这一结果及在 14.1 节中所得到的多元函数导数的计算可得下面的定理. 
定理 14.20 设 O 是 IT 的开子集，假定函数 /;0— R 有连续的二阶偏导数，则对 O 中每一 
对具有它们之间的段也位于 O 中之性质的点 or 与 x + A , 存在教沒(0<0<1>，使得 

f ( x + h ) = Ax ) + < V /( x ), A ) + y < V 2 /(x +^) A t A >. (14.20) 


证明选择 / 为包含 o 及 1 的实数开区间，满足若 f 在/中，则 JT + fA 属于 a 定义函数 
iff . /—>>R 如下： 

少 （0 = f{x + fA ) , t e /. 

注意，定理 14. 12 菹涵了函 数少： 有二阶导数且有下列的一阶及二阶导数公式； 

^ U ) = (V/(x + « fc ) t A ) 及 rM - < V 2 /(jt + tA ) A ,/»), t e /, (14.21) 

就 i=0 及 A = 1 将定理 14. 19 应用于函 数少 ： /—R , 选择数 WO<0<1), 使得 

少 （1) =屮（0) + 〆 （()> 沒）， (14. 22) 


将少 （1) 与少（0> 的值及上面对 《 T (0) 与 f (幻 的公式代入上式，所得到的就是公式 （14.20)■ 
定理 14. 21( 二阶逼近定理）设0是 IT 的包含点 Jt 的开子集，假定函数 /: C>—R 有连续的 
二阶偏导數.則 


lim 


/u + A ) - [ fix ) + < V /( x )^> + y < V 2 /( jr ) A , A >] 


II A II 


0. 


(14, 23) 


证明由于点 x 是 O 的内点，可选取正数 r , 使得开球氏（ X )包含在 O 中.定义 
«(*) = f ( x + h ) - [ fix ) + < V /( jt ), A > + y < V 2 /( x ) A ,*>], II * || < r . 

必须证明 

R { h ) 


lim 


11*1! 


o . 


(14,24) 


固定 IT 中的点其中0< || A || 由定理 14.20, 可选取数沒(0<0<1)，使得 

/U + A ) =/( x ) + < V /( x ), A > + y < V 2 /(jc + ^) A ,*>, 


所以 


R ( h ) = -^-< V 2 /(x + 6 h ) h f k ) - -^-( V 2 /(x + h 、 h ， h ) 


= y <[ V 2 /(x + - V 2 /(x + fc )] A ，*>. 


(14. 25) 


用这一公式及广义的柯西-施瓦茨不等式推得 


I R ( h ) 1^4-1! V 2 /(Jt + 肋）- V J /( x ) IIII A II 2 . 
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用 || A || 2 除此估计式，得到 

1 d): 1 < yll v 2 /u + 舳）- V 2 f(x) II . (14. 26) 

但已假定函数有连续的二阶偏导数，所以 

Iim || vV(jt +$ h ) - V 2 /( x ) || =0， 

k <*0 

于是从估计式 （ M . 26) 得 （14. 24)式 • ■ 

定理 14.22( 二阶导数检验法） 设 0 是 R n 的包含点 JC 的开子集，假定函教 11 有连续 
的二阶偏导数，假设 


V /( x ) = 0. • 

( i > 如果黑塞矩阵 V 2 /( x ) 是正定的，則点 x 是函数 /:0 —R 的严格的局部最小 值点. 

( ii ) 如果黑塞矩阵 V 2 /( jc ) 是负定的，则点 x 是函数 /:0— R 的严格的局部最大值点. 

证明只需要考虑情形 （0. 情形 （ ii > 可由 （0 通过 -/ 代替/得到.假定黑塞矩阵 V 2 /( X ) 是 
正 定的. 由于点 Jt 是0的内点，可选取正数 /•, 使得开球玟 （ jt ) 包含在0中.证明的策略是把差 
式 /( X + A ) -/( JT ) 写成 



Ax + h ) 

- f ( x ) = Q ( h ) + R ( k ) ， 

(14, 27) 

其中 0 

IT — R 是正定二次函数且 

lim 卿 2 = 

• II A II 

: 0. 

(14. 28) 

事实上， 

如果定义 





R ( h ) =/(x +*) - [/( x ) + 

< V /( x ), A ) 

如士 < v 2 / u )*, 叫， II M 

< r， (14. 29) 


则二阶通近定理断定（14_28)成立，比外，如果定义<?: IT — R 是与二分之一的黑塞矩阵 V 2 / U ) 

相伴的二次函数，则此二次函数是正定的-最后，由于▽/(*)=(»，可以改写 （14.29) 得到 
(14. 27). 

由于二次函数<?: R "— R 是正定的，可使用命题 14. 16选取正数 c , 使得对 IT 中所有 A , 

<?(*) ^ c \\ h \\\ 

另一方面，用 （14. 28) 可选取小于 r 的正数5,使得 

若0 < || A || <5，则 L f(*V < f . 

II " II z 

比较这两个估计式，由 （14. 27) 可得 

如果0 < || A || <5，则 /( x + A ) - f { x ) = Q ( h ) ^ R ( h ) ^ c || A || 2 + R ( h ) > y || * || 2 . 

所以点 Jr 是函数 R 的严格局部最小值点. ■ 

在命题 14. 15中，我们刻划过正定对称的 2 x 2 矩阵的特性.因此记录下二阶导数检验法 
的下列特例是有用的. 

推论 14*23 设0是平面 R 2 的包含点 U D ， y 。） 的开子集，假定函数 R 有连续的二阶 
偏导數.假定 
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|^(^>, y 0 ) =。及 -^(^ o - ro ) - °* 

ox dy 


还假定 


dx 


U 0 ， y o ) 


> 0 


以及 

$w。) . ¥(w 。 )- [ 兹 (w。)] 2 > 0. 

则点 U D ， y 。） 是 /: C >— R 的一个严格的局部最小值点. 

习題 


1* 分析下列函数的局部极值： 

^ f ( x f y ) - e ^- 4?M2 f (%, y ) e R 2 - 

b. g ( x 9 y , z ) = e t2 “’” 2 (x, y f z ) e R' 

C. fix ， y 、 =U 2 +/)〆 2 ” 2 , y) e R\ 

d. f ( x f y ) ^^ y 2 ( 6 - x - Y ), ( x 9 r) eR 1 中* >0 及 y>0 的区域. 

2 .求 2 x2 对称矩阵为负定矩阵的充分必要条件.运用这个信息叙述并证明：一点是二元函数局部最大值点的 


充分条件. 

3. 定义 K 是闭矩形 \( x f y) 6 R 1 I -TT<;r 名 IT 丨，定义函数/: ►R 为/(太， y) = jce'^cosy, 

( x t y ) eK . 求函数 /: 欠― R 的最大与最小值 .（ 提示： 分别地分析在#:边界上的情形）. 

4. 证明： 点（ 1) 是如下定义的函数 /: R 2 —R 的最小 值点： 

/( 太， r> = (2ac + 3r) 2 + U + y ■ 1 ) 3 + (x + 2y - 2) 2 , (x,y) g R 1 . 


5 . 定义 

f(x ， y) = X 1 + y 2 - {x,y) e R 2 - 

解释为什么函数 /: R 2 — R 没有局部极值点. 

6. 分析如下定义的函数 /: R 3 - R 的局部极 值点： 

/u,y) = cos(x + y) + sin(x + y) , (*,y) e R 2 _ 

7. 偁设函数 / : R W — ft 有连续的二阶偏导数，设 X 是 IT 中满足 V /( Jtr ) 的点.还假定在 IT 中存在点《和 v , 
满足 

{V 2 f{x)u,u) > 0 及 〈▽ 2 /( J c > h *0 <0. 

证 明：点 Jr 既不是 /: R fc — R 的局部最大值点也不是 /:IT — R 的局部最小值点* 

8. 假定函数 /: R rt — R 有连续的二阶偏 导数. 设 x 是 R •中满足 V /( x ) =0的点，并且使得黑塞矩咗 VYU ) 的所 


有元索是 0. 通过举例 证明： 这样的点 x 玎能是局部最大值点、局部最小值点或者两者都不是. 


9•证 明： 如果函数 /:r — R 有连续的二阶偏导数，且如果在 5 T 中点 * 处， V /( JC ) =0及 v 2 /( jf ) 正定.则存在 
正数 c 和^使得 

若 11*11 < S , 则 /< x + A ) -/( jt ) > c || * || 2 . 

10. 证明： 若黑塞矩阵在某点是负定的，则该点是严格局部最大值点.从而完成二阶导数检验法的证明. 

11 . 应用一阶或二阶通近定理计算下列极限： 


a . 


c. 


ain(x + xy — y) - (x+y) 


lini 

.，卜(⑽ y ? 


b. lim —^ 

(”卜 (0,0) 


lim 


y 


d. lim 

(*. r )^(0,0) 


cos( jg - y + xy) - ( 1 - \/2x l + - 1/2〆 ） 



第 15 章用线性映射逼近非线性映射 

15. 1 线性映射和矩阵 

现在来研究非线性映射 IT ，其中0是 r 的开子集， n 与 m 是正整数.为研究这样 
一般的映射，我们采用前面常用的 策略： 用形式简单得多的映射逼近这样的映射.这里，我们 
把线性映射看作是较简单的映射. 

本节我们考虑线性映射以及线性映射与矩阵之间的 对应. 特别地，建立线性映射 r : K n — IT 
的可逆性及与它相关联的 » xn 矩阵的可逆性之间的等价关系 .15. 2节将描述用线性映射通近 
非线性映射的方法.导数矩阵及微分是极重要的概念. 15.3 节将研究第4章为复合函数求导 
数所建立的链式法则的推广，建立一般的非线性映射的复合求导数公式. 

定义 映射 r：r 称 为线性 映射，如果对 IT 中的每一对点《及 v 以及每一对数 a 

与 芦， 

T(au + fiv ) = aT ( u ) +/3 r ( v ). (15. 1) 

例 15.1 对每个下标 i ( l 矣 i 矣 it )， 第 i 个分量射影函数 

p i : R " - ► R 

是线性映射.这可由加法及标童乘法的定义直接得到，因为对 R " 中每一对点与每一对 
数 a 及尽， 

Pi(au + fiv) = au, + 沒 1\ = atp; ( “ ） + 沒 />• (v). ■ 

命题 15. 2对 R " 中的点 a ， 定义映射 r : R " — R 如下： 

对 IT 中所有 jt ， r ( jc ) = ( a t x ). (15.2) 

那么映射 — r 是线性的.而且对每个线性映射 — r ，在 r " 中存在唯一的点使得 
r:ir — r 由公式 （15.2) 所定义. 

证明给定 1 T 中点《，如我们在前面所提到过的，内积具有 性质： 对 BT 中每一对点《及 V 
与每一对数 a 及/3， 

(a,an + /3v) = a ( a f u ) + 

这正是映射 r : R " — r 是线性映射的含义. 

现假设 r:ir — R 是任意的线性映射.对每个下标 i ( i 忘 ia )， 定义 = 然后定义 

it 中的点《为= ，…， 于是由 r : R " — r 的线性性，对 ir 中所有 X ， 

蠢 

T(x) = T ( 太】 e， + …+ x n e n ) 

= 气7(心 ）+ … + x n T ( e a ) 

=+ •” + x n a n 

= ‘ ■ 
注意，对下标 i ( l 矣第；个分量射影函数/ > i: r —1 K 由公式 （15.2) 所定义，其中 
是 IT 中第 i 个分量为1而其他分量为0的向量. 
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例 1 S .3 线性变换 r : R 3 — R 由指定三个数 a , C 和定义 

T{x y y,z) = o* + 6y + cz, (x ， y ， 2 ) g H 3 ■ 

完全确定. 

对线性映射 TMT — IT , 其中 m 是大于1的整数，命题 15.2 有一个自然的推广.为理解 
这个推广究竟是什么，对线性映射 — R ” 及下标 i (1 矣 hm )， 回想函数 

T\ = Pi 。 r ： R"->R 

称为映射 r : R " — R m 的第£个分量函教及对 R " 中所有的太， 

. T(x) = (r,(jr) ， … ， r w (x)). 

命题 15.4 映射 r：r — R " 是线性映射当且仅当它的分量凾数是线性映射. 

证明对 IT 中每一对点《及〃与每一对数 a 及/3,由 R " 中相等的定义， 

T{au + j3v) = aT{u) + ^T(v) 

当且仅当对每个下标1 

Pi{T{au + fiv )) = PiiaTiu) + ^T(v )). 

注意到分最射影函数是线性的，因此对每个下标 i ( 1 

P^aTiu) +i3T(v)) = a Pi (T(u)) +^(T(v)). 

于是等式 （15. 3) 成立当且仅当对每个下标 

T t (au +/3 v ) = otr .( tt ) + 卢 r ‘（ v ). 

(15. 3) 与 （15. 5) 的等价正是命题的证明所需要的结果， 

例 15.5 映射 r : R 2 — R 2 可以写成 

T(x f y) = {g(x f y),k(x t y)) , {x,y) e R 1 . 

其中 g ： R 2 — 1 R 及 /»: R 2 — R 是分量函数.命题 l 5 . 4 苗涵映射 r : R 2 — R 1 是线性的当且仅当函 
数客: R 1 — R 与 — R 是线性的.由命題 L 5.2 中所建立的线性函数的特性可得， r : R 2 — R 2 

是线性的当且仅当存在数 《， 6, cRd ， 使得 

* 

T(x,y) = (ax + by f cx + dy) , (x f y) a R 2 . ■ 

设 m 与 》 是正整数.回想所谓 m xii 矩阵是指由 m 行与 / i 列实数组成的矩形阵列，如果这 
样的 mxn 矩阵用 A 表示，可写成 

^ — [〜] ， 

其中对每一对下标及 只1 矣 j ’ 矣 a )， ％•表示在矩阵 A 的第 i 行与第 j ’ 列的数，称\为 
矩阵的第（/个元素，有时为方便起见，用表示. 

定义对 r / ixn 矩阵 A =[\]及 IT 中的点 X ,用符号 4 Jt 表示 IT 中这样 的点： 对于每个下 
标莓 m )， 该点第 i 个分董等于 A 的第 i 行与 JT 的内积，从而 

Ax ^ y 9 

其中对每个下标 i ( 1 ^ i ^ m ) 9 

» 

s S a ij x r 

矩阵与线性映射之间的基本对应由下面的 k 理所描述. 


<15,3) 

(15.4) 

(15.5) 
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定理15,6 对于 mx / i 矩阵定义映射 r : R "4 ir 如下： 

对 R" 中所有 Jr , T{x) = Ax. (15.6) 

那么映射 r:r 一 ► it 是线性 映射. 而且对每个线性映射 r : R " — ir ， 存在唯一的 mx n 矩阵 
>1 = [ ] ,使得 r : R " —► R " 由 （ 15. 6) 所定义.对每对下标 i ( 1莓 i 矣 m) 及只 1 ^/莓 n) ，矩阵4的 
第（/个元素由如下公式所 确定： 

a u = < r ( e y )， e ‘>. (15-7) 

证明由于映射是线性映射当且仅当它的分量函数是线性映射，为验证公式 （15. 6) 定义 
了一个线性映射，必须要证明对每个下标 £(1 霉 km ), 分量函数 p f » r;IT — R 是线性的.但正 

是根据 Ajc 的定义，对 IT 中所有的 x ， 

O f c T){x) = (A^x), 

其 中枣是 4的第 i 行，所以由命题 15.2 得，每个分量函数是线性的. 

现设 r : ir — IT 是任意的线性映射，则每个分童函数是线性的.于是根据命题15.2,对 
每个下标 i ( l 矣 i 忘 m ), 可在] HT 中选点 使得第 i 个分量函数定义如下： 

对 R " 中所有 Jt ， ( p ,«> D ( x ) = < A ,, jc ). (15.8) 

定义 4 是 mx / i 矩阵，其第 i 行为 A f ， 则 （15.8) 与 （15.6) 等价. 

注意，如果 A = [%], 则对每对下标； （1 莓 i 名 m ) 与 j ‘（ l 矣 j 乂 n ), A 的第个元索是第；行 
的第 _ /个分量，即\ = ~>.于是在 （15.8) 中置无=&，有 

o ,> = 。 r ) (~) = { T ( ej ) t e t ) . ■ 

定义对线性映射 r : ir -> ir ，满足 

T'(jc) = Ax t jc e R." 

的矩阵 A 称为与映射 r : R "4 ir 相伴的矩阵. 

例 is . 7 假设映射 r : R 2 — R 3 是线性映射且 

r ( i ,0) = (-4,1/2,1) 及 r (0, i ) = (0,6,10). 

由公式 （15. 7) 得，与此映射相伴的 3 x 2 矩阵是由 

-- 4 0 ■ 

4=1/26 
-1 10 - 

给出的矩阵 A ， 从而由公式 （15.6) 可知，对 R 2 中所有（*， y )， 

T(x,y) = ( - 4*,*/2 + + 10y). _ 

例 IS . 8定义映射 T : R 3 — R 2 如下： 

对 R 3 中所有 T ( x , y , z ) = (*， z ). 

这个映射是线性的且与它相伴的 2 x 3 矩阵 A 定义 如下： 

M 1 0 I . ■ 

lo 0 1 J 

例 IS * 9 对于数定义 2 x 2 矩阵 A 如下： 

^ _ r cos 设 - sin^i 
I six \0 cob 设』 
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设 r:f — R 2 是与矩阵 4 相伴的线性映射.这个线性映射把平面上的点绕原点逆向旋转0弧度 
(如图 15.1 所示）.这是因为如果平面 R 2 上的点 （*, y ) 写成极坐标 （ N ⑽ rsin 4，) ,运用正弦 
及余弦的加法性质经直接计算表明，它的象 Hi : K ) 是点 （ rco S M + (#>)， rsin (0 + ^)). 



例 15. 10在平面 R z 中，考虑直线 f = |(t y ) eR 2 丨 y = xK 对平面 W 中的点 U , y ), 定 
义 T (*， y ) 是直线€上离(*， y ) 最近的点，如图 15. 2所示.这就定义了映射 r : R 2 — R 2 , 它是线 

性映射.因为从内积的几何意义我们有下列 公式： 设 ( x „, y 0 ) =(1/^, 1/ V ?), 于是 （七， y D > 是 
在€上长度为1的点.由简单的三角法运用命題 1( X 3 论证可得，对 W 中所有 U , y )， 

T(x f y) = <(x ， y) t (x 0 ， y 0 )>(* 0 ， y 0 ) 

=+ X JL 
\ 2 2 ， 2 2 / 





对两个线性映射 r：r — R m 与 s:ir — it 以及两个数 a 与泠，定义映射 a r + ) ss : ir — it 
如下： 

对!^ 中所有 X ， (aT + pS ) ( x ) = aT ( jr ) + ^ S ( x ). 

这样的映射称为映射 r 和 s 的线性组合.立即可得线性映射的线性组合仍是线性映射. 
定义对两个 mx / i 矩阵>1与 B 及两个数 a 与/3，矩阵 aA +爲》是 m x ii 矩阵，它的第 J 
个元素 （aA 定义 如下： 
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( olA + /3 U ) v s a a i} + . 

矩阵的线性组合的这个定义是这样构造的；与两个线性映射 r 及 s 的线性组合相伴的矩阵 
是分别与 r 及 s 相伴的矩阵同样的线性组合.我们把这一点完整阐述为如下命題，其证明可由 
_射影函数的线性性质及公式 （15.8) 直接 推出. 

命题 15.11 假定线性映射 T ： R n — IT 与 m xn 矩阵 A 相伴，线性映射 S : R ft - ► IT 与 mx/i 
矩阵 / M 目伴 • 那么对任意一对数 a 与 J 8， 线性映射 ar + 网 : lT -> 『与 mxn 矩阵 aA + j 3 B 相伴 • 
某些线性映射可以复合，特别地，给定线性映射 r : R » — r ™ 及线性映射 — R 4 , 则复 
合映射 b r : E " — R 4 定义 如下： 对 IT 中所有的 x ， 

(Sc r ) u ) = S ( T ( JC )). 

不难验证复合映射仍然是线性映射. 

定义对正整教 n ， m 及 fc ， 设4 = [ ] 是 m x / x 矩阵 ， B = [ 6 V ] 是 fc x m 矩阵.那么积矩 

阵 A 4 定义为 Jkxri 矩阵，其第个元素 （ A 4) &定 义为： 

m 

( BA ). = b it a ^ . (15,9) 

公式 （15.9> 断定 JJA 的第个元素是 If 的第 i 行与 A 的第 / 列的内积.矩阵积是这样定义 
的： 与线性映射的复合映射相伴的矩阵乃是与构成复合的映射相伴的矩阵的乘积_我们把这一 
点完整阐述为如下命题，其证明仍是由射影的线性性质及公式 （15. 8) 推出 • 

命題 15.12 对自然數/»， m 及 A ， 假定线性映射 r : R "- vIT 与 mxn 矩阵 A 相伴，线性映 
射 S : R ra -^ R * 与 fcxm 矩阵5相伴 • 那么复合映射 S 。 r:IT — R * 与 A X /1 积矩阵&4相伴. 

推论 15.13 对自然教 n ， m ， k 反 e ， 设4是 mxii 矩阵， B 是 Axm 矩阵，<?是€父知矩 
阵，则 

C { BA ) = { CB ) A . (15. 10) 

证明设线性映射 r:]T — IT 与 mxn 矩阵 A 相伴，线性映射 — R 4 与 Axm 矩阵 B 
相伴，线性映射 MR 4 — V 与€ 矩阵 C 相伴.命题 15.12 蕴涵映射 S « r : R " — R 4 与矩阵 IM 
14001相伴，映射 1 。 （ s。Thir — Y 与矩阵 C ( 1M ) 相伴.类似地，映射 （ bS ) or : R " — V 与矩 
阵 （ CB ) A 相伴. 何对 R " 中 每个点 Jf ， 

((L 。 S) 。 T)(x) = L(S(T(x))) = (Lo (So T))(x) f 

这表明映射 （1^ S ) 。 r ： R "^ R f 与 L 。（ S 。 r ) : R " — R # 是相 等的. 于是它们的相伴矩阵是相 
等的，即公式 （15. 10>成立. ■ 

公式 （15. 10) 中所陈述的矩阵乘法的性质称为矩阵乘法的结合性质 （associative property). 
对两个矩阵 A 和 B， 积矩阵 BA 仅当 fl 中的列数等于 A 中的行数时才有定义.于是当 iU 有定 
义时未必有定义.此外，当时， A 4 与理所当然地定义为 nxn 矩阵 • 一般来 
说，不成立.在代数语言中，这意味着矩阵乘法不是可交换的. 

例 1 S . 14定义2 x 2矩阵>1与 U 如下： 

凫 = 1; D 及 ^ = [ 


那么 


0 1 
0 1 
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AB = f° M, m ba = f 2 3 1. _ 

LO 5』 12 3 J 

回想给定任意两个集合 A 与 B 及映射 F ： A -* B t 这个映射的象用 表示， 由5中所有 
这样的点&组成的子集 定义： 对于 B 中的点6,存在4中的点《，使得 6 = F ( a ). 此映射称为 
一对一 （one to one ) 的，如果对 F (/ l ) 中每一点在中恰有一个点 a ，使得 F ( a )=6. 此外， 

映射 — B 称为映上 （ onto ) 的，如果等于 R 最后，映射称为可逆的 
( invertible ), 如果它既是一对一的又是映上的.给定一个可逆映射 F :；4 — fl ,对 S 中每个点6， 

定义厂穴6)是>1中唯一使得汽《0 =&的点 a . 这就定义了映射,称为映射—丑 
的逆映射 （inverse mapping ). 

可逆线性映射 r : R " — R fl 有逆映射，并且也是线性映射.为验证这一点，必须要证明对 K " 

中每一对点“和 v 和每一对数 a 和芦， 

T' l {au + 衫 v) = aT ' x { u ) + fiT ~ l ( v ). 

根据逆映射的定义，上式意味着 

T(aT '(u) + jgr _, (v) ) = au + 存 v. 

然而，最后这个不等式可由映射 r ： r -. R " 的线性性质及逆映射的定义推出. 

在 R " 上的恒等映射 （ideraUy mapping , 用 / rf : R "- R " 表示）是把每一点映射到它自身的映 
射，即对 IT 中所有的点 JC , Id ( x )= x . 与恒等映射相伴的矩阵是对角线上为丨其余位置_ 
为0的矩阵，用/,表示，并称为单 位矩阵 （identity matrix ). 

正如映射有可逆性概念一样，矩阵也有可逆性概念. 

定义 fixn 矩阵4称为可逆的，如果存在可逆矩阵 B 具有性质 

AB = I 及 = / . 

羯 n 

只有一个矩阵具有上述性质（见习題11)，用表示，并称为矩阵 A 的逆矩阵 （inverse matrix ). 

在线性映射的可逆性和与它相伴的矩阵的可逆性之间有下列重要的等价性. 

定理 15.1 S 对于与； ixn 矩阵 i 4 相伴的线性映射 r : R "-> IT 来说，下面两个断言是等 价的： 

( i ) 映射 r:ir — r # 是可逆映射. 

( ii ) 矩阵 a 是可逆矩阵. 

证明首先，假定映射 r : R " — R " 是可逆映射，逆映射 7^ : R n 4 R " 也是线性映射.设逆 
映射 t :IT — R " 与 n x n 矩阵 U 相伴. 

恒等映射 W : R " — IT 与单位矩阵八相伴，而与两个映射的复合相伴的矩阵是与构成复合 
的映射相伴的矩阵的积.于是由 

r。r 1 = w : r "— it 及 r _ 。 r = w : r — cr ， 

可推得 

AB = /„ 及 BA = /„, 

所以矩阵 4 是可逆的，并且它的逆矩阵是 fl . 

为证明矩阵4的可逆性蕴涵映射 r : IT — R " 的可逆性，假定矩阵4是可逆的，定义 
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國 


S : R " — R a 是与矩阵 A 」 相伴的线性 映射. 而与复合映射 S 〃 r : R B — R » 相伴的矩阵是 = 
/„,这意味着对 IT 中所有的 I 

{S 。 T)(x) = I K x = jt. 

即对 IT 中所有的; r , 

5(T(x)) = jr. (15. II) 

类 似地， 由于因此对 JT 中所有的*， 

r(S(ar)) = x. (15. 12) 

恒等式 (15.11) 及（ 15.12) 蕴涵了映射 7 : 11-— 风 " 是可逆的（见习题 12) 及它的逆是 S:IT— R ' ■ 
虽然定理 15. 15断定了从 IT — R " 的线性映射的可逆性和它的相伴的 nxn 矩阵的可逆性之 
间等价，但是它没有给出如何确定这样的一个映射实际上是可逆的.对每个 nx / i 矩阵 A ， 定 
义有•个数 d e t 4, 称为4的行列式 （ d ele rmimim ). 行列式在代数、儿何及分析中起着重要作 
用.其性质之一是《 矩阵是可逆的当且仅当它的行列式是非 零数. 

对 nxn 矩阵 A 和 一 对下标土和人其中1矣及1句矣 n , <4的第 y 个子式 （ minor , 用 i 4 v 
表示）是用从矩阵 A 中去掉第 i 行及第/列所得到的 （ n -1) x ( n - l ) 矩阵. 

1 xl 矩阵的行列式躭是它单个元索的值.假定 fc 是正整数且对所有的 fcxfc 矩阵，行列式 
已定义，则若 A 是 （fc + l ) x(fc + l ) 矩阵， A 的行列式定义如下： 

i + 1 

detA = E (一 

；» 1 

由数学归纳法原理，对所有的方阵，行列式都已定义. 

例 15. 16对 2 x 2 矩阵4 = [ S .]， 4的行列式由下式 给出： 

det A = a n det A 11 - a l2 det A n 

= a ii a 22 〜 a i2 a 21' 

例 1S.17 对 3x3 矩阵 A = [%]， A 的行列式由下式 给出： 
det A = a n det A n - a u detA 12 + a n det A 13 


(15. 13) 


■ 


. detf ^ 





a 32 」 


^ ^ U [ ^ 22^33 这 2032 ] — - ^ 13^11 ] ^ a u \. a ^\ a ^2 ^ ^ 22^31 ] * H 

对于一般的 nxn 矩阵的行列式，这^里我们不作详细讨论 • 附录 B 中包括了关于 3 x 3 矩阵 
的行列式及 M 3 中两个向量的向童积与内积的讨论以及体积的计算 0 . 

定理 15. 18( 克莱姆法则 （ Cramer’s Rule 〉） nxn 矩阵 A 是可逆的当且仅当 detA #0. 此外， 
如果 detA 笋0，则存在下列的逆矩阵 公式： 

= 5^ (( - 1) Wd w ). 


© 线性代数初等部分可参见 David C. Lay 的 （ Lin«&r Algebra and Its Applications) ( Boston : Addifton Wealey , 2002) • 高级 
部分町参见 hhD.Ux 的 （Linear A 】 p ； bra>(New York: John Wiley, 19%). 特射地，定理 15. 18 的证明可从 Ux 的 
书中找到，而 3x3 的情况在附录 B 中有证明 . 
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例 15. 19 对 2 x 2 矩阵 A = 

U 21 


，克莱姆法则蕴涵了如果 

a 22< 


dct A — G11 O 22 ^12^21 ^ ^ ^ 

则矩阵 A 有由下式给出的逆矩阵 4 I : 


A ' 1 


1_ 
det A 


a 2 l 


在此情形下，直接的矩阵乘法将表明这一公式实际上定义了逆矩阵. ■ 

克莱姆法则连同映射的可逆性和它的相伴矩阵可逆性之间的等价性给出了下列的推论. 
推论 is .20 对于与 nxr » 矩阵 a 相伴的线性映射 r : ir — r 来说，下面的三个断言是等 价的: 


( i ) det A 7^0. 

( ii ) 矩阵 >1 是可逆矩阵 • 

( iii ) 映射 r：r — E " 是可逆玦射 ■ 

一 般的连续映射 — IT 可以是一对一的而无须是映上的，也可以是映上的而无须是一对 
一的.然而，线性映射 r : R " — R " 是一对一的当且仅当它是映上的，对 /I =3的证明可见附录 B . 
相间维数的欧儿里得空间之间线性映射的这一性质是证明下述定理 （ H ) 藴涵 （ i ) 所必须的. 

定理 15.21 对 nx / i 矩阵 A , 下列的两个断言是等 价的： 


( i ) 矩阵 A 是可逆的. 

( ii ) 存在正教 c , 使得对 R A 中所有点 

II Ah II > C II A II . 

证明首先假设矩阵 A 是61逆的.则对 R n 中每个点 A , 

h = A ^( Ah ), 14041 

于是根据广义的柯西_施瓦茨不等式， 

11*11 = M-'(AA) |[ < HA' 1 || [| Ah |[ . 

于是 （ ii ) 成立，其中 C = II . 

反之，假定 （ H ) 成立. 则对 IT 中的点 A ， 如果 AA 二0,则 A =0. 令 hlT — R 11 是与矩阵 A 相 
伴的线性 映射. 由于对 R " 中两点《和 V ， T ( u - v ) = r («) - r ( v ), 可见若 r («) = 

r ( v ), 则《 = 〃，即线性映射是一对一的.根据在定理前面的评述可知，线性映射 lr " — r - 
是可逆的.于是矩阵 a 也是可逆的. ■ 

对每个 nxri 矩阵>1，相应有另一个 n x / I 矩阵，称为转置矩阵 （transpose matrix ) ,其性质 

与 A 的性质密切相关，定义如下. 

定义对每个矩阵 A = [%]， 转置矩阵 A T 定义为如下的 / ixn 矩阵： 对下标；与>, 

其中1矣 i 矣 n 及1 ( j 矣 n ， 它的第 I ；/个元素等于 a yi * 

例 15.22 对 3 x 3 矩阵，转置矩阵的定义意味着 


^11 


1 

a il a 21 

^31 " 

«21 

a n a 23 

= 

a n a u 

^32 

-a 31 

a 32 a n m 


• a !3 a 23 

ci 33 」 
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对任意 rtx / i 矩阵 A ， detA = delA T . 在 n =2 及 n =3 情形下，可用直接的计算加以 证明. 
运用推论 15. 20及矩阵的行列式与它的转置矩阵的行列式相等可得下列重要的定理. 

定理 15.23 a xri 矩阵是可逆矩阵当且仅当它的转置矩阵是可逆矩阵. 


习题 


1. 下列映射 — R 2 中哪一个是线性映射？ 

F(x ， y) = ( - y ， 〆 ），（％， y) e R 、 
b* F(x f y) ^(x-y 2 1 2y) , (x, y) s R 2 - 
C, F(x, y) =17(:， y) , (jc ， y) e R 2 . 

2. 定义 

T(x,y) = (*+y ，： -y) ， “ ， y) e R 2 . 

•- 直接 证明： 映射 r : R 2 — r 2 是一对一的和映上的 _ 

[4051 b . 用推论 15.20 证明： 映射 — R 2 是一对一的和映上的_ 

3. 定义 

T(x f jr t z) = (x + z r 2x - 4y + 3:，y 十 6z) , (x f y,z) e R 3 . 

证明： 映射 T : R 3 是可逆的. 

4. 证明： 不存在具有如下特性的线性映射 r : R 2 — R 2 : 

r ( l ， l ) = (4,0)， r 卜2, -2) = (0，1). 

5. 求具有如下性质的线性变换 r : n ^ n 1 ： 

r(M,i) = (o,2,o) f r(i ， i，- l) = (i, 2 ,o), r(2,o,o) = (i ， i ， i). 

(提示：对 * = 1， 2, 3, 运用线性性质定出 r ( A ).) 

6_对平面 R : 中的点 （f , y ) ， 定义 r ( jc , y ) 是直线 t - { < jc , r ) e R 2 I : r = 2 x | 上离 （ jt , y ) 最近的点.证明：映 
射 r : R 2 — R 2 是线性映射，并求出与这个映射相伴的2 x 2 矩阵. 

7. 对 R 1 中的点 （h 7, 定义 r ( x , y , Z ) 是在平面 P = IU , y ， z ) e R 3 丨 x+r + z = 0}±^< x f r , 最近的 
点- 证明： 映射 r : V — V 是线性映射，并求出与这个映射相伴的3 > c 3 矩阵. 

&定义 2.求所有具有如下性质的 2 x 2 矩阵 H : 


9. 对于数定义 2 x 2 旋转矩阵 A , 如下: 



AB = BA . 


cos 0 - sin 0 
.sin 0 cosO 


* 


通过直接计算矩阵的乘积 证明： 对任意0与♦，有 

这样，两个旋转矩阵的乘积仍是旋转矩阵.运用命通 15. 12说明为什么这一乘积公式正是我们所期望的. 

10. 求与卜述映射相伴的 2 x 2 矩阵： 该映射把平面上的点绕着原点沿反时针方向旋转 90' 

11 . 设4是 nxn 矩阵，且假定5与 1 T 是两个有如下性质的 nxn 矩阵： 

AB 二 I n = B f A. 

通过如下验证证明 

B = = {B 9 A)B = = B f I n = B\ 

12. 假定映射 7 VT — IT 具有如下 性质： 存在另一个映射 SW — R ' 使得对 IT 中所有 jc , 

{ 406 ] T(S(x)) = S(T(x)) = x. 
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证明： r：R^R a 是可逆的且它的逆是映射 S:IT — R' 

13. 设4是 nx / i 矩阵， 证明： 对每一对下标 i ( l 名 i > 及几 kn )， 

{Ae i% € } ) = (f iT A T ^). 

运用这一公式及内积的线性性质 证明： 对 IT 中任意两点 b 及 

{Au,v) = <u ， i 4 T F>. 


15.2 导数矩阵和微分 


本节将考虑欧几里得空间之间的非线性映射以及用线性映射这些映射通近的方法.下面的 
定义给出我们将要考虑的映射的种类. 

定义设 O 是 R n 的开子集，并考虑用分量函数 F = …，所描述的映射 

( i ) 映射 IT 称为在 Ot 点 Jr 处有一阶偏导数，如果对每个下标分量函 
數 f \:0— R 在 Jt 处有一阶偏导数， 

( ii ) 映射 IT 称为有一阶偏导數，如果它在 O 中每一点有一阶偏导教. 
(出）映射10^!1"称为连续可微的，如果每个分量函數是连续可微的. 

例 15. 24定义映射 fiR 1 — R 3 如下： 

对 R 2 中所有的 （*， y ) ， F (*, y ) = (* 2 + e * r , ain (« y ) ,y + 1 ). 

那么 F : R 2 — R 3 是连续可微的，因为它的三个分量函数的每一个都是连续可微的. ■ 

命题 1 S .2 S 设0是 IT 的开子集，并假定玦射 IT 是连续可微的.则映射 R m 
是连续的. 


证明根据定义，映射 F : C 74 lT 的每一个分量函数是连续可微的 * 从定理 13.20 可得, 
每个分量函数是连续的.因此，由按分量连续定理（定理 11.9) 可推出，映射本身是 
连续的. ■ 

定义设 O 是 R rt 的开子集，并假定 IT 在 O 中点 X 处有一阶偏导教，则 IT 
在 jc 处的导数矩阵定义为 TOxn 矩阵它是这样的矩阵：对每个下标冬 m ), 它 
的第 i 行等于于是这个导數矩阵的第以个元素由如下公式 给出： 


( DF ( x ))^-^( x ). 

v dXj 

例 15.26 如果映射 F : R 2 — R 2 有一阶偏导数，其分量表 示为： 

F(x f y) = (u(x f y) ,v(x,y) ) , (x f y) g R 1 . 
那么在点 （％, y 。） 处的导数矩阵是 




du/dx(x 0 ,y^) du/dy(x 0 ,y 0 )^ 
dv/dx(x 0$ y tl ) dv/dy(x 0 ， y 0 ). 


例 1 S .27 假定函数 /: R 2 — R 有一阶偏导数，则在 R 2 中点（％， y 。） 处，导数矩阵是 

V/(^ 0 »ro) - [Sf/dx(x 0 ,y Q ) ,d//ay(^ 0 ,y 0 ) ] t 
它是对应于梯度向量的1 x 2 矩阵. 

例 15.28 假定映射 F:R — R 3 有一阶偏导数，其分量表示为 




F (0 = ( x ( t )， y ( f ) ， 之 ⑴）， t e R ， 
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则在 R 中点处，导数矩阵是如下给出的3 xl 矩阵： 

• DF ( t 0 ) = ，⑹. _ 


定理 15.29( —般映射的中值定理）设0是 R " 的开子集，并假定映射 1 T 是连续可 
微的.假设点 * 与点 x + A 在 O 中且连接这两点的段也位于 O 中，則在开区间 （0, 1) 中存在数 
0、，&1，…，0„， 使得对矣 to ， 

F ^ x + h ) - F ,( x ) = 〈▽ F i (x + $*),*>， 05. 14) 

即 

F{x + h ) - F ( x ) = Ah , (15. 15) 

这里 4 是 mxn 矩阵，它的第 i 行是▽尸 i(Jr + 見 A ). 

证明只要把实值函数的中值定理用到每个连续可微的分童函数上便可得到公式 （15. 14)， 
而公式 （15. 15) 只是以矩阵符号改写公式 （15. 14). ■ 

自然要问的一个问题是在 （15.14) 中能不能选择所有的&是相 等的. 在这样的情况下， 
(15. 15) 将变为 


F(x + fc ) - F { x ) = DF(x + eh ) h t (15.16) 

这是实值函数中值定理从符号到符号的推广.然而，公式 （15. HS ) 并不成立.一般地，在区间 
(0, 1) 中不存在一个数&使得 （15.16) 成立，下面的例子表明会出现怎样的情况 • 

例 15.30 定义映射 F : R 2 — R 2 如下： 

F(x t y) = (*'〆 ）， （ * ， y) e R' 

对 （*, y) e R 2 , 置少 (*， y )=* 2 及今 ( X , y) =/. 取点 x 是原点 （0，0), 是点 （1, 1>. 上述 
中值定理的推广蕴涵了在区间 （0, 1) 中存在数&及使得 

少 （1,1) ~^(0,0) = { v ^{ e xt e y ) A \ A )), 

伞 （1,1) -<#>(0,0) =〈▽办（0 2 ,仏），（1,1)〉. （15.17) 

但▽少 （*, y) = (2x, 0) 及▽中（*， y )=(0， 3y 2 ) , (x f y) gR 2 , 于是代入 （15. 17) 可知， 

1 = 2$ t 及 1 = 3^, 


即沒，=1/2, d 2 =/ l 73, 因此肯定找 不到仏 = d 2 使 （15. 16) 式成立 _ , _ 

回想对标量值函数的一阶逼近定理，它断言如果 O 是 IT 的开子集，函数 R 是连续可 
微的，则在 O 中每一点、 x 处， 

lim /( y + *) - [/(巧 +〈▽,(:),办〉] = 0. (15. 18) 

“• II * II 

下面的定理给出这个结果到一般映射的推广. 

定理 15.31( 对于映射的一阶逼近定理）设0是 IT 的包含点 JC 的开子集，且假定映射 
F ：0^ E " 是连续可微的，則 

lim || F(x + A ) - [ F ( x )^ PF ( x ) fc ] || 


= 0. 


(15. 19) 



用钱性映射递近非残姓缺射 


289 


证明 由于 O 是开集，可选取正数 r ， 使得开球 S ,( x ) 包含在 O 中.对 R n 中满足 
II A II < r 的点 A ， 定义 

R ( h ) = F(x + k ) - [ F ( x ) + DF ( x ) h ]. 

必须证明 


lim 


\\ R ( h ) 

II A II 


0, 


(15,20) 


，和 《 = (&,•“， O , 则显然，对每个下 


但如果把映射 F 和及分别表示为 F = ( F ly 
标 i ( 1 忘 to 〉 ， 

R^h) = F.ix+h) - [FM + (VF^x),*)], || A || 

由于函数 F ： Q ^ R " 是连续可微的，对实值函数的一阶逼近定理 蕴涵了 


由于对0 < |[ h || < r ， 


\\ R ( h ) |1 


t R t ( h ) 

1™ u = 0. 

卜 • U A II 

- ^( A )- 2 ' 1/2 


(S 


，因此可推得 （15. 20) 成立. 


II A II \ ^ I || A || 

对函数 /:/- R , 其中 / 为开区间，在 / 中点 * 处，如果存在数 a , 使得 

\ im A x + 厶） 一 [f(x) + ah] 


■ 


h 


0, 


如果且 x + A 在/中，则由于 

fix + fc) * [f{x) + aA ] f(x +h) -f(x) 

h = h — a ， 

因 此可得 /:/ — R 在* 处是可微的且尸 （*) = a , 这一性质推广到映射有如下 定理. 

定理15_32设 o 是 r * 的包含点 x 的开子集并考虑映射,假定 a 是具有如下性 
质的 m X n 矩阵： 


410 


Um II + h ) - [ F ( x ) ^ Ah ] || = 0 
“0 II h II " 

则映射 R " 在点 jt 处有 一阶褊导數且 

A = DF ( x ). 

证明将映射 R " 用分量函数表示为 f 心 ，…，且置 

每对下标 i ( 1矣 i •名及 /( 1 ^ /矣 n ) , 

dF . 


(15-21) 


( A ),. 必须证明对 


dx 


L (X) 


对每个下标 i ( l 矣 krn )， 定义 A , 是矩阵 A 的第 i 行. 

由于 O 是开集，可取正数 r ， 使得对 x 的开球氏 （ x ) 包含在 O 中. 注意，如果1在£在 m 且 
II a || <「，则 

F t ( x + h ) - [^( x ) + < A ‘， A >] = Pi ( F(x + k ) - [ F ( x ) + Ah ]), 

所以 

\ F.ix + A ) - [ F ,( x ) + ( A if h )}\^ \\ F(x + A ) - [ F ( x ) ^ Ah ] || . 



由 （15.21) 可得 


n ， “) - 匕 (广 〈 A .’*〉 ] 

II * II 


特別地，对下标 y(l 句矣 nh 


cu .%)- [尸‘（：> + <«] 八 

lim _ ~ ^ 7 . = U. 

，一 0 It II 


(15.22) 


然而， II II 


I ，所以 （15.22) 等价于 

lim + te i ) _ F ‘( 

c 一 0 t 


〈 A ‘ ， y 〉 


于是证明了 IT 在 Jr 处有一阶偏导数，且对于 1 矣 i 矣 m， \^ j ^ n y 

SF i 

a # = ( A i 9 e } ) - -™( x )- ■ 

OXj 

上述定理蕴涵了对于连续可微的映射，导数矩阵是仅有的具有一阶通近性质 （15.19) 的矩阵. 
鉴于在 15.1 节所描述的 m XII矩阵和 ir-^r 的线性映射之间的对应，引进下列导数矩阵 
的对应是有益的. 

定义设 O 是 1 T 的包含点 JT 的开子集，并假定映射 F : c ?— IT 在点 x 处有一阶偏导數，则 
线性映射 

dF ( x ): ir-^ir 

定义为对 IT 中所有 k t 

dF ( x )( h ) = DF ( x ) h . 

它称为映射 F : C ?—► R _ 在点 x 处的微分 （ differential ) • 

当线性映射是非线性映射在一点的微分的情形下，我们把推论 15.20 的内容描述为下面的定理. 
定理1义33设 O 是 R B 的包含点 x 的开子集，并假定映射在 x 处有一阶偏导數. 
则下列三个断言是等 价的： 

( i ) det DF ( x )^0. 

( ii ) 导数矩阵 DF ( jr ) 是可逆的 xn 姐阵 * 

( iii > 微分 dF ( x)：r — R ft 是可逆的线性映射， 

一阶逼近定理是对 

F(x + *) * F ( x ) + dF ( x )( k ) 

这种表达形式在 A 充分接近0时的精确论断. 

下面两章将推述连续可微映射从在一点处它的微分那里继承下来的性质. 

习题 


1. 定义 

F(x t y) = (e^ + 2x,y 2 + sin( % - r) ) , (« ， y) e R 、 

求映射 / MR 1 — f 在点 （0, 0) 及 （ ir , 0) 处的导数矩阵， 

2. 定义 


F{x f y t z) = {xyz.x 1 + yz，l + 3*) , (x,y f z) e E 3 * 
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求映射在点 （ 1, 2, 3), (0, 〗， 0) 及 （ -1, 4, 0 〉处的导数矩阵 • 

3. 假定映射 —ir 是连续可微的，且在 r 中的每个点 jt 处导数矩阵 ofu) 的所有元素等于 0, 证 明：映 
射 —IT 是常项，即在 R_ 中存在某个点 e, 使得对 IT 中每个 

F { x ) = t . 

4. 假定 A 是 mx/i 矩阵 . 定义映射 F:IT — IT 如下： 

对 R* 中每个 X ， F{x) = Ax. 

证明：对 IT 中所有 r, DF(x) =A, 

5. 假定映射 /MT —IT 是连续可微的，且存在一个固定的矩阵 A ， 使得对 R_ 中每个 t 

DF(x) = A. 

证明： 在 R" 中存在某个 c, 使得对 IT 中每个 jr ， 

F(x) = Ax + c, 

对于 n = m = l 的情形重述这一结果 . 

6. 定义映射 F : R 2 ^R 2 如下： 

Fix^y) - {% 1 -y z ， 2x7) ， （： , y) e R 2 , 
a ， 在 R 2 中求点 （&, 要求在该点处导数矩阵 0 尸 (\ ， y 。） 是可逆的 * 
b- 在 R 2 中求点 U 。， y 0 ) f 要求在该点处微分 (^(% ，： ^) : 1^—11 2 是可逆的线性映射 . 

7. 对一阶逼近定理给出 • 个 建立在中值定理基础上的证明 . 

8 - 假定映射 — IT 是连续可微的，还假定 F(0) =0 且导数矩阵 DF(0) 有如下 特性： 存在某个正数 c ， 使得 

对只 " 中所有為， 11 DF(0)hjl > o || ft || . 

证明： 存在某个正数 r ， 使得若 || A || 矣 r ， 则 

1|F(A) || 赛 c/2 || A ||. 

9 - 假定连续可微映射 F ： R a ^R l 用分霣函败表示为 

F(x t y) - ( 碘 ( 龙 , y) ，〆*，，>) , U，y) e R 2 - 

定义函数 —R 如下： 

g(^>y) = +[ + ( 穸 U,y” 2 ] ， (x,y) e R J . 


I 证明: 


D e(^o^ro) = ， y 。） ] t f( z 。， y 0 )， 

b, 用 （a)ffi 明： 如果（心，： r 。） 是函数 — R 的最小值点且 DFU 。， 是可逆的，则 

F (%， y 0 ) =队 


15.3 链式法则 


由一元实值函数的链式法则可得，如果 O 和 W 是实数开集，且函数 /:0— R 及 AW — R 是连 
续可微的，满足 /( O ) 包含在 W 中，则复合函数 

g ° /： O —*^ R 

也是连续可微的，并且对 O 中每个点 

(客。 / KU ) = (15.23) 

链式法则可在一般的连续可微映射的复合中延续下来，其中用导数矩阵取代导数，用矩阵 
乘法取代标量乘法.一般的链式法则可从带有实值函数映射的复合得到. 

为清晰地陈述链式法则，使用下面的 符号： 对 IT 的开子集 W 及具有一阶偏导数的函数 
发: W—H ,在 W 中每个点处，对每个下标 i ( 1矣 I •矣 m ) ,定义 
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D , g ( p ) = lim 
(-•0 


g(p + te,) - g(p) 

t 


这个符号有如下的 优点： 关于第 i 个分量的偏导数用这样的记号表示，该记号不依赖于定义域 
中的点使用过的符号.而且，对 w 中每个点尸， 

Vg{p) = (D { g(p) r-,D m g(p)). 

定理 15 . 34 ( 链式 法则〉 设 0 是 R n 的开子集，并假定映射 K m 是连续可微的，还假 
定 W 是 R ” 的开子集且函教 pW — R 是连续可微的，最后，假定 F ( O ) 包含在 W 中，则复合函数 
g 。 R 也是连续可微的.而且，对 O 中每个点 X 及每个下标； （ 1 爸 i 名 fl ) ， 

»/ 0 (幻= X ^ g ( F ( x )) ^( x) t ( 15 . 24 ) 

即 

▽ (g«f)(jr) = S7 e (F(x))DF(x). {15. 25) 

证明设 x 是 0 中的点.由于 O 是开集，可选取正数 r , 使得开球 ^( x 〉 包含在 O 中.此外， 
因为映射 FA—ir 是连续的且 W 是 R ” 的开子集，所以也可以假设如果 || fc || <r, 则连接点 
F ( x ) 与 F ( jc + A ) 的段位于 W 中，对 FT 中每个满足 || A |j < r ^ k , 定义 
|4l4l R{h) = F(x + fc) - F(x) - DF(x)h. 

根据对于映射的一阶逼近定理 

*-*• II * II 

且由及 （ A ) 的定义知，如果 || A || <1■，则 

F{x + h ) - F ( x ) = DF ( x)h + R ( h ), 

对 R " 中每个使得 |j A|| <「的~，可在连接点 F ( jt ) 与 F(x+A) 的段上把中值定理用于函数 
,便可在这个段上选取一点，标记为 v ( A ), 在该点处有 

g ( F(x + A) ) - g ( F ( x )) - (' Vgiv ( h ) ) , F(x + h ) ~ F(x) >. 

以 05.27) 代入，便给出 

(g 。 F)(x + A) - ( g 。 F)(x) = ( Vg ( v ( h )) t DF ( x ) h ) + ( Vg ( v ( h )) Mh ))^ (15.28) 

注意， F ：0^ R " 的连续性 蕴涵了 

limv (/ i ) = F ( x ). ( 15 . 29 ) 

6 

下面将验证 （15.24). 固定下标 i ( l 矣 i 姿; i ), 对满足 0 <IH < r 的数 t , 如果定义 
则从 （15. 28) 可得 


(15.26) 

(15.27) 


(g^> F)(* + - (g 。 F)(x) 


<V^(v(t^)) f DF(x)€ ( ) + Vg(v(w ; )> , 


RUe ,) 


从这一不等式，通过使用 （15, 26) 及（15_29)，可得 

d 


dx 


( 尽。 F)(x) = (Vg(F(x)).DF(x)e i ). 


(15.30) 


但是 
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DF(x)e i 


( 


f ⑷， …， f ⑷ 

dx i dx i 


所以标量等式 （15.30) 恰为 （15.24), 特别地，这表明函数 g。F:0—R 有一阶偏导数，并且, 
因为公式 （15. 24) 的右端关于 jf 连续，所以$。尸：0— R 是连续可微的.为结束证明，只要注意 


(15. 25) 是 （15* 24) 用矩阵符号的改写就可以了. 


下面将洋细讨论链式法则最通常出现的某些形式. 

例 15.35 假定 函数心 R 1 — R 与是连续可微的，还假定0是平面 R 2 的开子集并 
且函数 /:0—R 是连续可微的，最后，假定对 R 2 中所有（*， y〉，U(*，y), <p(x t y)) 在 O 
中，•则 

j ~ x UWx ， y ) Mx ， m ) 


及 


0 7 f(^(x t y) ,<p(x,y) ) 亨 (x ， jr) 

ox 


多 (/( 必 ， 史 (无， y))) f < p ( x , y )) 手 ( x ， y ) 


D lf iH X , y ) M ^ r )) d f y ^ 


■ 


例 IS .36 设函数 g:R 3 — R 是连续可微的，定义函 数少： R—R 为屮 （ x ) ^ g {%\ 2 x , 

)， xeR , 则对 R 中每个怎， 


^ f {x) = D [g (x\2x f l -x)(2x) ^D 2 g(x\2x f l -x)(2) + D,g(x\2x f \ -幻 （-1). ■ 

例 15.37 假定函数 u:R 2 —R，v:R 2 —R 及 w:R 2 —R 是连续可微的，且函数 aR 5 —K 也 
是连续可微的.则对平面甿中的每个点 （I y >. 


y x ( g ( u ( Xt y ) M Xt y ) M ^ y ))) 




D t g ( u ( x 9 y ) 9 v ( x , y ) 9 w ( x , y )) --( x t y ) 

QX 


+ D 2 g ( u ( x f y ) M ^. y ) ，w(x，y)) — { x , y ) 


+ D ^ g { u { x % y ) ，心, y) t w ( x $ y ) ) ■ 

dx 

关于符号的注记在包含偏导数计算的书中，读者会发现一大类符号.例如，例】 5.35 中 
的第二个导数公式通常简记为 


dy d 中 dy d<p dy 

类似地，例 15.37 中的导数公式常常简记为 


(15.31) 


d £ _ dg du ^ Bg dv { dg dw 
dx du dx dv dx dw dx 


(15.32) 


我们要注解的另一个简洁而实用的符号表示法的常见例子是，如果函数 /:R 2 — R 是连续可微的 
且函数 g:R 2 —R 定义 如下： 

g ( r 9 $) = f ( rcos 8 9 rsln $) , ( r f 0) € R 2 . 
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则根据链式法则，对 R 2 中每个点 （ r ， 0)， 


赵 （ r ， 0) = D l f ( rcosO t rsmd ) cos 6 + rcosd , rsin6>) sinft 

dr 

上面的公式常简记为 

警 = 手 cose + (15. 33) 

为了要理解它与前面的表达具有相同的含义，必须对此公式详细地加以解释. 

简写的公式（如 （15. 31)、 （15.32) 及 （15. 33)) 在压缩很长的等式及缩短各种计算时是非常 
有用的.但这样的公式不严谨，因为它没有指出在哪里求导数的值，且关于变量是什么有些含 
糊不清.在使用这些公式时必须格外小心. 

当我们分析两个或三个变量的函数，特别是在计算高阶导数时， 

用表示 D lg ( p ), 用穿 P ) 表示 D lg ( p ) 及用箸 ( p ) 表示 D , g ( p ) 

在记法上是实用的，即使*， y 及 z 没有明确地引进为分量变量。在下面的例子中我们将使用 
这一符号约定. 

例 15.38 函数 — R 称为调和的，如果它有连续的二阶偏导数且对 R 1 中所有的 U , y ), 
满足恒等式 

+ 7r(^»r) =0. 
dx by 

假定函数 ii : R 2 - R 是调和的，对 R 2 中所有的 （*, y ), 定义 

v ( x , y ) = u ( x 2 - y 1 t 2 xy ). 

则函数 v : R 2 — R 也是调和的.为验证这一点，必须证明对 R 2 中所有的 （ x , >0， 

然而，对 R 2 中的（*， y ). 


dv r 、 du , 

= 石( 


所以 


y \2 X y)2 x ,fU- r \2 xy )2y, 


=^- y (^ 2 - y \2 xy )4 x 2 + ^( x 2 - y 2 $ 2 xy )2 
dx dx ax 

+ - y 1 % 2 xy)%xy + - y 2 f 2 xy )4 y 

dxdy dy 


对 a \/ dy 2 ( x ， y ) 进行类似的计算，由于对 W 中所有（外 y ), 


a 


- y \2 xy ) 


d 


dx - … ey z 

留作练习题 4 的计算表明对 R 1 中的 U ， y )， 


y \2 xy ) = 0, 


7r(*»r) + = 0* 

dx dy 

刚刚证明的特殊情形下的链式法则可以给出对一般情形下的链式法则的 证明. 
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定理 15.39( 对一般映射的链式法则）设 O 是 IT 的开 子集， 并假定映射 F ： Q ^ R m 是连续 
可 微的，还假定 W 是 R " 的开子集且映射 G : w — R 1 是 连续可 微的，最后， 假定 F ( o ) 包含在 U 
中.则复合映射 G 。 R 4 (如图15,3所示）也是连续可微的.而且，对 o 中每一点 X ， 

D(GoF)U) = DG{F(x)) *DF(x). ( 15 . 34 ) 



D(G. F){x) = DG(F{x)) ^ DF(x) 
15-3 映射 F 与映射 G 的复合 


证明把映射 G 用分量函数 G = ( G I ，…， C 4 ) 表示 • 注意，复合映射用分量 
函数 = ((?■«> F ， C z 。 ^，…， G *。 表示.对于下标 分童函数 

连续可撤的，所以从定理 15. 34可得，对0中所有点 x , 

▽ = VG j (F(x))DF(x). 

这个公式表明对于】公式 （15.34) 中每个矩阵的第 y 行相等，从而矩阵公式 （15.34) 成 
立.于是复合函数 G 。 在每一点有一阶偏导数，且从 （15. 34) 右端元素的连续性可以 
推出复合映射是连续可微的. ■ 


习题 


1. 假定函数… R 2 — R 是连续吋嫌的 ■ 定义函数 pR 2 — R 如下： 

g (:，0 = f (J ， f) e R 2 _ 

求印/相（5， 龙） 及扭/扣 （ s , 0- 

2. 假定函数 A : V — R 是连续可 微的. 定义函数 17 : R 3 — R 如下： 

tj ( u ， u ， ii /) = (3 u ^ 2 v ) h ( u 2 t v 2 f uvw ) 9 ( u t v 9 w ) e R 3 . 
求 v ， w ) f D 2 tj ( u ， v ， w ) 及 li ，«;)• 

3 •假定函数 g : R — R 及 A : R — R 有连续的二阶偏导数 • 定义函数 n : R 2 — R 如下: 

= g(s - t ) + /|( J + i > ， ( s 9 t ) g R 2 . 

证明： 对 R 2 中所有的 （ s , f )， t ) -^( Jt 0 =0. 

dt ds 

4. 为验证函数 v : R 2 — R 是调和的，将例 15.38 中需要的计算继续下去. 
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5 . 设 O 是平面 R 2 的开子集，并设 映射厂 O—R 2 表示为 Fb ， y) =(u(^ y), v(x, y)) ， U ， y) e C ?. 映射 

F t O-* R 1 称为柯西一黎更块射 （ Cauchy-Riemann mapping) , 如果孕数 u: 0 — 及 O—R 有连续的二阶偏导 
数且对 o 中所有的 u, r ), ' 

•^(*， y ) - 及 ^( x , y ) = - 

dx dy Hy dx 

证明： 如果函数 wR 2 — R 是调和的且映射 F :0— R 2 是柯西-黎曼映射，则函数 p F : C ?— R 也是调和的， 

6. 假定函败 — R 是调和的，用习埋5证明下列每一个函数也是澜 和的； 
a . hR 1 — R 定义为 iKx ， y ) = w ( e x cosy , e M ^ iuy ) 9 ( x 9 y ) e R ' 

b - t /： R 2 — R 定义为 y ) = w ( x 2 , 2 xy ) , ( x f y ) e R ' 

c . V ：0-^ E 定义为 Ml y ) = w ( x /( x 2 + y 2 )* - 〆 （？+/)), U , y ) e O f 其中 O = f ( x ， y ) e R : I x 2 *f 
/ > 01 . 

7. 假设函数 u : R 2 — R 是调和的 * 设《，6, c 及 rf 是实数，满足 

a ^ b 2 = 1 , c 2 + d 2 = 1 及 ac + 6 d = 0, 

定义函数 hR 2 — R 如下： 

v ( x f y ) = u(ax ^ by,cx + dy ) , ( x f y ) eR ' 

证明：函数 V : R 2 — R 也是调和的. 

8. 假定函败 — R 和 g : R — R 有连续的二阶偏导数，还偎定存在数 A ， 使得对 R 中所有的 X ， 

广 U ) = 及 g H ( x ) = Ag ( x ). 

定义函败 u ; R 2 — R 如下： 

u { x , y ) - f ( x ) g ( y ) , ( x , y ) e R 2 . 

证明：对 HI 1 中每个 <*， y ), ^ 7 <*, y ) y ) =0. 

9. 设 C = IU , y , r ) e R 3 I ^+/+ z 2 >0[, 且定义函数 “： O—R 如下： 

々) = W* 一 

证明：对 O 中每个 （ X , y , ， 

g(* ， y，:) 山 *) +^(* ， y，:）= 0. 

10. 假定函数 /:R 2 — R # g：R 2 — R 及 A:R 2 — R 是连续可微的，用这些函数的偏导数表示下面两个极限 
a Hm /(g(l +1 2)， Ml + G 2)) -f(g(U 2) 9 h(l, 2)) 

t-^o t " 

b liiu / U ( l ， 2) h ( l t 2)) -/ U ( l ，2)， h ( l , 2)) 

i -^0 I 

11. 假设函数 f — R 是连续可微的.对『中点 j : 与 p ， 方向导数定理 断言： 如果少 （0 = g ( x ^ tp ) 9 , 

脚对 R 中每个 I 

= < Vg(jr + tp ) ， p >. 

证明：这是链式法则的一种特殊情况. 



第 16 章象和 逆象： 反函数定理 


16.1 一元函数与平面上的映射 

假设 O 是欧儿里得空间 R - 的开子集及非线性映射 R " 是连续可微的，在 O 中点 *. 

处，假设导数 

dF ( x .)： R n - vR - 是一对一的且映上的， 

这等价于假设这个导数矩阵的行列式不为零，即 

det[^^(ac* ) ] ^ 0- 

于是推知这个非线性映射继承了在点*.附近“局部可逆性”，准确地说，存在 R " 的一个含有点 
^的开子集及矿的一个含有象 FU .) 的开子集 V ,使得 

F , V-^V 是一对一的且映上的 

及它的逆 U 也是连续可微的.这就是反函数定理.这个定理的证明需要一些具有独立 
价值的一些新概念.本章将描述这些概念、证明这个定理及给出这个定理的一些例子. 

本节将证明一元函数的反函数定理，并对平面的映射叙述这个定理，此外，还将给出几个例 
子. 16. 2节将介绍非线性映射的稳定性概念.一个线性映射 r : R " — R " 是稳定的，当且仅当它是 
可逆的.在包含点的开集内的稳定性是连续可微的非线性映射从它的微分 dF (*)； R"-.r 
的可逆性继承的重要的解析性质. 16. 3 将首先介绍极小化原理以证明连续可微的稳定映射把_ 
开集映成开集.然后叙述、证明及讨论一般反函数定理， 

出于提出本章主题的考虑，我们先从证明一个实变量的实值函数的如下定理开始. 

定理 16.1 令 O 是 R 中一个开子集且假设函數是连续可微的. 令* 。是 O 中一点且 
有 


尸(* 0 >_0. (16.1) 

那么存在一包 含点％ 的开区间/及一包含象/(々）的开区间人使得函數 

hi — } 是一对一的且映上的. (16.2) 

此外，反函数 Z 1 :/—/ 也是连续可微的，且对《/中点 y , 如果对/中点*有/(幻，则 

( r ， ny ) = 7^ y . (16.3) 

一 元函数的反函数如图 16. 1所示. 

证明假设尸(*。）>0.因为％是 O 的内点，且尸 : (9— R 是连续的，所以可以选取一个正数 
r , 使得闭区间[% - r ， *。+4包含在0内，且对区间[*。-「，中所有点有尸（*)>0.中值 
定理蕴涵函数/: R 是严格递增的 • 特别地，/: [ x 0 - r , 知 + r ]— R 是一对一的, 

此外，由介值定理知，如果 y 严格位于与 / U D + r ) 之间，则在开区间（: t 。-!*, x 0 + r ) 有点 
x t 使得 yu ) = y . 
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y 



[422] 定义 /= U - r ，％+ r ) 及 / = yU Q + r >), 则 /:/— J 是一对一的且映上的.反 

函数的可微性及公式 （16. 3) 在定理 4. 11中已证明了. ■ 

本章的目的在于描述一连串同把定理 16. 1扩充到映射 R " 上有关的概念，这里 O 是 
欧几里得空间 IT 中的开子集.在我们描述到平面映射的扩充之前，首先介绍点的邻域这一概 
念，它推广了点的开球的概念. 

定义欧几里得空间 IT 的开子集，当它含有点 x 时，称为点 JT 的邻域 （ neighborhood ). 

对平面 R 2 的开子集到 R 2 的映射，我们有如下定理. 

定理 16.2( 平面上的反函数定理）设 O 是平面 R 2 的一个开子集，并假设 R 2 是连续 
可微的 • 令（％, : r 。） 是 O 中一点且导數鉅阵 

OF ( x 09 y 0 ) 是可逆的， (16.4) 

则存在点 U 。， y D ) 的一个邻城及象 f (*。， y 。） 的一个邻域 V ，使得 

FiU — V 是一对一的且玦上的_ (16.5) 

而且逆映射 " 也是连续可微的，及对 K 中的点 U , I ；),如果 （ x , y ) 是 U 中的点且 
F ( x , y ) =( u f v ) t 則逆映射在点 （《*， f ；) 的导数矩阵由下式 给出： 

DF ~ l ( a t v ) =： [ DF ( x t y )]-\ (16.6) 

平面间的映射及其逆映射如图 16. 2 所示 • 



R- I R- 


图 16.2 平面中的映射及其逆映射 
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注意，在定理 16. 1的证明中，我们用了介值定理，这一结果不容易推广到其象位于平面 
W 中的那些映射平面上的反函数定理的证明是很困难的.在随后的两节中，我们将讨论某些_ 
概念，它们有独立的意义，并将在 16.3 节中用于证明一般反函数定理，这是包含定理 16.2 作 
为特例的一个结果.我们在本节余下部分讨论平面内的反函数定理. 

如同在15.丨节中讨论过的，一个 nxn 矩阵是可逆的，当且仅当它的行列式是非零的.当 
这个矩阵可逆时，可由克莱姆法则求得逆矩阵.对 2 x 2 矩阵，通过验证可知，克莱姆法则是 
显然的，事实上，对 2 x 2 矩阵 




t 


如果 

deX A = a ,, a 2? - a l 2 a 21 ^0, 

则通过直接求矩阵乘积便可证实下述求矩阵 A 的逆矩阵的公式是正 确的: 


A 


det 




1. 


特别地，在平面反函数定理陈述中，对映射 hO — R 2 的假定（16.4>成立当且仅当 

det DF ( x 0 f y ^) ¥- 0, 

如果映射 F ：0- R 2 用分量函数表示为 

F ( x f y ) =(少（：， y ) ，杏 （ U )) ， U ， y ) e <9， 

则 


DF ( x , y ) 




尝(:， y ) 








所以假定 （16. 4) 等价于假定 

盖 (* 0 ， y 。) 尝 ( m ) -尝 ( x 0 ， y 0 ) 货 ( x 0 ， y 0 ) 一 0. (16.7) 

上面对2 x 2 矩阵的逆的公式使我们可以用公式 （16. 6) 计算逆映射 F ' l ： V ^ U 的分量函数 
的偏导数.事实上，/可用分量函数表示为 

F ~ l ( u f v ) = ( g ( u $ v ) $ h ( u f v )) t ( u f v ) e V f 

所以 


\ m \ 


DF ^{ u , v ) 


v ) v ) 

du dv 

dh 〆 、 dh 〆 v 

— v ) — v ) 
du dv 


对 V 中的点 （ u , V ), 设 U , y ) 是 U 中的点，满足 

« = H x ， y、， v = 办 （ x ， y) 

为了记号上的方便 e ，令 


G 我们在这里使用字母 /* 因为在一点上的导数矩阵的行列式有时称为積砰比行列式 （Jacobian deteiminam ). 导数矩 
阵通常称为椎可比矩陣 （ Jacobim matrix ). 
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J( X ,y)^detDF( Xf y) = f y {x,y) |f(,, r ). 

可是利用上述 2 x 2 矩阵求逆公式可推出，公式 （16.6) 等价于 


du 

1 

贫 h ， y ) •， 

dy 


dv 

i 

•》 U ， y ); 


dh ,. 

du 

l 

• ~(*» y ); 

dx 

一取 y ) 


(16,8) 


dh r 、 1 、 

…） = 7 o ^ r ^ ( * >r) - 

例 16.3 对 R 2 中的点（*， y ) 定义 # 

F ( x t y ) = ( e*' r + x 2 y + x(y - 1 ) 4 1 1 + x 1 + x 4 + ( xy ) 3 ). 

在这个例子中，映射 f *: R 2 — R 2 再次是连续可微的，因为它的每一个分量函数是连续可微.在 
点 U 。， 7。>=(1， U 处，简短计算偏导数表明 






/) F (1, 1) 的行列式是非零的.我们可以用反函数定理得出 结论： 存在点（1， 1) 的一个邻域 t / 和 
它的象(2, 4) 的一个邻域 K ， 使得映射 V 是一对一的且映上的，而其逆映射 t / 也 
是连续可撖的.此外，如果用分量函数把逆映射表示为 v ) ={ g ( u , v ), h ( u , lO ), 则 
由 （16.8) 推出 


025] 


lf ( 2 , 4 〉 


b d i^ = 0 ，鈴 2 , 4 ) 


n eh 

\5 $ ^u 


(2,4) 


T 


■ 


例 16.4 对平面 R 2 中的一点 （1， y ), 定义 

F(*,y) = U 2 - y 1 9 2xy). 

映射 f : R 2 — R 2 也是连续可微的，因为它的每个分量函数明显是连续可微的.首先考虑 R 2 中 
的一个非零点（*。， ro ), 我们有 

释。.山）=[， ' M ， 

l2y 。 2x 0 \ 


因此 detZ ) F ( x 。， y 0 ) =4(^+ r ；)^0, 再次应用反函数定理可得，推出存在点 U 。， y D > 的邻域 
"及象（4-%, 2*。〜）的邻域 V ，使得 V 是一对一的且映上的，且有其逆以也 
是连续可微的.假定用分量函数把逆映射表示为 v ) =(^( u , v ), h ( u ， v)) t 如果 
(«0* ^ o ) = ( x l -ylf , 则由 （16.8) 推出 




du 


( u 0 , v 0 ) 


^0 




dh 


( u 0 ， v 0 ) 


2(xJ + yl) 9 
^ r 0 


M 


dv 


( U 0 ，13 0 ) - 


y 0 




2(^ + 〆 ）’ 

文 0 


现在考虑点 （A 


au. 2(4 +r l)^ 如 ^ + y r 

r 0 ) =(0, 0), 在这一点上反函数定理的假设肯定不成立，因为 
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DF(0,0) = [ o o j, 

此外，反函数定理的结论在这一点也不成立，因为只要我们注意到 F (*， y ) = F ( - x , - y ) 对 
平面上所有点 （*, : K ) 都成立，则不存在点(0, 0) 的邻域，使得映射是一对 一的， ■ 

例 16,5 定义 y ) = ( cos(x + y 2 ) y sin(x + y 2 ) ) ， （ x ， y ) e R 2 - 那么映射 F : R 2 — R 2 

是连续可 微的. 但是 R 2 上不存在使得反函数定理的结论成立的点.为了看到这一点，注意如 
果点 （ u , d 位于 F : R 2 — R 2 的象上，则 zx 2 +/= l . 于是这个映射的象是位于以原点为中心半 
径为1的圆上.特别地，这个象不包含平面上任一开子集，所以平面上肯定不存在开子集和 
K ， 使得 V 是一对一的且映 上的. ■ 

注意，平面上的反函数定理的结论可以改进得更漂亮些 • 在这个定理的结论中，它断言存在 
集1/和 V 分别是点 u 。， y 。） 和它的象 F ( X 。， y 。〉 的邻域 • 事实上，我们可选取 v 是点 y 0 ) 

的一个 开球. 为了看到为什么可以这样做，首先回忆一个连续可撤的映射是连续的，且由定理 
11_12可知，一个连续映射把开集的逆象映成开集.现在，因 V 是开集，我们可选取一个正数「， [4261 
使得一个开球7。））包含在1^中. 把氏 （ fu 。， ： k 。）） 记为 r , 并定义 
则 F 是(：。， y 。） 的一个邻域.这样，把替换为 V 替换为 r , K 是(％， y 。） 的邻域，而 T 是 
F(x 0> y 。） 的邻域，且映射 — r 是一对一的且映上的，但现在 P 是一个开球（见习题12广 
反函数定理可解释为关于方程组的可解性的命题.给定两个函数， — R 和 <#»： R 2 — R 及 
两个数0与《>，考虑方程组 


(16.9) 


tff ( x , y ) = a , 

= b . 

我们可能问何时此方程组有解，及如果有解，何时仅有一个解.如果定义映射 F : R 2 — R 2 
为 F ( x ， y )= UU , y )， 小 U ， y )), ( x f y ) bR \ 关于方程组 （ 16, 9) 的解的存在性及唯一性 
的这两个问题，可以转述为映射 F : R 2 — R 2 的象的问題及映射是否具有一对一的性质 • 下面的 
例子表明反函数定理如何提供方程组的信息. 

例 16. 6考虑方程组 

e x ' r + x 2 y + - 1 ) 4 =2， 

1 + % 2 + X 4 + ( xy ) 5 =4. 

注意（*， y ) =(1，〗）是<16.10> 的一个解.对 R 2 中的 （*, y ), 映射 — R 2 定义为 
= (^" r + %1 y + x(y - 1 ) 4 + x 2 + + ( xy ) 5 ) t 它恰好是例 16_ 3 中，考虑的映射•从 

那个例子的分析得出结论，有一个正数 r 及点 （1, 1) 的一个邻域£/，使得对任意数《与6,有 
( a -2) 2 +(6-4) 2 < r \ 则方程组 

+ % y + x ( y - l ) 4 = a , 


(16. 10) 


1 + 龙 2 + 戈 4 + (xy) 


(x.y) e U 


确实有一解. 


■ 


习题 


,定义函数 — R 为 


fix) = 太 3 -3 文 + 1 ， x e R 
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在 H 中哪些点 x 可应用反函数定理？ 

2-定义函数 /:R—R 为 

f { x ) s j 3 + * + cosx f x e R. 

在 R 中哪些点*处可应用反函数定理？ 证明： 函数 /:R—R 是一对一的且映上的 • 

3•假设函数 /:R—R 是可微的及一对一的且映上的.假设/(I) =0, /(0) =1,尸 （0) = - 4 及 /' (丨）= -10 •求 
(厂_)〃（1)及 (厂 ^(0). 

4. a. 给出一个连续可微函数 /:R — R 是一对一的但非映上的例子. 
b , 给出一个连续可微函数 /:R—R 是映上的但非-对一的例子 • 

5. 假设连续可微函数 /:R—R 有如下性质：存在正数 c , 使得对 R 中每个 * ，有 

fix ) ^ c r 

证明： 这个函数 — R 是一对一的且映上的 - 

6. 对 R 中的X ,定义 / U )= x 3 . 证明 ： /:R — R 是一对一的且映上的及它的反 函数厂 SR —R 是连续的，在哪些 
点上这个反函数是可 徽的？ 

7. 令 O 及V是 R 的开子集，且®设可微函数 /:C?—K 是一对一的且映上的.假设％是 O 中一点且 /'U。》=0. 证明： 

反函数厂 1 R 在点 /U 0 ) 是不可微的_ (提示 ； 用反证法及用链式法則对恒等式 / _1 </(x)> ) 

». 对下述每个映射 F:R 2 — R 2 , 在 U。，y fl )=(0, 0) 处运用反函数定理并计算逆映射在点 U P , v 0 ) =F(0 t 0) 
处的分董的偏导数： 

对 R 1 中的（ X, y) , F(x f y> = (jc +彡 + + y + »in(^) ), 

h, 对 R 2 中的 U. y) ， F(x, y) =(e , + % 〆”）. 

9. 定义 函数# MR 2 —► R 2 为 F(x， y ) = (e*cosy F e*siny) , { x t y ) e R 2 , 
a 证明： 在平面 R 2 中任意点处都可应用反函数定理 * 

b , 证明： 函数 F:R 2 - R 2 不是一对一的. 

C. (b) 与 （a) 矛盾吗？ 

10. 对 R 2 中的 （r, tf)， 定义映射 F : R Z —R 1 为 = (rco8tf f r fl intf). 

•-在 R 1 中哪些点 （r。， 处对这个映射可应用反函败定理？ 

b . 求关于点 （r, (9)=(1, 的局部逆映射的某个显式公式.（提示：局部逆映射对应于极坐标的 《值. ） 

11. 对一对实数 〃与 6,考虑非线性方程组 

2 

x + % cosy + xye = , 

y + x 5 + y 3 — x 2 coa ( xy ) = b . 

运用反函数定理 证明： 存在某个正数 「， 使得当 fl 2 +6 2 < r 2 时，这个方程组至少有一个解. 

12. 我们注童到，反函数定理的结论可以改进，在其中可以把邻域V选成一个开球.利用同样的论据证明，可 
以把邻域 U 选成一个开球.证明：一般不可能把 U 及V同时选成开球 • （提 示： 考虑对 R 2 中的点（*， y), 
把映射 —ft 1 定义为 F(x，y> = U,2y)*) 

13. 令连续可微映射 F:R 2 —R 2 用分董函数表示为 FU, y) y ), y)) t ( x t y) eR 2 . 假设 R 1 中 

的点 U。，y。） 有如下 性质：对1^ 中所有的 （*， 

必 U，y) > ^(^o.ro)* 

•. 用解析方式说明为什么反函数定理的假设在 （七， y。） 处不成立. 
b. 用几何方式说明为什么反函数定理的结论在（*。， y e ) 处不成立 * 

14. 假设函数夂 ft 2 — ft 是连续可撤的，且定义映射 — R 2 为 

F(: ， y) = 0(: ， y) ， K: ， y)) ， （龙， y) e 1R' 

a, 用解析方式说明为什么反函数定理的假设在 R 2 中每一点 （％, : r。） 处都不成立 • 
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b . 用几何方式说明为什么反函数定理的结论在 R 2 中每一点（七， y 。） 处都不成立, 

16.2 非线性映射的稳定性 


本节将首先研究非线性映射的 稳定性 （ stability ) 概念 • 为此，我们先重述 ax / I 矩阵的可逆 
性如下的特征（定理 15.21). 

定理16,7 对一个 nx ； i 矩阵 A ， 下述两个断言是等 价的： 

( i ) 矩阵 /! 是可逆的， 

( ii ) 存在一个正数 c ， 使得对 IT 中所有的点有 

II Ah || ^ c || * || . 

正如在 15. 1节所讨论的，对于/» xn 矩阵4相伴的一个线性映射 r : R "- R A ， 断言： 线性映 
射 r:ir — R " 可逆等价于矩阵 A 是可逆矩阵.这样，如果令及由线性性可看到 
T ( u - v ) = r (« i ) - r ( v ), 从上述定理知，线性映射4 IT 是可逆的，当且仅当存在正数 
C ， 使得对 IT 中所有的点《及 V ， 有 

II T { U ) - T ( v ) II > C II « - v || . 

由此我们给出下述关于一般映射的 定义. 

定义 设 O 是 R " 的 子集. 映射 IT 称为 稳定的 （ stable )， 如果存在一个正教 c (它称 
为这个映射 的稳定 常数， stability constant ) , 使得对 O 中所有的点《»与 V ， 

II F ( u ) - F ( v ) > c || ii - v || . (16.11) 

本节的主要结 果是： 如果一个连续可微映射在一点处有可逆的导数矩阵，则存在这点的一 
个邻域，使这个映射是稳定的.为证明它，首先建立下述关于逆矩阵的扰动结果是有用的. 
引理 16.8 设 A 是可逆的 / txn 矩阵，且 c 是正數，使得对 IT 中所有的点 k , 有 

II Ah || ^ c || A || . 

如果是 nxn 矩阵且 || B-A || 矣 f ， 则对 IT 中所有的点 A ， 有 


II Bh || ^ y || A Ih 


特别地，对每对下标 f ( 1矣 I •矣 n ) ， 只1 ，有 


I a - b t \ ^ — § 
y ^ 2 n f 

则 （16, 12> 式成立. 

证明设 A 是 R " 中 一点. 由于 

Ak = Bk + [A - B]h f 

由三角不等式得 

MA|| ^ \\Bh II + H [A - B]h II , 
由广义的柯西-施瓦茨不等式得 

\\Ah\\ ^ \\Bh\\ + II A - B II . II A II 

但由假设 


(16. 12) 
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c It A II « II Ah || 及 || A - B || <f f 


得 


II Bh || ^ y || A ||. 

最后，如果的每个元素的绝对值小于 c /2; i , 则由矩阵的模的定义得 


\} B - A )\ = I X (〜-〜) 1 矣 

因为2 (气-\) 2 是 V 个每项小于 ^/4/ z 1 的和 • ■ 

定理16, !)（ 非线性的稳定性 定理〉 设 O 是 IT 中的 一个开 子集，并假设映射 1^:0— IT 是连 
续可微的，假设 x . 是0中的点，此点处的导教矩阵 

DF ( x ,) 是可逆的. 

則存在 JC . 的邻域 f /， 使得 


( i ) 映射 F : f /— IT 是穂定的. 

( ii > 箏教矩阵 /> F ( a ：) 在" 中的每一点 x 处是可逆的_ 

证明因为矩阵是可逆的，由定理 16.7 知，我们可选取一正数 c , 使得对 R ” 中 
所有的 fc , 有 


II DF ( x ^) h \\ ^ c || A || . (16*13) 

因为映射 IT 是连续可微的，所以可选择正数「，使得开球 = 包含在 O 内，并有 

性质：对 t / 中每一点 Z 及每一对下标 i ( l 霉 i 名 n ) 与使得 


9 f \ 

dx , 


( z ) 


dx ； 


( jO 


< 


In 


估计式 （16. 13) 与 （16. 14) 及引理 16. 8 —起蕴涵着，如果 B 是任意 


(16. 14) 
矩阵，对每一对下标 


对 中某个点有 

= P ( k )， （16. 15) 

OXj 

则对 R fl 中所有的 A 有 


II Bh || ^f\\h\\. 

为证明 — JT 是稳定的.令《和 v 是 U 中不同的点，根据对映射的中值定理，有 n 个点 z ,, …， z „ 
位于点《与”之间的线段上，使得如果 B 是 fix «矩阵，它的第 i 行是则 

F («) - F { v ) = B(u - v ), 

但是 B 是一个由 （16. 15) 所描述的那样的矩阵，其中~=义，从而 


II F ( u ) - F ( v ) [| = \\ B(u - v ) || 身 f || « -叫 I . 

这证明了映射 IT 是稳定的. 

为证明对 [/ 中的每个 X ， UF ( x ) 是可逆的，只要注意到对 t / 中的 JT ， 正是由 
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(16. 15) 所推述的那样的矩阵，其中因而对 IT 中所有的点 fc ， 

II OF ( x ) A || ^ y II A II . 

这样，由定理 16.7 得，导数矩阵 Z ) F ( jr ) 是可逆的_ ■ 


习颶 


1 . 设《是奇正整数，对 R 中的每个 x ， 定义 / U ) 

». 证明： 函数 /:R — R 是一对一及映上的， 

b . 运用幂函数的差的公式 证明： 如果 n > l ， 则函数 /:R — R 是不稳定的. 

2, 设/是一开区间，并假设函数 R 是可微的_ 证明： /:/— R 是稳定的，具有稳定常数 G 当且仅当对/中 
所有的 I 有 

I f r ( x ) I & C . 

3* 对 R 2 中的 （: c , y )， 定义 

G ( x t y ) = (% 2 t y ). 

证明： 在 （0, 0> 处不存在邻域 f /， 使得 G ; R 2 — R 2 是稳定的. 

4. 稳定的映射的和也是稳定的吗？ 

5. 假设函数/: [0, —[0, ») 是连续且稳定的，/(0) =0. 证明： /: [0, » ) —[0, co > 是一对一且映 

上的. 

6. 求一个常数 7 >0,使得矩阵 

1 a 0_ 
b 1 c 
~ c 0 1 - 

在 lal < y , I b I < 7 及丨€丨 < y 时为可逆的. 

7. (—个整体反函数 定理〉 假设是连续且稳定的*证明： /: R — R 是一对一映上的 * (提示：同时证明 
/([0, op )> 及 /(< -ao , 0]) 是无界的，其中一个是上无界而另一个是下无界 ■) 

8. 令是 IT 的一个开子集，假设连续可微映射 F : IT 是稳定的. 证明： 对 t / 中每一个点 jt , 导数矩阵 

是可逆的_ (提示 ：运用 一阶逼近定理 •） 

16.3 极小化原理与一般反函数定理 

为了证明平面上以及推 广到一 般欧几里得空间上的反函数定理，我们必须面对这样的问 
题： 如何去证明一个特殊的点位于一个映射的象上.对于一元实值函数，介值定理是十分有用 
的，因为对于定义在区间上的连续函数，要证明一个点位于函数的象上，只要证明有函数值同 
时大于及小于这一点.介值定理不容易推广到象位于的映射上.因此我们将寻找一 
个不同的策略.为了说明一个特殊的方程有一个解，我们引进一个具有如下性质的辅助函数: 
这个辅助函数的极小值点是给定方程的解. 

命腰 16 . 10 ( 极小化 原理） 设是 R " 的一个开子集，假设映射 F :£/— R " 是连续可微的， 
此外，假设在 t / 中的每一点 jc 处，导教矩阵 DF (*) 是可 逆的. 令^是 H " 中的一点，定义函数 
£ e : — R 为 

E(x) = || F(jr) x e U. 


o 符号 £ 用来表 示镁羞 （ eaorh 因为 E ( x ) - [| F ( x ) -y || 2 是一个点 z 离开方程 F ( x ) 的解有多远的度最* 
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國 


[4341 


则下述两个断言是等 价的： 

( i ) 点 ） 位于的象上 • 

( H ) 函数 R 达到极小值. 

证明因为对 t / 中的每一点， E ( x ) ^0. 如果）位于映射 F : C /— R •的象上，则函数 
£:(/ — R 达到值0,并且0肯定是 E 的极小值.从而断言 （ i ) 蕴涵断言 （ ii ). 

反之，假设函数达到极小值，设 t / 中的点 x 是函数的极小值点，则在 
点 X 处有 

VE(x) = 0, 

考虑到对每个下标 i ( 1 

0 = ^( x ) =念 2(0) -幻安⑷， (16. 16) 

因此£的梯度可以用的转置表示为 

▽£( jc ) = 2 [ DF ( x )] r ( F ( x ) - y ). 

从而得 

2[ DF ( jc )] t ( F ( x ) - y ) = 0. (16.17) 

由假设，矩阵是可逆的，由定理 15.23 知，它的转置 [ IW ? U )] T 也是可逆的. 

但是对任一 nxn 可逆矩阵 >4及 FT 中的点《 

Au = 0,当且仅当 u = 0. 
从而由（16.17)推出/?(怎）-少=0,即 

Fix ) = y . ■ 

为了运用上述极小化原理，必须建立某些定义在 IT 的开子集上的连续函数有极小值.推 
论 11.23 断言定义在 IT 的有界闭子集上的每个连续实值函数有极小值.对于 R a 中的点力及 
r >0, jt 0 的半径为 r 的闭球 （dosed ball , 记为 CB ,( x 。）） 定义为 

CB r (Jt 0 ) = |jt e R* l dhx(x,x Q ) < r\. 

闭单位球是『的有界闭子集.假设 /丄氏。(心） — R 是连续的且满足当 di 8 t ( Jr , jO = r 时， 

fM </( x ). (16.18) 

推论 11.23 蘊涵着函数 / : C 5, e ( x 。） 在上达到极小值.由假设 （16. 18) 推出这个极 
小值点不会出现在 di 8 t (: c , x 0 ) = r ±. 这样，限制函数 /: 0 氏。（ 1 ：。）— R 是在开集上定义的连续 
函数，且在定义域内达到极小值.这便是我们运用极小化原理的一种策略. 

引理 16.11( 开映象引理） 设 V 是 R " 的开子集，假设连续可 微映射 •是穗定的且 
在1/中每一点有一个可逆的导数矩阵，则象 F ( f /) 也是开的. 

证明设: K 。 是 F ( i /) 中的一点.我们需证明少。是 f ( t /) 的内点，即是需找到某个正数 r , 
使得开球艮 （: K 。） 包含在 F ( y ) 内. 为做到这一点，设 X 。是 " 中使 F ( x 。） =為的点.因为 f / 是 
开的，我们可选取一个正数使得闭球 CS , # ( Jr Q ) 包含在 t / 内.正如上面指出的， CS / JT 。） 是 
闭且有界的.定义 IJtelT I di S |( Jt ， JC 。）= r 。丨. 在象内构造一个开球，如图 16.3 所示. 

由假设，映射 — 『是稳定的，因此我们可选取正数 c , 使得对 t / 内所有的点 ii , 匕 

|| F(b) - F ( v ) || 5* c || ii - V || . 
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特别地， 

II F ( x ) - y 0 II = II F ( x ) - F ( x 0 ) || > cdist ( x , JT 0 ) = cr 0 , x e S . (16.19) 
定义 r = C r D /2. 我们 断言： 幵球 S ,( JV 。） 包含在 F ((/) 内，为证明这一点，我们运用极小化原理. 
选取5,(：^。）中 一点， 



图 16. 3在象内构造一个开球 


定义辅助函数£:(：民。（心> — R 为 

E ( x ) = \\ F ( x ) - y \\\ xe C 5, 0 ( jc 0 ). 

由估计式 （16. 19) 及三角不等式得，当 dist ( JC , J 0= r 时， 

以 0 矣 \\ F ( x ) -八 || 矣 \\ F ( x ) -^||+ ||少一少 0 || 

< II F ( x ) + cr 0 /2, 

因此 

cr 0 /2 < || F ( x ) - JK ||. 

从而当 dist ( jc t X 0 ) = r 时， 

E(x 0 ) < £(jc). 

从引理的论证我们得 结论： E 在开球 SJx 。） 达到极小值.由极小化原理推知， y 在象 
F (氏。 （ x 。）） 内.这样，圆心为少半径为 r 的开球包含在 f ( t /) 内. ■ 

定理 16.12( 反函数原理） 设 (9 是 IT 的一个开子集，并假设映射 R " 是连续可微的. 
令 jc . 是 O 中一点，此点处导數矩阵 


DF(x m ) 是可逆的 * (16. 20) |435] 

则存在点 X, 的一个邻域6/和它的象 F ( x .) 的一个邻域 K ， 使得映射 

F : U — F 是一对一且映上的. (16,21) 

而且. 逆映射 " 也是连续可微的，且对 V 中的一点: K ， 如果在 t / 中的一点 X 处有 
F ( x ) =_ y , 则 

DF- } {y) = [DF(x)]-\ (16. 22) 

证明 由非线性稳定性定理，我们可以选取 JC . 的一个邻域以及一个正数 C ， 使得对中 
所有的点 W 及 V ， 有 
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且对中所有的点 x . 


|| F ( u ) - F ( v ) || ^ c || II - v || , 


(16* 23) 


DF ( x ) 是可逆的， （16, 24) 

我们" I 以借助 幵象引 理得到 f ( f /) 是开的，并记为 K 这样，"是 Jt . 的邻域， V 是象 
f ( x .) 的一个邻域（如图 16.4 所示），映射 v 是一对一 a 映上的，并且对 ty 中所有 
的点 X ， /> F ( x ) 是可逆的.下面只需证明这个逆映射 F'F — t / 也是连续可微的及公 


式 （16. 22) 成立. 



首先，我们证明逆映射是连续的，然后建立公式（16_22). —旦这样做了，逆映射的连续 
可微性可由一个公式得到，这个公式将 nxn 矩阵的逆矩阵的元素由这个矩阵的元素表示出（见 
习题 10.) 

令少是 V 中的点，而 JC 是 " 中的点，使得 FU )”. 对 V 中的点>+4,定义^厂 1 (少 + A )- 
F~'(y). 这样， 

F(x) = j, F(x + h) = ^ + fc. 

从稳定性估计式（16.23〉，我们获得下述 估计： 

ll*|| = \\F(x + h) -F(x) || 5 ： c || * || . 

因为 AsFMQ + Jfc ) 上面估计式可改写成 

WF-'(y^k) -F~ } (y) || (丄 ||*1| ， 

c 

由此得 f 在点: v 处的连续性. 

现在来建立公式 （16. 22)，为此定义 

B = (DF(x))'\ 

根据定理15.32,为证 （16. 22), 只需证明 

lim II F'Hy^k) - [F^(y) + Bk] || =Q 

* 一。 II * II ~ 


(16. 25) 
(16.26) 


(16. 27) 
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注意，（16.26〉为 （16.27) 的分母提供了一个有用的下界.为了对分子#找有用的上界，观 
察到 

F^(y +ifc) — [F- l (y) + Bk] - Bk = B[B l h - k] 

= B[DF(x)h -F{x + A) +F(x)], 

因此，运用广义的柯西-施瓦茨不等式得 

||F-'(^ +*) - [F-'(y) + Bk] II « II B II • ||F(JT +*) - [F(x) + DF(x)h) || . 

(16. 28) 

从估计 式（〖6_26) 及 （16_28)， 我们对 （16, 27) 的左边部分的商得到下述 估计： 


(y ^k) - [F- l (y) +Bk] || ^ II fl || f \\F(x^h) - [F(x) ^ DF(x)h] || 


|| k || 


|| h || 


(16.29) 


估计式 （16.26) 蕴 涵着当 ife — 0 时，所以由一阶逼近定理知，当 t — 0 时，估计 
式 （16.29) 的右边收敛于 0, 因此 （16. 29) 的左边也如此_这就证明了 （16.27). _ 


习題 

1. 对下列映射 F : R 3 ^ R 3 , 在 R 3 中确定点 U 。， y 。， 力>，使得反函数定理在这点上可 应用： 

a . F(x, y , z) = ( e x cosy t eSiny ， z 1 ) , (x t y, z) e 

b. F(x ， y ， i) =(yz t xz 9 *y) ， （ x ， y ， z) e |437| 

2. 对 IR 3 中的点 （ p ， ♦) ， 定义/ 冰） =( pain ^ costf f psin <|> sind f pco 坤）. 在 R 1 中哪些点 （ p 。， 杏 0 ) 

处，反函数定理可应用于映射/ R 5 - R 3 ? 

3. 假设函数於： R 3 — R ， R 3 — R 是连续可微的，对 R 3 中的点 y ， 定义 

F(x r y p z) = (tfr(x f y t z) f tp(x,y 9 z) 9 (^(x f y 9 s)) 2 十 （ V (: ， y，：）） 2 )* 

a . 用解析方式说明为什么对映射 F : R 3 — R 3 在11 3 中不存在点 U 。， y 。， 2 J ，使得反函数定理的假设成立. 

b . 用几何方式说明为什么对映射 F : R 3 — R 3 在 R 3 中不存在点（*。， y 。， 2 。），使得反函数定理的结论成立 • 

4. 对 n =3 的情况，借助映射和它的逆的分量函数的一阶偏导数，用显示方式表示矩阵公式 （16.22) 的内涵. 
s . 设矩阵 • c ： 和 jt , 是 it 中的点 • 定义仿射映射 g:it — r 为 

G(x) = c + A(jt - jt. >， jr e R\ 

证明： 映射 G : IT — R " 是一对一且映上的，当且仅当矩阵 A 是可逆的. 

•对 R 中的: r ， 定义 /( x ) =/* 

a . 证明：若 O 是 R 的任意一个不包含0数开子集，削 /( O ) 是开的. 

b . 证明： 若0是 R 的一个含0的开子集，则/(0>不是开的. 

7•给出一个连续可微映射 hir — ir 具有如下性质的 例子： 不存在 IT 的开子集£/,使得 F ( t /) 在肜中是 
开的. 

8.设/是实数的一个开区间，并假设函数 /:/— 既是连续的.设 c 是一个实数，固定区间/中的一数％,定义 
辅助函数 f/:R — R 为 

H ( x ) = « - I /( i ) d 5, x e /. 
j m o 

对 / 中的一点: c ， 证明： 如果# (幻 =0,则 / U ) = c . 如果函数 W :/ 一 R 有局部极值点，则 c 是 /:/— R 
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的象. 

9 - 给定理 16. 1 —个证明，以极小化厫理代替介值定理用来证明 J 是包含在 /(/) 中. 

10. 运用克莱姆法则及逆映射的连续性 证明： 公式 （1&22) 蘿涵逆映射 t / 是连续可微的. 

11. (整体反函数定理）假设映射 — 是连续可微且稳定的，通过验证下面部分的每一个证明映射 

— R ” 是吋逆的. 

对 IT 中的每一点 X ，导数矩阵 Z ) F ( x ) 是可逆的. 

b . F ( sn 的象是 r " 的开子集（提 示： 应用反函数定 理〉. 

c. F(R B ) 的象是 IT 的闭子集（提 示： 运用稳定性及闭性的定义）. 

d . 证明 F(m = r * (提 示： 集在 it 中是既开乂闭的，且 it 是连通的>. 



第 17 章隐函数定理及其应用 


17. 1两个未知元的标置方程 的解： 迪尼定理 


对平面 R 2 的开子集 O 及一个连续可微函数 R ，方程 

f( x f (x y y) e O ( 17. 1) 

的解集合通常是平面的一个非常复杂的子集.在特殊情况下，这个解集可以不是一个函数规定 

的 y 作为欠的函数的图形 • 然而，若点 U 。， y 。） 是这个方程的解且#(%， y 0 )^ o , 则存在点 

(%• : T 。） 的一个具有如下性质的 邻域： 在这个邻域内的这个方程的解组成一个连续可微函数 
p /-> R 的图形，这里/ 是含％ 的一个开区间.而且，用隐含方式定义的函数的导数 
可以借助函数 /: C ?— R 的偏导数计算，这个断言称为迪尼定理.它有一个称为一般隐函数定理 
的扩充，给出 


F(u) = 0 ， u ^ O 

这种形式的方程的解集合的一个类似的局部描述，其中 O 是欧几里得空间 R -+* 的一个开子集， 
映射 r a 是连续可微的， 

本节将给出迪尼定理的一个证明及一些例子.在 17.2 节我们将证明一般隐函数定理.最 
后两节将介绍隐函数定理的应用，首先考虑 R 3 中的路径及曲面的几何，然后考虑约束极值 
问题. 


例 17.1 考虑方程 



(17.2) 


这个方程的解是以原点为中心的椭圆上的点.首先考虑 U 。， 7。）=(0, 4)，这是椭圆的上顶 
点.对于介于0与3之间的数 r ， 定义/是开区间 （- r , r ) 且对/中的 X ，定义函数为 


g (^) =4/ l ，//9. 这时存在解 （0, 4 )的一个邻域，它具有如下 性质： 方程（17_2)在这个邻域 
内的解集由形如 U ， g (幻） Ue /) 的点组成（如图 17. 1 所示 ）• 现在考虑解（0, 4) 的第二个分 

也 



图17,1方程 /<*, y ) =0在解 U 。， y 。） 附近的解 
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量，注意，不可能找到数4的一个邻域 J 和一个函数 —： R 以及解 (0, 4) 的一个邻域，在这 


國 


个邻域中方程 （17.2) 的觯集由形如 （ My ), y )( yej ) 的点组成.在椭圆的其他每个顶点处，都可 
以找到这个顶点的一个邻域，在这个邻域内对方程 （17.2) 的解有类似的描述.另…方面，方程 
(17. 2) 的一个解(％，％)不是椭圆的顶点，在（*。， y 。） 的邻域中，方程 （17.2) 的解既可以是*为 
y 的函数，也可以是^为*的函数.我们把这个特定函数的计算留作习題. ■ 

例 17. 2方程 

y 1 - % = 0, (*, y ) e R 2 (17. 3) 

的解集合包含平面内位于直线： r =* 或直线 y = 上的点.在方程 （17.3) 的每个不等于 (0, 0) 

的解 U D , y 。） 处，存在 U 。， ： K 。） 的邻域，其中方程 （17.3) 的解集合既可以确定 * 是 y 的函数， 
也可确定7是*的函数.原点（0, 0) 是方程 （17.3) 的一个解，但不存在 (0, 0) 的邻域，使得解 
集合与一个函数的图形是一致的，这个函数把点 u , o 的一个分童表示为另一个分量的函数. ■ 
上面的两个例子中的方程是如此简单，使得我们可以显式确定这两个非线性方程的全部 
解.一般来说，这肯定是不可能的.由此，下面定理是重要的. 

定理17_3(迪尼定理）设 O 是平面 R 2 的开子集，假设函数 / : C?—R 是连续可微的•令 
(戈 0 , y 。） 是 O 中一点，有/(%, 7。>=0及 

|^(龙 0 山） 〆 0, (17.4) 

ay 

那么存在一个正數 r 和一个连续可微函数，其中/是开区间（％ - r ， x 0 + r ) % 使得对/ 
中所有 t 


且当 I 太 一 z 0 l <r, I y 
此外，对 / 中所有的 l 


f{x,g{x)) = 0 - 
<r 及 / u ， y ) =0 时， 
y = 发（无）. 


( i ) 



f x {x ig {x)) ⑷ )〆 (*) = o. (iii) 

证明我们可设 #(*。， r 0 ) >0 - 因为 O 是开集及函数 R 是连续的，且在 （* e , y fl ) 为 

正，所以我们可择正数《和 c , 使得闭的正方形/? = [%- a , x [ yD - d , 氕 + a ] 包含在 C ►中 

且对尺内所有的点 ( i , y ). 


> c - (17.5) 

由一元实变量的标量函数的中值定理知，当 l ” x D 1 及 y 。- a 矣 h < y 2 ^ y 。 时， 

/( Ui ) </( U 2). (17.6) 

特别地，因为 / U 。， y 。） =0,所以得出 /(%， y 0 - a ) <0</( x 0f h + a ), 如图 17. 2 所示 •此 
外，函数 /:0— R 是连续的，因为它是连续可微的.这样，我们可选取一小于 a 的正数 r , 若 
令/ =(戈。-广， x Q + r ) f 则对 J 中所有的欠有 
|442| /(^, r 0 - a ) < 0 < f ( x f y 0 + a ) , 

设戈是 /中一点， / U , y ) 的符号的改变如图17,3所示，因为 / U , 7。-4<0及/(〜 y 0 + a ) >0 t 
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根据介值定理，存在介于: K 。- a 与 y 。 +«之间的某一点 y ， 使得 / U ， y )=0, 并由（17_6)知，仅有 
唯一个这样的点.定义 gU ) 是这 一点， 这显然定义了一个函数 g :/— R ，它具有性质 （ i ) 及 （ ii ). 


y 


y 



+++++ 



» 


和一 r 邱邱十 r 
图 17. 2 对 / 中所有的怎 ，/(*, y 0 - a) <0 <f(x, y 0 + a ) 


y 



图 17.3 f ( x ， y ) 的符号的改变 

我们现在来证明 g :/ — R 是连续可微的及在点 * 。处导数公式（出）成立 • 事实上， 令戈 0 “ 
是/中一点，则由定义知，/(%+/»,客 Uo + A )) =0且/(*。， g (*。）） =0,特别地， 

0 = /(* 0 + h f g(x 0 + h) ) -/(* 0 ，豸 (* 0 ) >. 

根据对于二元实变量标董函数的中值定理，在连接点 （*», #(*。） ） 与（*。+ A ， g (* D + A )) 的线 
段上存在某一点，记为 P ( A )， 在此点处有 

/(*。+ *,g(*0 + A) ) -/(*o»«(*o)) = ¥-(P( h ) + 年 {pW ) [g(x 0 + A) - g(*o) ]■ 

ox ay 

上式左端是 o , 因此有 

g(x 0 + k) - g(x 0 ) =- [ 盖 (〆*) )/ 老 (P ⑷小 . （ 17.7) 

由于函数 d // d *: o — R 是连续的且闭的正方形 R 是平面的一个列紧子集，由极值定理，我们可 
选取一正数使得对及中所有的点 （: C , y ). 
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dx 

运用这个不等式及不等式（17.5)，由公式（17.7>得出如果*。+/»在/内，则 

| g(x 0 + k) - g(x 0 ) 在爷卜 |. 

因此函数 g :/—► R 在点 *0 处连续.由于点在连接点（*。， g (* D )) 和（*。 + fc , 之 

间的线段上， 于 是得出 


Ump ( h ) = ( x 0 ， y 0 ). 

如果我们在 （17.7) 两边除以 A 及运用/: <9— R 的一阶偏导数在点 U 。， y D ) 处的连续性，由 
(17.7) 得出 

这意味着 g 在％ 处可微且公式（出）在*。处 成立. 但是对区间/中任意其他点: r , 它满足与％ 
相同的假设，因而 （ Hi > 对/中所有的点成立. _ 

例 17. 4考虑方程 

cos (* + y ) + e r *** + 3 ac - 2 - x 3 y 3 =0， (*, y ) g R 2 . (17. 8) 

对 R 2 中的 （*， y )， 定义 /(*， y) = cos (*+ r ) + e ? + , * + 3 x- 2 -x i y\ 则 （*， ： r ) 是 （17. 8) 的解当 
且仅当 /(*， y) =0. 注意（0, 0) 是 （17.8) 的一个解，且 

¥(0,0) = 3，竽(0,0) = 1. 

dx dy 

由迪尼定理可推出存在正数 r 及一个连续可微函数 g:/—R ,使得对/中所有的; t ， 

cos(* + g(x)) + +3* - 2 - * 5 (^(x) ) 3 =0. 

这里 / 是开区间 （ r ). 此外，如果 （*, y ) 是方程 （17.8) 的一解且有丨 * 丨 < r 及 lyl < r , 
则:最后，， (0) 可由公式 


芒(0,0) +#(0,0)茗，(0) = 0 

dx dy 

确定，所以 〆 （0> = -3. ■ 

在迪尼定理中，假设 d // dy (*。， ： 可以由假设 a // a * u 。， ： Ko )_0 替换，且结论中除； c ， 

y 的角色互换外其余部分相同 • 这样，如果 O 是平面 R 2 的开子集，如果函数 /: C >— R 是连续可 
微的，以及在有/(%，： r 。） =0且 O 中的点 U 。， y 。） 处 

V /( ac 0 * yo ) ^ (0,0) , 

则存在（％, y 。） 的一个邻域，在这个邻域中方程 （17.1) 的解形成连续可微函数的图形，这个函 
数把解 （: C ， y ) 中的一个分量描述为另一个分量的函数. 

例 17 .S 考虑方程 

e *- 2+(y - 1)2 -1=0, ( x , y ) 6 R 2 . (17.9) 

对 R 1 中的 U , y )， 定义 /(*， r ) = c *- 2 + (y - ,)1 -1. 则点 （*， ： K ) 是方程 （17.9) 的解当且仅当 
/(*, r ) =0. 观察到点（2, 1) 是方程（17.9>的一个解，且 
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^( 2 , 1 ) = 1 , ^( 2 , 1 ) = 0 . 
bx dy 

由迪尼定理并把变量 * 与 y 的角色交换可推得，存在一正数 r 及一个连续可微函数 — R ， 

使得对/中所有的 y , 

♦(” ” 2 _ j = 0 

这里 •/是 开区间 （1 - r , 1 + r ). 更进一步，如果（*， y ) 是方程 （ H .9) 的解，且丨 I <广及 
I y -\ I <r ，则 x = h ( y ). 最后， Y ( l ) 可由公式 

菩 (2 ， l)h ， (l) + |f(2,l) =0 

dx dy 

确定，所以 v ( i )= o . ■ _ 

当然，迪尼定理可用来分析如下形式的方程 

4>( x f 7) = v ( x * y ) r (*, y ) e O . ( 17. 10) 

对 O 中的 （*， y )， 简单地定义 /(*, y 〉 y ) y ). 所以方程 （17. 10〉的解恰好是方 

程 （17. 1) 的解.特别地，对一个实数 c , 我们可以分析方程 

f ( x 7 y ) = c , (*, y ) e O (17.11) 

的解.对一给定的数 c , 方程 （17. 11) 的解集通常称为函数 /:0-> R 的水平曲线 （level curve ). 

为证明使用术语曲线 （ curve ) 是正确的，因为迪尼定理，看来有理由假设对 O 中使 /<*, y ) =c 
的每一点， 

Vf(x,y) # 0, 

所以方程 （17. 11) 的解集的确是曲线的并集. 

我们用一个关于隐式微分法及髙阶导数的说明来结束 本节. 在迪尼定理的最后的断言中， 

关于隐函数的可微性，一旦知道了函数 g :/— R 是可微的，及对/中所有的*, 

f ( Xfg ( x ) )=0, (17. 12) 

对于导数 〆 ： /— R 的公式 （ Hi ) 是通过对 （17. 12>两边求导得到的，这个方法称为隐式微分法 
(implicit differentiation ). 进一步，我们也可以求出函数 —► R 的高阶导数.例如，如果迪 
尼定理陈述中的函数 /:<?— R 有连续二阶偏导数，则对于隐式定义的函数 — R 从公式 
( iii ) 中可得 出 〆 ： /— R 本身是可微的.我们把对公式 

^(X 9 g(x)) +^(x ig (x))g f (x) = 0, X € / 
dx dy 

的每一端求导得到隐函数的二阶导数的公式 

^4( x y g ( x ) ) + 2 ) g ’(*) + j 4( x f g ( x ) ) + ^( x y g ( x ) ) g n ( x ) = o . 

(17-13) 

留作习题. 

习题 


1. 考虑方程 
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t 1， (*, y ) e R l . 

_ a. 爾出解集的图形并证明迪尼定理适用于点 （ 2, 3). 

b . 显式定义具有如下性质的函数 R: 在解 （2, 3) 的一个邻域中，所有的解都具有 U, gU)) 的形式， 
xef, 并检验公式 （iii) 对〆: /—R 是成立的. 

c. 显式定义具有如下性质的函数 R : 在解 （2, 3>的一个邻域中，所有的解都具有 O(y), y) 的形式， 
y e y. 

2. 考虑方程 

/(x ， r) = (x 2 +r 2 -2)(^ -〆 ）=()， (*,y) € R 1 . 

a. 通过计算偏导数证明 V/U，y)=0, 并且因此在下述每一个解中，迪尼定理的假设都不成立：（0, 0), 
(1，1)，（1，-1)，（-1， -1) 及（-1，1〉. 

b. 用这个方程的解的图形，说明迪尼定理的结论在 （a) 中所列的每一个解处都不成立. 

3. 考 虑方程 

JC 2 + 〆=0 ， (x f jr) € R 2 . 

a. 说明迪尼定理的假设在解 （0, 0) 处不成立. 

b. 通过画出这个方程的解集的图形说明为什么迪尼定理的结论在解（0, 0>处不成立， 

4, 考虑方程 

e 2 *~ y + cob ( x 3 + xy) - 2 - =0， e R 2 , 

这个方程的解集合在解 （0, 0>处是否有一个邻域，使 得隱式 定义点 （: r, y) 中一个分量为另一个分 ft 的函 
数.如果是这样的话，计算这个函败（这些函败？）在点0处的 导数. 

5, 点 （0, 0〉是方程 

\n(x 2 + y 2 + I) = % f (x,y) € R 2 

的解 * 求这个方程在 （0, 0) 的一个邻域里的解所定义的一元函数在点 0 处的导败. 

<在例 17.5 中曾考虑过的方程 

f (”” 1 -1=0, (x f y) e K\ 

求出它的所有解的显式公式. 

7 . 设 <9是平面上的一个开子集，餒设函数 R 是连续可徽的.在 O 中的点 r 0 ) 处，嵌设 y 0 ) =0 
及▽/(々， ro)^(0. 0)- 证明：向量 y。） 正交于这个隐函数在（％, y。） 的 切线. 

14471 * 设<9是平面的一个开子集，假设函数 R 是连续可微的，且在 O 中的点 U。，y。） 处，餵设 /U。，y 0 ) =0 
及 

^(*o，y 0 ) ^ 0, ~(x a ,x 0 ) f* o. 

证明： 这两个由迪尼定理隐式定义的函数，适当地选取它们的定义域后，一个是另一个的反函数. 

9. 假设连续可微函数 R 可以4解为 

f (^, r ) = (^ a +r”^(*，y)，<*，y) e R' 

其中函数 IR 1 —R 也是连续可徽的_ 证明： 迪尼定理是不能直接用于分析在解 （0, 0) 邻域中 7 ) =0 
的解.如果 ft(0, 0) =0及 Vfc(0, 0)/(0, 0), 运用迪尼定理分析只*， y) =0的解 • 

10. 假设函数 ♦: R— «是连续可微的，且在 R 中点％处， ^(x 0 )#0, 令对 R 1 中的 U, y), 函 

数 — R 定义为 /U，y) 幻.在点 U D , 处运用迪尼定理于函数 — II 并与在点％处把反 

函数定理应用于所得的结果进行比较 - 

11. 假设函数 A: R—R 是可微的且存在一正数 c， 使对 R 中所有I ，有 证明： 恰有一个数 t 使 
k(t) = 0 . 

12 (全局隐函数定理）假设函数 — R 是连续可微的且存在一个正数使得对#中每一点 U , y )， 
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事(:， y) » c, 

证明： 存在一个连续可微函数 g : R — ft , 对 R 中每个 * 有 

f(x,g(x) ) = 0, 

及如果 /( x , y ) =0,则 y =^( f ).( 提示： 运用习埋 11.) 

13假设函数 /: R 3 — R 是连续可微的，且在 M 中的点 U , y 。， O 处有 / U 。， y 。， 知 ） =0及 a // a : U 。， 九， >0. 
仿照迪尼定理的证明来 证明： 存在一个正数 r 及一个函数 f 氏 （％， y 。）— R , 使得对 S ,(%, y 。） 中故有的 

(尤， y) ， 

f(^.y,g(x 7 y)) = 0 . 

14. 作为迪尼定理的假设的补充，観设函数 /:0— R 有连续二阶偏导数. 

•• 验证公式 （17. 13). 
b . 此外，假设 

t^o ) iXo) > °- 

dx dy Qx 

证明： g :/— R 的图形是位于直线 y = h 之下，如果 / 选择得充分小.（提示：运用公式 （17.13) 确定 
，(* D ) 的符号 .） 

17.2 —般醮函数定理 

令 A 与 n 是正整数，设 O 是欧几里得空间 R B “的一个开子集，并设映射 R 4 是连续可 
微的.考虑方程 


F(«) =0, « e <9. (17. 14) 

当 r»=l 及 A = 1 时，我们已在 17.1 节中讨论过了.那里我们证明了迪尼定理.本节的目的是 
证明一般的隐函数定理，它把迪尼定理推广到更一般的形如 （17. 14> 的方程.为了强调这一般 
情况与 n = l 及 A = 1 这一情况之间的相似，我们引入下列记号，对 IT “中的一点《,把它前《 
个分量与后 A 个分量标 记为： 

« = ( x t y ) = ( x } * … ， X n … * n )- 

然后，方程 （17. 14> 可改写成 

F ( x , y ) = 0, ( x f y ) e O . (17. 15) 

如果映射写成分量函数形式，/? = (&，•••， F t ) t 这个方程可写成有 n + A 个标量未 
知元的 A 个非线性标量方程组成的如下方 程组： 对 O 中的 U ,, …， y ,, …， n ), 

…， U, ，…， y 4 ) = 0 

_ 

_ 

厂 （\ ，…，\，)^，…， yj = 0 (17.16) 

* 

m 

匕(太1，…， u " …， y *) = o 

这个方程组称为不定的是指方程的个数小于变董的个数.我们极不可能对如此复杂的非线性方 
程组显式地求出它的所有解.这样，我们要探索由对于具有两个未知元的一个标置方程的迪尼 
定理所提供的信息类型. 

正如我们已定义过的函数的偏导数，我们现在定义映射 的係导數矩阵 （partial derivative 
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matrices ) , 对 O 中的点 （ Jt ， J ), 固定 Jt ， 考虑映射 j ， >) ， 它是把 M 的开子集到 W 的映 

射，我们把这个映射的导数矩阵记为 D 7 F ( jt , 少>.类似地，如果固定:考虑映射 
x \^ F ( x , y ) f 它是把 R ” 的开子集映到圮的映射，我们把这个映射的 A x n 导数矩阵记为夕). 
(4491 用它们的元来表示，这些矩阵分别是 



^F./dy.ix.y) 

dF } /dyj(x 9 y) 

… dF } /Sy h (x f y)- 

D 7 F(x,y ) = 

^F/dy.ix.y) 

… dF/dyj(x,y) 

… dF/dy k {x,y) 


-dF k /dy } (x 9 y) 

^db\/dx,{x,y) 

… dF k /dyj(x 9 y) 

… dF^dx^x^y) 

* * * 嚓** 

… dFJdx 乂 x,y、_ 

D x F{x t y ) = 

dF/dx } (x f y) 

… dF/dx^x^y) 

• _ _ _ _ , 


-dF k /dx x {x,y) 

* • • 碥 ♦ • 

… dF k /dXj(x f y) 

* *« » ■ ■ 

… dF k /dx m (x f y)- 


下面的定理描述了方程 （17. 14) 的解，它是迪尼定理的一个直接推广. 

定理 17.6( —般隐函数定理）设 n 和 A 是正整教，设 O 是 R •“的一个开子集，并假设映射 
F, O—R 4 是连续可微的，在 C? 中的点（ X 。，％)处假设 F(x 。， y。） =0 及 AxA 偏导數矩阵 

D r F(x 0f y 0 ) 是可 逆的. （17.17) 

則存在一正數 r 及一连续可微映射 G : 方一 (其中 S = 0,( jt o )), 使得对中所有的点 x , 

F(x 9 G(x)) =0, ( i ) 

且当 \\X-X 0 || < r , || ^-^|| < r , F ( x t J )=0 时， 

y = G(x), ( ii ) 

更进一步，对 B 中所有的点 X , 

D x F(x,G{x)) ^D,F(x f G(x)) • DG{x) = 0. ( in ) 

证明定义一个辅助映射 R …为 

H(x r y) = (x t F(x,y )), (x t y) e O. 

观察到 

[4501 F(x s y) =0, 当且仅当 H ( jt ，夕 ）=(: r ，0). (17.18) 

现在映射 H , 0 ^ R " + t 是连续可微且介于相同维数的欧几里得空间之间的映射，所以可以应用 
反函数定理来分析它的象，因为相应于（17.18)，也就是分析在什么样点 U ，： K ) 处，有 
F(x f y) =0. 

导数矩阵 Dff ( x 。， 义）可分解成 


DH ( x 0 , j 0 ) 


0 1 

. D x F(x 0 f# y 0 ) D f F(x Q ,> 0 ) J 


(17. 19) 


其中夂是 nx / i 的单位矩阵，右上方的； ixfc 矩阵 0 是所有元素都是 0 的矩阵，由假设 Z ), F ( x 。， 八) 
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是的可逆矩阵推出， DH ( x Q 9 少 0 )是（/1+灸） X ( n + A > 可逆矩阵（见习题7)_因此可以对映 

射 H ： a ^ R "* k 在点（工 0 ，少 0 )处应用反函数定理.得出存在 （ X 0 ， jf 0 ) 的一个邻域 i / 及其象 

"(心.八）=(1。， 0) 的一个邻域 V ，使 得好: 是一对一且映上的，也是连续可 
微的_如图 17. 4所示. 


R * 



m 17.4 把 "CR •“ 投影到 IT 上 


把逆映射写为 

H ''( x , y ) = ( M ( x t y ) , N ( x , y )) , e V . 

根据逆映射的定义和 《 的定义得，对 K 中所有的点 （ x , jO , 下述恒等式 成立： 

( O ) = ( 。 / T 1 〉 = ( M ( x , y ) f F ( M ( x t y ) , N ( x t y ))). (17. 20) 

由这个等式中的第一个分童对应相等知，对 K 中所有的点 （ jc , J )， 有 

M ( x f y ) = x , 

再由这个等式中的第二分童相等知，对 v 中所有的点（ X ，^),有 

F ( x , N ( x , y ) ) = y . (17. 21 ) 

因为点 （ x D , 八 ） E K , V 是 R •“的一个开子集，所以可以选择一正数 r , 若 R » 中的 = 
B r ( x 0 ), 则 （ jt t 0) gK , 其中 S 是 R •中 JT 。 为心 r 为半径的开球 • 

定义映射 R 4 为 

O ( x ) = N ( x ,0 ) t 对 S 中所有的 jc . 

则映射 R 4 是连续可微的，且从 （17.22) 得出 

F ( x , G ( x )) =0,对8中所有的 jc . (17.22) 

这样，性质 （0 成立. 

为证明性质 （ ii ). 我们利用 r 是一对一的.事实上，若点( X , >) 属于（/且 f ( x ， J 0 =0, 
则由于 （ x ， N ( x y 0)) = H l ( x , ❶）也是属于 i / 及 

H(x.y) = (jt, 0) = i/(x ，（ jr ， 0) ) , 

于是得出 
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这样，性质 （ ii ) 成立. 

最后，我们来证明关于导数矩阵的公式 （ iii ). 事实上，如果用分量函数把映射 F 表示为 
/^(尸,，…，心），然后等式 （17. 22) 可写成分量形式为 

=0,对 S 中所有的点 jc 及所有下标 i(l 矣 i 在 fc ). 

运用链式法则对上述方程组关于变童'求导，我们得到对 B 中所有的点 * 及下标 i ( l 在 i 在 A ) 与 

^( x , G ( x )) + £ ^( x f G ( x )) ^( x ) ^ 0- (17.23) 

叫 ffx dy t dxj 

然而矩阵等式 （ Hi ) 正是上面 （17. 23) 用矩阵记号的重写. ■ 

在隐函数定理的陈述中，我们对 O 中的点《选出它的前 n 个分量及后 A 个分量.但是，亊 
实上，这种分量的分离是相当任意的.一个 Ax U + A ) 矩阵称为有极大秩 （maximal rank ), 如 
果它有一个 A xA 的子矩阵是可逆的.隐函数定理对一个连续可微的映射成立，这里 
C ? 是 R " “的一个开子集，在0中的点1«。处，有 F ( n fl )=0, 如果导数矩阵有极大秩. 
当是这样的话，我们选取中的一个可逆的 Ax A 子矩阵，且它具有列下标…，厶, 
(4521 则对应的分董％，…，％是作为方程 

F ( u ) =0， 《 g O 


的解《,在 “ 0 的一个邻域里它能表示为余下的 ri 个分量的连续可微的函数. 
例 17. 7考虑方程组 


in( 1 + x 2 + t 2 ) + + e ,+, -1=0 

， s^e COM(l2 * x2> + s + 2z + (x + s + j) 4 = 0 f (s t x 9 t f z) e R 4 . 

观察到点 （0, 0, 0, 0) 是这个方程组的一个解.对 R 4 中的点 （ S , *, 0,定义 

F(s f x f t f z) =(ln(l +/+t 2 ) + 衫 + e … -l ， ?e cwUUl2 ) 

+ s + 2 z ^ (x + s + z) A ). 

则容易验证映射 — R 2 是连续可微的，且在点0 = (0, 0, 0, 0) 处的导数矩阵是 


(17,24) 


DF (0) =卜 0 ° ! ] 

L 1 0 0 2 J 


这样， 2 x 2 矩阵 ■> 

3^735(0,0,0,0) d / Vdz (0,0,0,0 )i 丨 i i 

.dF 2 /ds(O f Q f O f Q) aF 2 /a^(0,0,0 t O)J " ' 1 2 


是可逆的.我们用隐函数定理来选取一正数 r 及连续可微函数 R 及 R ，这里 S = 
B ,(0, 0)， 使得若 / < 〆 ，则 u (*, t 〉， 龙， t ， h ( x 9 0) 是方程组 （17.24〉 的一个解.而 
且，如果 R 4 中的点 t 2) 是方程组 （17. 24) 的解，且如果及+ 2 2 <一 及 / +P <一，则有 

S ^g(x, t) f z=h(x, 0* ■ 

我们将在 17. 3 节进一步考虑隐函数定理的例子. 
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习题 


对习題1~6,运用隐函数定理分析给定方程组在解0附近的解. 

( (x 1 + y 2 ) 3 - x =0 

cos(x 2 + 〆 > + e f - 2 =0 ， {x 9 y 9 z) € R 3 . 

+ ab + siu(a + 6 + c ) = 0 
ln ( 1 + a 2 ) + 2 a + (6 c ) 4 = 0 ， （ a ， 6， c ) € R 3 . 

! ( uv) 4 + ( u + 5 ) 3 +1=0 
sin( uv) + c* +<2 - 1 = 0 t (u, r, s t t) e R 4 - 

( x +2y 十 / + (yz) 2 + =0 

-AC +z + Bin(y 2 +?+〆 〉=()， （ x ， y, z，0 € R 4 * 

5. e* 2 +y 2 +x -4xy] -1=0 ， {x t y, z 〉 eR' 

6. + x 2 + 2 y - 1 = 0, (* ， y ) e R 2 • 

7. 在除函数定理的证明中，蕾断言： fcxfc 矩阵 D ， F ( x 。， 可逆落涵着 （rv + fc ) x ( n + 矩阵 Dtf ( x 。 ， j 。） 可 
逆.证明这个断言. 

8. 考虑线性方程组 

a u x + a l2 y + a iy z - 0 

a 7l x + a 22 y + = 0 ，（ * ， y,z) e R J _ 

定义 1 ? 是向量 （ a ,, , , a l 3 ) 及 3 是向量 （ a 21 , « 25 ). 

a . 证明： 如果 nx ^840, 则上述方程组定义了两个变量是剩下一个变量的函数. 

b . 用 R 3 中的直线和平面的几何观点解释 （ a ). 

9. 画出方程 

/ = 0 ， (x 9 y) e B 2 

的解的 图形. 隐函数定理能在点 （0, 0) 处使用吗？这个方程对某一解（: t ， ： r ) 能否确定其中一个分董是另 一 
个分量的函数？ 


17.3 B 3 中的曲面方程和路径 

本节，在个有三个标量未知元的标量方程和两个有三个标董未知元的标量方程的情形 
中，关于由这个方程组的解隐函定义的映射的图形，我们将得到一些更详尽的几何信息. 

命«| 17.8 设 O 是 R 3 中的一个开子集，假设函數 /:0 —R 是连续可微的.假设（％， y 。， ％) 
是 O 中一点，有 

f{x 0f y 0 ,z 0 ) = 0 及 V /(* 0 , y 0 , 2 0 ) 9*0. (17.25) 

则在点 （ jc 。， ％， O 处，向 t ▽/(*(>, 九，々）是曲面的法向量，该曲面是由方程 

f(x t y f z) = 0, (x t y t z) e O 
在点 （％， ％， r 。） 的一个邻域内的解所组成的 • 如图 17.5 所示. 

证明假设▽/(%, A ) 的第三个分置是非零的.由隐函数定理推得，存在一正数 r 及 

连续可微函数客: S — R ，其中 S = ^(* 0 , y 0 ) } 使得对 S 中所有的 

/(x f r，g(x t y)) = 0. (17.26) 

此外，在点（*。，％, 的一个邻域内，所有的解都在 f 0— R 的图形上. 
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图 17. 5 ▽/(%, y。，Z 0 ) 是曲面 S 在点 （x 0 , y 0 ， h) 的法向量 

在 14. 1 节我们已证明在点 U D , y。，z。） 处，向量 

” = ( _ ^(*0 »yo) . ~ 普(*0,7。)，!） 

是由函数发- ** R 的图形所定义的曲面的法向量.另一方面，如果对 （17.26) 求导（先对 * ，后 
再 y 求导），我们得到 

太0 ，y。 ，客(文0 ，iXo)) + ~^(无0 ，y。 ，豕(龙0 ，y。）） ^^(太。 ，y。） = o 

ox oz dx 

及 

*0， y 。 ，客 ( *。 ， J "。)）+ /( *0 ， / o ，发 (*0， y 。)）"^1^( *0 *Jo ) = 0 ， 

冉加上恒等式 

f(WJ(W。)） + 盖(％，7。’心。山）〉（-1) =0. 

这最后的三个方程可以写成如下向量 形式： 

(4551 v/(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = a77, 

其中 a (* d ，y。， z 。）. 因为 a/O， 所以在点 （*。，y。，z D ) 处，向量 ▽/(%，y。，z。） 是曲面的 

法向董，这个曲面是由方程 /(*, y, z) =0在点 （* D ，y。，z。） 的邻域内的解组成的 • 

例 17. 9 方程 

太 2 + y 2 + z 2 - 1 =0, ( x t y t z ) e R 3 

的解集是以原点为中心半径为 1 的 球面. 定义 /(I 乃=/ +/ +2 2 -1, 对1^中的（*， Z)， 
注意到对球面上的点 （ X 。， y。， 2。）， 

▽</*( 戈 0 ，/o，:o 〉 = ( 2 文 0 ，2y。，2z 0 ) ， 

命题 17.8 蕴涵着向量（2%, 2y。， 2〜）是球面在点（％, 7 。， z。） 处的法向量_如图 17.6 所示， 
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图 17.6 单位球面上一点的法向 M 


现在来检验由两个有三个未知元的方程构成的方程组的解集.假设 O 是 R 3 的开子集，并设函 
数 hO — lR 与 hO — R 是连续可微的.考虑方程组 


\ g ( x , y , z ) = 0 

\ h ( x 9 y , z ) = 0, ( x , y , z ) g O . 


(17.27) 


假设点 （％， 


定义 


y 。， z D ) 是方程组 （17.27) 的一个解，并且假设 

▽《（太。，7。，2。）# 0 及 V /|( X 。 山，2 0 > ^ 0, 


及 


s { = I (x,y,z) E R 3 I g(x,y,z) = 0 ( 


S 2 = I (x f y,z) g R 3 I h(x,y,z) = 0[, 

所以方程组 （17.27) 的解集是由集 S , 与 S 2 的交集组成的.由命题 17.8 知，在点（*。， y 。， z 。） 
的邻域中，是在（*。， y 。， 2 。）处以 Vg (:«。， y 。， J ：。） 为法向董的 曲面； S 2 是在点 （ a :。， y 。， r 。） 
处以 VAU 。， y 。， ：:。）为法向量的曲面.如果这两个法向量不平行，则这两个曲面应该相交于一条 
过点 U 。， y D ， 的路径，且这条路径以 Vg (* D ， y D ， z D ) x vA ( , y 0f z 。） 为切向量.这两个 
法向量 不平行 恰好为 


[4561 


Vh(x 0 ， y 0 , 2 0 ) x Vg(x 0 ,y 0f z 0 ) ^ 0. 

下述命题证实了上面的几何 论证： 

命题 17.10 设 C? 是 R 3 的一个开子集，假设函数 R 与是连续可微的.设 
(^ot Jo* Z 。） 是 o 中一点且 . 

fiT ( 怎 0 ,y 0 ,z 0 ) = h(x Q ,y 0f z Q ) =0 ， 

Vg(AC 0t y 0 , 2 0 ) x Vh(x 0f y 09 z 0 ) ^ 0* 

则存在点 （ x 。， y 。， 2 。） 的一个邻城，在这个邻域中方程组 

g(x f y 9 z) = 0 

h(x 9 y f z) - 0, (x,y 9 z) e O, 

的解集由过点 U 。， y 。， z 。） 的一条路径组成，这条路径在点 （ x 。， y Q ， z 。） 处以向量 Vgb 。， y 。， z 。） 
xVfc(x 0 , y 。， z 0 ) 为切向童％如图 17.7 所示 . 


(17.28) 

(17.29) 
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图 17.7 r 是曲线的切向量 

证明因 为向撤 ▽«：(%，7。，％) XVAU 。， y 。， z 。） 是非零的，所以至少有一个分董是非零 
的，假设它的第一分量是非零的，即 

^-(^ o . ro ^ o ) ~(^ ofro ^ o ) -寺(:。，7。*:。）¥(太。，:^，2。）_。. (17.30) 

ay dz dz dy 

注意到 （17. 30) 意味着 2 x2 矩阵 


( :。 ， yo ， ) 


ay dz 

Lf^“o ， y 0 ， z 0 ) 穿 U 0 ， y 0 ， z 0 ) 

L ay dz 


可逆 • 从而点“。， y 。， h ) 处可以应用隐函数定理于连续可微映射 F : C »— R 2 , 其中 

F ( x 9 y , z ) - ( g ( x , y , z ) , h ( x 9 y 9 z ) ) , ( x , y 9 z ) e C ?. 

这就得出存在一个包含点*。的开区间/及两个连续可微 函数： 

at:/—►R 及 j 3：/ —► R f 

使得对 / 中所有的 \ 

F ( x , a ( x ) ,/3(:)) = 0， 

而且在点 （*。， y 。，* r 。） 的一个邻域里，这个方程组的所有解都是形如 （*, a ( x) t fi ( x ))( x ^ I ) 
的， W 此在 U D , y 。， 2。）附近，方程组 （17.29) 的解集与参数化路径的象一致.这里 y 
定义为 

r(0 = 0 ， a ⑴ ， J8(0 ) , t G L 

这条路径在 t = x 。 处的切向量是 

T = y '( x o ) = (1， a ’(* 0 >，/3’ U 0 )). 

因为 g ( t , oc ( t ), =0 及 A ( t , a ( t) f /3(0) =0 f 其中 teA 对它们中每一个求导，可得 

〈▽豸 (: o ，：) Wo ) ,1〉= 0， 

( Vfe ( x Q , y 0 $ z 0 ) f r ) = 0. 
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因此 r 同时正交于 Vg ( x 。， y 。， 2 。）及 VAU 。， y Q ， 气），所以对某个数 a #0, 有 

T = a ( Vg ( x Of y 09 z 0 ) x Vh ( x 0 , y 0 , z 0 )). 

从而 VgU 。， h ， h ) xVAU 。， y。，O 与 （17.29) 在点 （*。， y 。， z 。〉 处的解的路径相切. 
m i 7 - 11 方程组 


( x - y = 0 

x + y 2 + r 1 - 2 =0 ， (x f y^z) e R 3 

的解集是由一个球面与一个平面的交集组成.点（1，1， 0) 是方程组的一个解.由前面的.命题 
及偏导数的简短计算得出，向量（0, 0, 4) 与这个方程组的解路径在（1，1， 0) 处相切. ■ 


习题 


1. 考虑方程组 

J(x - I) 2 + (y - I) 2 -2 - 0 

1 (jc + 1) ? + (y - 2) 2 + 2 2 - 5 = 0， （ Jt ， y ，#) e R ' 

a . 在点（0, 0, 0) 处应用命理 n , 10求这个方程组在 （0, 0, 0) 附近的解定义的路径的切线_ 

b . 求这个方程组在（0, 0, 0) 附近的解，并核对解的路径的切线- 

2. 昆式地求出例17,1〗中的方程组的解集（它是一个豳），直接求出这个圆在点（1，1, 0) 处的切线. 

3. 考虑方程组 

( ac -1) 1 + y 2 + z 2 -1 = 0 

(x - +) + 〆 + : 2 - 士 = 0 ， “ ， y ， z) e R J * 

a , 证明： 命题 17. 10 中的假设 （17. 28) 在点 （0, 0, 0>处是不满足的. 

b . 通过画这个方程组的单个方程所定义的每个曲面图形，来解释为什么这个方程组恰有一个解. 

4. 构造例子来证 明：当 1矣且向量 V #(*。， y 0 , 1。） xVfc ( x 0> y 0 , ) 的第 i 个分量是 0 时， （17.29) 的过 

( x 0J y ot z 。） 的解的路径不能被第 i 个分量参数化. 

5. 観设函数 AR 1 —R , g : R 3 — R 及 MR 3 — ft 是连续可微的，且设（*。， y 。， z 。） 是 R 3 中的一点，使得 

/= g ( x 0 f y 09 z 0 ) = h ( x 0 f y 0l ! 0 ) =0， 

〈 ▽/(% ，知，^))，▽片 U 0 ,>o A) X Vfc(jc 0 ， y 0 ,z 0 )> 尹 0‘ 

通过考虑这个方程组的解集是由曲面与路径的交集组成的，来解释为什么在点 U 。， y 。，&) 的邻域中，方程组 

/(W) =0 

g(x,y 9 z) = 0 

Hx . y . x ) = 0, ( x 9 y , z ) e R 3 

恰有一解 . 通过运用反函 数定理 也可解释这一点- 

17.4 约束极值问题和拉格朗日乘子 


实值函数的定义域内的一点称为极值 （ extremunO 或极值点 （extreme point ), 对函数而言， 
如果函数在该点达到一个极大值或极小值.如果 C ? 是 R " 的一个开子集且函数 / : O ^ R 有一阶偏 
导数，则对 C ? 中的点 x , 它是函数 /:0— R 的极值点， 

V /( jc ) = 0 (17.31) 

是必要的. 
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在 14.3 节中建立的二阶导数规则，描述了一个点 x 是函数 /:(9— R 的极值点的充分条件. 
关于定义在 IT 的开子集上的实值函数的极值 存在性 （ existence ) 没有任何断言，但是，在 11.2 
节中，我们证明了定义在 R " 的有界闭子集上的连续函数达到极大值与极小值 • 

现在假设0是的一个开子集，函数 R 有一阶偏导数，尺是0的子集.设 x 是 X 中 
的点，且是限制函数/:尺― R 的一个极值点，这样的极值点 X 称为函数 /:0— R 的约束极值 
(constrained extremum ) ,因为函数 /: C ?— R 的值 /(>*) 是限制在尺上的点的函数值相比较下的极 
值，集 / C 称为约束集 （constraint set ). 注意到，如果尺是有界闭的，则约束极值事实上是存 
在的. 

在函数的约束极值点上，所有的偏导数为0是不正确的，而集合 O 是 R " 的一个开子集，约 
束集合尺不需是 R " 的开集.在约束极值上由偏导数的必要条件依赖于约束集的性质.本节我 
们将描述这些条件 • 让我们从两个例子开始 ■ 

例 17. 12对 R 3 中的所有的（*， y , z ), 定义函数 /: R 3 — R 为 /(*, y，d = z ， 选取约束集是 
球面尺= {(*， y ， z ) e R 3 1 * 2 + J 1 + z 2 = 1 }■ 显然，点 （0， 0， 1) 是 /: 尺一 ► R 的极大 值点. 但是 

#(0,0，1) =0， #(0,0，1) =0， | f (0,0， l ) =1， （17-32) 

dx By oz 

_ 所以 （17.31) 在这个约束极值点处是不满足的，因为 f (0, 0, 1)/0. ■ 

例 17.13 对 R 3 中的 （*, y, 0,定义函数 / U , y , d = U -4 y + 3 z ) +广选取约束集是 

直线尺=丨（*， y , z ) e R 3 I x =y = z \ , 则点 （0, 0， 0) 是函数 /: 尺一 ► R 的极小值点，我们有 

#(0,0,0) = 1,竽(0,0,0) =-4,竽(0,0,0) =3, (17-33) 

dx dy dz 

所以 （17.31) 在这个约束极值点处是不满足的，因为 ▽/((), 0, 0) 中没有一个分量是 0. ■ 

在第一个例子中，约朿集是 R 3 中的球面；在第二个例子中，约束集是 R 3 中的路径.我们 
现在来描述在约束极值点上函数的偏导数必须满足的条件.首先考虑约束集&是 R 3 中的曲面 
的情形.然后再考虑约束集 A ： 是 R 5 中的路径的情形.当这两种情况都理解了，我们便可以看 
到约束极值的一般定理的重要性. 

定理 17.14 设 O 是 R 3 申的开子集，假设函数 /:0— R 与是连续可微的.定义 

S = \ ( x , y t z ) e O I g ( x t y , z ) - 0|. 

假设 S 中的点 （ x 。， y 。， 气）是函数 

/：S —R 

的一个极值点，且 

▽ ffUo 山， :0) # ❶. 

则存在一数 X ，使得 • 

= ▽豸 Uo ,7 o ， z o )* 

证明假设 （17. 34) 意味着导数向量 Z 。） 至少有一个分量是非零的.不妨假设 
是它的第三个分量，即 


(17.34) 

(17.35) 
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g ( x 0 ， y 0 ， z 0 ) _ 0. 

根据隐函数定理，存在 R 2 中的点 （* a , : K 。） 的一个邻域及一个连续可微的函数,使得 
y 。） =% 及对 * A / ■中所有的（*， y ) , 

g ( x , y f 4>( x t y )) = 0. (17.36) 

这样，函数的图形位于约束集 S 内. 

定义一个辅助函数 R 为 

中 { x ， y 、 = /( x , r ，</>(^, y )) , (*♦/) g M . (17.37〉 14611 

因为函数的图形位于约束集 s 内，所以得出点 U 。， ： r 。） 是函数少的极值点.因 
为是 R 1 的一个开子集，点（*。， y 。） 是二元函数少： #-► R 的无约束极值点 （uncorwtrained 
extremum ) ,所以 


, 0 ， y 0 ) =0, $( x 0 ， y 0 ) =0. (17. 38) 

dx oy 

运用链式法则，并借助函数/: 0^ R 的偏导数表示 M -* R 的偏导数我们重写方程组 
(17.38) 为 


3 f 

dx 


(:0山，％) 


d / 






o 


篆 ( x 0 ， y 0 ，: 。 ) + ^( x at y or z 0 ) ^( x 0 t y 0 ) = 0. 

另一方面，对恒等式 （17.36) 求导（先对1，再对: k ), 我们得到 


dx 


i ^ ofyo ^ o ) 


¥“ 0 , yo ,: o ) @( x o ， y <>) = 0 
az ax 


现在定义 


? Uo,ro,2o) 


M . 

dz 




d ^> 




(^ 9 y 0 t z 0 ) I ^ r ( x 09 y 0 f z 0 ) 


从 < 17. 39> 及 （17. 40) 中的第一个方程分别得到 


¥ 

dx 


Uo ，； Ko , 2 o ) 


dz 


k ， y 。 ，:o ) ， 


同样，从 （ n .39> 及 （17.40> 中的第二个方程分别得到 


欠0 ， y 。 ， z d ) = k ， y 0 ，2 0 ) 

办 oy 


最后，把方程（17.41>、（17.42)及（17_43>写成向量形式为 

▽/( 戈 o ， h ， h) = Wfir(% ， y 0 ， z 0 V 

回到例 17.11 的极值问埋，如果对 R 3 中的点 <*, y , <0,定义 

f ( x 9 y 9 z ) - z 及 g ( x 9 y , z ) =尤 2 + y 2 + : 2 - 1 

在约束极值点 （0, 0, 1) 处，有 


(17. 39) 


(17*40) 


(17.41) 


(17. 42) 


(17.43) 

■ 
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▽发(0,0，1> = (0,0,2)及 V/(0,0，1) = (0,0,1)， 

所以有X =1/2, 

▽/(0,0，1) = \ Vg (0,0, l ). 

例 17. IS 假设我们希望 求得； ^+7+2】在集 

K = |(i，y，z) ^ R 3 \ x 2 + y 2 + z 2 ^\\ 

的极小值. 

定义 

f ( x 9 y , z ) = x & y ^ 2 z ,( x 9 y f z ) e R 3 . 

我们观察到，因为 /C 是列紧的，对函数/:尺― R 有极小值点（*。， y。， ％)，这个极小值点不能 
在欠的内部，因为如果在 K 的内部，我们应有 

▽/( 尤0，:0 ) = (0,0,0), 

但▽/(%. h， 气）=(1，1， 2). 这样， 点 ( x 0 , y 0 , %)在尺的边界上，即 W +/+4 = l . 如果 
定义 S = 1 U， y ， z) E R 3 |^(», y y z) =x 2 +y +z 2 -l =0( . 点 （*。， y 。， ！。）是函数 — R 的 
极小值点，我们可以应用定理 17. 14 于如下 断言： 存在一个数 A, 使得 

▽/(:o，ro，:o) = XV|rUo，：r 0 ，: 0 ) ， 

即 （1, 1， 2) =X(2* 0 , 2 y 。，2z 0 ). 从而 2* 0 =2 y<) =r。， 因为 g+ y X = l, 所以极小值点出现 
在 -(l/W， 1/76, ^2//3). ■ 

定理17_ 14给出了一点是三元函数的约束极值点的必要条件，此处约束是一个曲面 
( surface ). 下面的定理给出当约束集合是路径时的充分条件. 

定理 17.16 设0是 R 3 中的一个开子集，假设 /:<!?-► R ，尽及 A:C>—R 是连续可微 
的.定义 

C = { { x . y . z ) e O | g ( x , y f z ) = h { x , y , z ) = 0| ‘ 

假设（：中点 （％, y 。， 2。）是函数 /:C — R 的一个极值点，及 

▽歧(尤 0 ,3W。）x ^ h ( x Q 9 y 0 9 z 0 ) <0， （17.44) 

則存在數 A 和使得 

▽/( x 。 山， z。） = AV^(^ 0f y 0 t z 0 ) + fiVh ( x 09 y 0 y z 0 ). (17. 45) 

证明因为向童 ▽#(%, r。，％) xVA(* 0 , rot z。） 是非零的，所以它的分量中至少有一个 
是非零的.不妨假设是它的第一个分董，即 


^o^o) ~(^o^o) -亨 ( x Q，y<>) ¥( x o，y。） 笋 Q. 

ay dz dz ay 

由隐函数定理，如同在命题 17. 10 的证明， 断言： 存在 R 中的点 * 。的一个邻域/及连续可微函 
数 GU ►R 及 /— R ,使得 Qt ( x 0 ) = y 0 , 泠(怎 0 ) =4,对/中所有的 X ，有 


\ g (^, cc ( x ) ) 

Ikix ^ aix ) ) 

这意味着如果定义参数化路径 /— R 为 


= 0 
= 0, 


(17.46) 


y (0 = («,«(0 tj 8(0 ) t t g /. 
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则这个参数化路径的象在约束集 C 中.因此，如果我们定义辅助函数 /- R 为 

= (/° * y ) (0 = , y 3(0 ) » tel , 

则这个函 数少： MK 在点 心处达 到一个极值.但因为/是 R 的一个开子集， 所以％ 是一元函 
数畛： /— R 的一个无约束极值点，因此 

♦ ’ （ x 0 ) = 0, 

由于链式法则，于是这意味着 

垆’（* 0 > =<▽/(*(> ，7 0 ，霉 0 〉 ， y ’（* 0 )> = 0. (17.47) 

根据命题 17. 10,向量 Vg (*。， y D , Zo ) xVfe(* 0t y ,, %) 是切向量 /(%) 的某个非零的倍数. 
因此 （17.47) 菹涵着* 

〈▽_/*( * 。 ， y 。， z 。 ）， ▽ 客 （ * 。 ， y 。， z。）x V/t( Xq t y 0 ,z 0 ) ) = 0, (17.48) 

即向量 V / U 。， ％， Z 。） 是垂直于向量叉积 VWh ， h ， Z 。） XVA (* 0 , rot z 0 ). 但垂直于非零叉 
积的向量仅是那些由向量 y 。，&) 与▽&(%， y 。， z 。） 的线性组合构成的向量.这意味着 
(17.45) 成立. ■ 

观察到在例 17.13 中的约束极值问题可以由上述定理描述.事实上，对 R 3 中的点 （* ，： r , z ), 

定义 

f ( x ， y ， z ) = * - 4 y + 3 z + z 2 r g ( x f y , z ) = a : - y 及 A (*， y , z ) = y - z . 

则约束集合为 

K - I (*,r» 2 ) e R 3 I * = y = z} = I (x t y,z) e R 1 g(x t y,z) = h(x t y t z) = 0(. 

点 (0, 0, 0) 是 — R 的极小值点，我们有 

▽/(0,0,0) = (1， -4,3), V ^(0,0,0) - (1, -1,0) 及 ▽ A (0,0,0) = (0，1， - 1), 
所以令 A =1 及从= -3, 我们有 

▽/(0,0,0) = AV ^(0,0,0) +/ iV /,(0 f 0 t 0). 

借助 R 3 中的曲面与路径的几何解释建立起来的定理 17. 14与定理 17. 16，现在我们已经形 
式化了这两个 定理. 下面是一般约束极值的结果，它包含了那两个特殊情况的结果. 

定理 17.17( —般 拉格朗日乘子定理） 设 0 是 IT 的一个开子集，假设函數 H 是连续 
可微的. 令 A 是小于 n 的一个正整數，假设映射 G : 0-^ R 4 也是连飨可微的.定义 

S = \x ^ 0\ G(x) = 0j * 

假设 S 中的点《是函數 

/： S—R 

的一个极值点，且 Ax / i 矩阵 

DG(u) 有板大秩， 

則存在 A 个数 A , ，…， A t ， 使得 

k 

▽/(«> = 5 > 凡 （《). 

1-1 

证明 $n = m+fe 以及把 R " 中点写成（*，少），其中； relT ， jeR *, 因为由假设 fcxa 矩 
阵 DG («) 有秩如有必要，我们可重标分量，使得在点 n = ( x 。， 八）处 fcxJt 矩阵 


(17 - 49) 

(17, 50) 



330 


第 P 幸 


D y G ( x 0 t y 0 ) 是可逆的. （17.51) 

根据隐函数定理，存在 IT 中的点X。的一个邻域 j\/ 及一映射恥^ R 4 ，使得:且 

C( xXjt )) = O t x e M . (17,52) 

这样，映 射少: W 的图形位于约束集 S 内. 

定义一个辅助函数7?:^ R 为 

i7(x) =/(:，少 (*)) ， x e 

因为 Y 是宄"的一个开子集，％是函数的一个无约束极值点，所以 
_ V”(x 0 ) = 0. (17.53) 

因此，从函数的定义及链式法我们有 

1/(欠。，少。） + 1/(»。，^。）^¥(太。>= 0 . (17.54〉 

另一方面，对恒等式 （17.52) 求导得 

D,G( jc 。 山） +D,G(x 0 ,^ 0 )D^(x 0 ) =0. (17.55) 

但 Axfc 矩阵 D,G(x 0 , j 0 ) 是可逆的，所以由 （17-55) 得 

- [/>,G(jr 0f ^ 0 )]" l D,G(x 0 ,^ 0 ) = Dtff ( x 0 ) , 

把此式代入 （17.54) 得 

V x /(x 0lJo ) = V,/( x 0 , y 0 )\_ D f G ( x 0f y 0 )] l D s G ( x Q t y Q ). (17.56) 

为了验证 （17,50), 首先观察到对 lxA 行矩阵 [A, ，…， Aj, (17.50) 等价于矩阵等式 

写成分量形式为 

▽*■/(:(>，，o ) = [ A 1，…， A* ]D:G( : 0 ，，。 ） ， （17 57) 

定义 

[A t ，…， Aj = ▽，/(x 0 ，， 0 )[D/?(Jt 0 j 0 >]_. (17.58) 

这个定义确保了 （17.57) 中的第二个方程是可满足的，另一方面，方程 （17.56) 断言选出的 
U ,, …， A 4 ] 同样满足方程组 （17.57) 中的第一个 方程. ■ 

公式 （17. 50) 中的 A: 通常称为拉格朗日乘子 （Lagrange multiplier). 

下面给出一个一般拉格朗日乘子定理的直接的推论. 

推论 17.18 设 O 是 R" 的开子集，假设函数 /:0—R 及 R 是连续可微的，定义 

S - U e C? | ^(x) = 0| . 


國 


假设 S 中的点 U 是 /:S — R 的极值点且 

▽g(«) # 0 ， 

則存在一数 A , 使得 

▽/(«)= AV^(ii). (17.59) 

上面推论可应用于关于矩阵特征值的存在性的问理.一个 nxa 的实数矩阵 A , 实数 A 称 


为 A 的特征值 （ eigenvalue ) ,如果存在某个非零点 Jt , 使得 

Ax = Ax . 
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—般来说，可能没有这样的实特征值（见习題 11). 矩阵4称为对称的（町 imnetric ), 如果 A =/ l T . 
对于对称矩阵，我们有下述结果. 

命题 17. 19每个对称矩阵有一个实特征值. 

证明 设 A 是 nxri 对称矩阵.分别定义和 g:5T —R 为 

g ( x ) = <x,x> - 1 和 f { x ) - ( Ax , x ) , Jf e R", 

以及定义 

S = \x e R" I g(x) - 0}. 

S 是由 IT 中模为 1 的所有点组成，所以它是有界闭的.此外，因为 / : R” — R 是连续可微的, 
由极值定理知， /:S — R 在 S 中的点 x 处达到极小值.从上面的推论知，存在有 A, 使得 

V/(x) = \Vg(x). (17.60) 

然而，我们可以明确地计算出 V/(x) 及 VyjO . 事实上，对 i ( l 赛 i 在 n ), 我们有 

dj \ 、 /(x+te^ - f ( x ) 

-^( x ) = lim - 


dx 


<A(jr + te,) f x + te,) - (Ax,x) 
hm - 

教 —o t 

tiAx.e,) + t(Ae if x) + t^iAe^e,) 

lim - 

i-^o t 

( Ax . e ,) + ( x . Ae ,) 

〈 An ) + < A T x ， e 》_ 


因为 A 是对称矩阵，所以 


Bx 


这就得出 


当时，上述公式变成 


把上述结果代 入公式 （17. 60), 我们有 


( jt ) = 2〈An>. 


V/(x) = 2Ax. 


Vg ( x ) = 2x. 


Ax 及 || x || = 1. 

■ 


习题 

1. 求/ +/ =1丨的极小值 • 

2. 用直接检査和拉格朗日乘子法求1/+/丨/+/+^， 6 丨的极大值. 

3. 用直接检验法求 U + y+it I xl + I yl + I z 丨的极大值. 

4. 求 K +/ +/ I 丨的极大值 • 

5. 聆证： 在一般拉格朗日乘子定理的证明中链式法則的应用细节， 

6. a , 6, c 为实数，求 | ax + « I i 2 + / + z 2 <1 丨的极小值，把 ax + 6 y + « 视作 （*， y , O 与 （ a ，6, c ) 的内 

积，给出这个答案的几何解释 * 
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7. 在平面似 + 6 y + « + d =0 上求一点，此点离点 （0, 0, 0) 最接近_ 

8. a f b f c 为正数，在椭球面 

S = {(* ， y’:）e R 5 = lj 

上求一点，它离点 （0, 0, 0>最接近 • 

9. 给出一个例子来说明，如果去掉 VW « i ) 是非零的这一条件，則推论 17. 18是错的 - 

10. 运用迪尼定理给出推论 17. 18在 /I =2情况下的一个证明 • 

11. SE 明： 矩阵 

[: '：] 

无实特征值. 

12. 设 A 是 nx/i 对称矩阵，定义 A 是 

{<Ax ， x> I <x,x> = 1| 

的极 大值，仿照命 an . 19 的证明来 证明： A 是矩阵的特 征值， 

13. 设 P ， 9 为数且 P >1 及 

•_ 证明： 对 R 2 中的（太， y ), 文 >0, y > QRxy ^ l 1 ^ 

〆 / 、 1 1 

—+ 1 — > — + — • 

P 今 P 9 

b . 运用 （ h ) 证明如下不 等式： 若 b »0 t P >1， g > l 及丄+丄=1,有 

P 9 

L ^ 6, 

<ib ^ — + —, 

P 9 

14. a . 对 R 3 中的 （ x , js :)， x >0, y >0, z >0 及 jeyx = l, 证明： 

jc + y + 1 ^ 3. 

b . 运用 U) 证明下述几何平均/箅术平均不 等式： 如 果七， a 3 是正数，则 

(a l a 2 a i )T < ---- 

C . 把上述 n =3的不等式推广到一般的正整数 n . 



第 18 章多元函数的积分 


在第6、7章我们考察了定义在实数的有界闭区间上的函数的积分.我们将在本章 
及随后的两章研究多元函数的积分法.在 18.1 节，我们将考虑定义在 IT 中的广义矩形 J 上的 
有界函数的积分法.第6章中的许多结果，只要稍作改变都可移植于此.事实上，这 
里我们省略了一些证明，因为它们同在一元函数中得到的对应结果完全相似.在 18.2 节，我 
们将考虑连续函数的积分法.将证明定义在广义矩形上的连续函数是可积的.还将引人一个称 
之为若尔当容度为0 咐) 集合的概念，并证明一个定义在广义矩形上并且除去一个若尔当容度为 
0的集合外是连续的有界函数是可积的.这个结果是全新的，即使对一元函数情况也是如此. 
在 18.3 节我们将引进 R " 中的若尔当域的槪念，并考虑定义在若尔当域上的某些函数的积分， 
其中包括连续函数. 

18.1 广义矩形上函数的积分 

前面介绍过，如果 /==[«, M 是实数的一个有界闭区间， m 是正整数及 p = 卜。，…，*„| 
是 m + l 个实数，满足 

a = x u < < •^ < x i < < x m =6， 

则/ " 称为是 [ a , 6] 的划分 （ partiUon ). 对介于1和 m 之间的每个下标 i , 区间 [*,_,， 称为划 
分 P 的区间.我们定义区间 /=[ fl , 6] 0 的长度是 6- a . 

设 n 是正整数，对介于1和 n 之间的每个下标 i , 令（=[七，是实数的有界闭区间，这 
些区间的笛卡儿乘积 

/ = /] x … x /. x *** x / ft = | x = (*, t *„) e R # I e / M 1 ^ i ^ n\ 

称为广 义矩形 （generalized rectangle ), 为方便起见，我们辑定区间是 f 的第 i 个边 （ edge ) •定 
义 f 的体积 （ volume , 记为 vol jf ) 是它的 n 个边的长度的乘积，即 

興 

voi / = n …]. 

i=i 

当 n = l 时，体积仅是长度，当 n =2 时，这个体积称 为面积 （ area ). 

定义 给定一个广义矩形… x ( x … x /。， 对介于1与 n 之问的每个下标£,令 
是第 i 个边人的一个划分.所有形如 

J = 人 X…X /‘ X…X 人 

这样的广义矩形（其中人是划分 A 中的一个区间）的集合称为/的_个划分，并记为 

( P ,, …， PJ . 

考虑平面 R 2 中的矩形 [ a ， 6] X [ c , d] y 令/ *, = U a ，…， *«丨 和/% = ly 。 ，…， AI 分别是 
[ a，6] 和 [c ， rf ] 的划分，定义 P 2 ). 那么 


O 除非有明磯的说明，否刪我们总是假定区间/=[11, 4] 是非退化的，即 a <6. 
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^ vol/ 


j 违 i 1^1 

Kit 

iTl 


I - y>-il 

l -^ i - i]}^y - r y -l ] 


= 5^ I [6 - a] I [y ; - y hl ] 
=[fr - a] [ y } - y y _,] 


= [6-a][d-c] = vol /. 

用归纳法可证明上面公式对一般的情况也 成立： 对每个自然数《，如果 P 是 R" 中广义矩形 
/的划分，则 


vol / = ^ vol /* 


(18*1) 


上达布和与下达布和 


现在假设 /:/—R 是有界函数，它的定义域 J 是广义矩形， P 是/的一个划分.对划分 P 中 
的广义矩形/，定义 

^ infl/U ) \ X b J \ 及 M { fJ ) = sup |/( Jt) \ X ^ J \. 

然后定义函数 /J— R 关于划分 P 的下达布和（记为 L { f ， P)) 为 

L { f t P ) = ^m(/,7)vol7, 

及定义函数 /J—R 关于划分 P 的上达布和（记为 U ( f ，/»)) 为 

引理 18.1 令 /J—R 是广义矩形 J 上的有界函數，假设两个教 m 和胂具有如下性 质：对 
/中所有的 JC, 

m ^ f ( x ) 矣 Af. 

那么对 J 的任一划分 P， 

m vol / ^ L ( f 9 P ) « U ( f 9 P ) ^ M vol /. (18.2) 

证明令 p 是 j 的一个划分，对/内任一广义矩形 j ， 显然有 

m 在 inf{/(jf) I x e /f = m(/ ， J) < = sup|/(x) I x e /[ ^ 

所以 

m vol J ^ ro{/,7) vol J ^ 好 （/，J)vol 7 ^ M vol J . 

对划分 P 中所有的广义矩形 •/ 求和，并用体积和公式 （18. 1) 推断出，不等式 （18.2) 成立. ■ 
给定广义矩形/的厂个划分？=(&,•"，尸 J ， 及另一个划分 =( fV, …， P；), 

称为 p 的一个加细，如果对介于1和 n 之间的每个下标 i, /^是6的一个加细.注意，如果 
是 P 的一个加细，则 （i)P_ 的每一个广义矩形 J 恰好包含在尸的某个广义矩形内， （H) 给定 
P 的一个广义矩形人则尸 _ 中那些包含在 J 的全体广义矩形导岀 J 的一个划分，记为 
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由上面这两个性质可得到如下关于下达布和与上达布和的分配 公式： 

乙(/，广）= 5>(/，广（乃）及 "(/, 广）= Yy ( f , P m U ))^ 08.3) (472) 

/cf fTr 

引理 W . 2( 加细引理）假设 /:/— R 是广义矩形 J 上的有界函數.设尸是/的一个划分， 

P •是/>的加细，则 

UAP ) ^ L ( J ， P .) 矣 U ( J ， P . ) ( U (/ t P ). (18.4) 

证明设•/是 P 的广义矩形， 〆 （•/)是广在/内导出的划分.把</当作/,从引理 18 . 1 推出 
m(/,/)voI7 ^ L(f y P' (/)) ^ V{f y P' (/)) < M{fJ)yo\J. 

如果对 P 中所有广义矩形•/上的这些不等式求和并运用分配公式（18.3)，我们便得到不 
等式 （18.4). ■ 

对实数有界闭区间/的两个划分尸与广，通过取由至少在这两个划分之一内的所有的划分点 
组成的一个划分，我们得到一个划分.这个划分称为两个给定划分的公共加细，意即它是 P 与厂 
的加细.类似地，假设 P 与 F 是『中的广义矩形/的两个划分，分别记为 /* = (/>,, …， PJR 

O . 对介于1和《之间的每个下标 i ， 选取 G 是弋及 P : 的公共加细，并定义 
P W = ( G ， …， P ：), 则，是/的一个划分，它是划分尸与产的公共加细.公共加细的存在对 
建立下面的命题是必要的. 

命题1札3假设 /:/— R 是广义矩形/上的有界 函教. 对/的任意两个划分 JP , 与尸 2 , 

Lif ^ P ,) « UiJ t P 2 ). 

证明 选取 P 是两个划分/与匕的公共加细.由加细引理得 

Uf . Py ) ^ M /， 尸）在 W ) 矣 IKfU . ■ 

上积分和下积分 

定义设 /:/ — R 是广义矩形 J 上的有界函教‘定义/在/上的下积分（记为八/>为 

\ f = supU (/ ? P ) I 尸是广义矩形/的一个划分 I . (18.5) _ 

定义 / 在 / 上的上积分 （记为 （1/) 为 

f 产 inf | t /(/, P ) 丨尸是广义矩形/的一个划分 I . (18.6) 

引理 18.4 设 /: f — R 是定义在广义矩形 /上有 界函數，则 

jf - (18.7) 

证明 设/*是/的一个划分.由引理 18.3 知， t /(/, P ) 是/的下达布和集合的一个上界. 

因此，由上确界的定义知 

//« V ( f t P ). 
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由此不等式知 ， f /是/的上达布和的一个下界.从而由下确界定义知 

J / 


1 /^ 1 / ■ 

例 18 .S 设/是一个广义矩形， c 是一个实数，定义 /:/— R 是常值函数，假定它在/的各 
点的值是常数^那么/: /— R 是可积的且 


j / = c vol /. 

这可直接由定义推出.事实上，如果尸是/的任意一个划分，则对^的一个广义矩形我们有 
m(/ f J ) … M ( f , J )， 所以由体积公式 （18.1) 得 


[(/，）= ^ c vol / 


vol I = 


^ vol / - U ( f，Ph 


这样，下达布和的集合仅为一个数 C vol /, 同上达布和一样.由上积分和下积分的定义知, 


\m r } 

J / = c vol / 及 J / = c vol /. ■ 

例 18.6( 狄利克雷函数）对广义矩形/，定义为 

" 、_ fl 若 X 有一个有理分量 

J\X) — < 

lo 其他. 

注意到每一个广义矩形包含具有有理分量的点没有有理分量的点，因为 R 中有理数与无理数是 
稠密的.因此， 如果/ >是/的一个划分，则由体积公式 （18. 1) 知， 

£(/，戶 ） = 0 及 U ( f t P ) ^ vol I . 

所以下达布和集合仅由一个数0组成，由上确界的定义得， 


// = ° - 

另一方面，上达布和集合仅由一个数 voir 组成，由下确界的定义得 


J ,/ = vol f ■ 

定义设 /:J — R 是广义矩形 J 上的有界函數，我们称 / : f 4 R 是可积的，或/在 J 上是可 
积的，如果 


!/=[’• ‘ 

当上式满足时，函数 R 的积分（记为 j |/) 定义为 

!/ m // = / / 

在例 18. 5 我们已经看到函数 /:f—R 是常值 C 时是可积的，且它的积分等于 C vol 在例 

18.6 中，我们也看到狄利克雷函数是不可积的. 
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阿基米德-黎曼定理 

上面关于可积性的定义和积分的定义是 6. 1节中对一元函数定义的概念的直接推广.同样 
阿基米德-黎曼定理也可以推广到多元函数上. 

定义设 /:/—R 是广义矩形上的有界函数 * 对每一个自然数 I 设/\是/的一个划分， 
划分序 列丨匕 丨称为是函數 /:/—R 的划分的阿基米徳序列， 如果满足 

Hm[(/(/,P A ) _L(/，/\)] = 0. 

k 

第6章中用来证明引理 6.7 及阿基米德-黎曼定理的论据都可以直接推广到定义在广义矩 
形上的有界函数上，我们把这留作练习.读者可以仿照第6章中的证明给出下面定理的证明. 

定理 18.7( 阿基米德-黎曼定理） 设 /:/—R 是广义矩形/上的有界函數.那么/在/上是 
可积的当且仅当对 /:/ — R 存在一个划分的阿基米德序列.而且，对任一划分的阿基米德序列 

I 户丄 

] im /.(/, P A ) = \f 及 limt /(/, i \) = f / (18.8) 

h Ji Jt-*_ Ji 

例 18.8 对 R 2 中的矩形 /=[0, 1] x [0, 1]， 定义 

" 、 f 1 若（太， y) e /，；T > 太， 

lO 若 （ x ， y) e t 

我们运用阿基米德-黎曼定理来证明函数是可积的.对一个自然数 t 设匕是把区间 
[0, 1] 划分成 A ： 个长为 1/ A 的区间的划分，并定义 J 的划分匕为/* 4 = (/\, P 4 ). 注意在和 
V(/ t P k ) - UJ 、 中唯一可能是非零的项是在中的矩形与 J 的对角线相交的那些项（如阁 
18. 1所示），它们中每一个都是 1/ A 2 , 而这些矩形的总数小于 2 A ， 因此 

U ( f , P h ) - L ( f f P k ) < j -. 



X 



图 18. 1构造一个划分的阿基米徳序列 
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_ 


从而 

iim [ U(/ t PJ - L { f , P k )} = O t 

因此，由阿基米德-黎曼定理得， — R 是可积的. 

例 18.9 对 R 1 中的矩形 J = [0, 1] x [0, 1], 定义 /:/— R 为 

/( U ) = e /. 

我们用阿基 米德- 黎曼定理证明 /:/— R 是可积的， 且 [/ = l /9. 事实上，对 自然数 设匕是 

把[0, 1] 划分成 A 个长为 1/ A 的相等区间的划分.并定义匕=(匕， P k ). 在/\中每个矩形 •/ 
的面积是 1/ A 2 . 而且对介于1和 fc 之间的下标 i 与/,如果 

叫 1 i 1 ， +卜 ¥，|]， 


则 


m { fj ) 


从而 


u ( LP k ) 




¥ 

U 


\ 9 * / \J * / 

k 4 

-及 

t 

I j 



k(k + l )(2 k + l ) 4- 

6 


[ [ k(k + 1)(2* 

+ 0]1 


.2 ^ 
LL 


f 2fife(A + l)(2fc + 1) 

1 1 ~ V - 


6 




类似地有 


这样， 


Lif，P k) = 沪 ！ - 」 )(々少 —- L )] 广 


\iTnU(f 9 P k ) = +及 liniL(/ ， i\) = 

k y k' *m y 


因此， I / M 是 /:/— R 的一个阿基米德序列.由阿基米德-黎曼定理知， /:/ — R 是可积的，且 


f / = \ imU ( f 9 P k ) 

Ji k-*m 


9 


■ 


下面的定理叙述一个 准则： 如何对函数/:/ — R 建立阿基米德序列. 

定理 18.10 设 /:/— R 是广义矩形/上的 有界 函教，則下述两个断 言是等 价的： 

( i ) 对 /.•/— R , 存在一个划分的阿基米德序列. 

( ii ) 对每个在>0,存在/的划分/»，满足 

t /(/， 尸）- Uf 9 P ) < e . 
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证明先设 （ i ) 成立.设彳匕！是对的划分的一个阿基米德序列.为证实 （ ii )， 取 e 
为任一正数.由收敛序列的定义知，存在下标 A , 使得 i /(/， P k ) -L{f t P k ) <e. 这样，只要 
取 尸= 1 \就有</(/， P) - M /, P) <e f 因此 （ ii ) 成立. 

再设 ( U ) 成立.设 A 为自然数，则取 e = l / A ， 根据 ( ii ) 存在划分/>，使得"(/， P) ~l(f, P) < I / A . 
选这样的划分，并记为/ V 这样躭定义了广义矩形 f 的划分序列 liM ,它是阿基米德序列，因为 

0 < lim [ t /(/， P *) - L (/, PJ ] < liml/Ar = 0. ■ 

A 一 • 

积分的可加性、单调性和积分的线性性 

在第6章我们证明了定理 6. 12,它 断言： 如果函数/: [ a ,6] — R 是可积的及 c 是开区间 
( a , 6) 内一点，则限制/于区间 [«, c ] 及 [ c ， fc ] 上也是可积的且 

= // + 

我们需要这个结果的下述推广，同时还需要它的逆定理. 

定理 18 . 11 ( 关于划分的可加性）设 / : /—R 是定义在广义矩形 J 上的有界函数.设尸是/ 
的一个划分，則函数 /:/— R 是可枳的当且仅 当对尸 中每一个广义 矩形人 /在/上的限制 
/J — R 是可积的，在这种情况下，有 





(18.9) 


证明首先假设对 P 中的每一个广义矩形 J ， 函数 R 是可积的.我们运用阿基米德_ 
黎曼定理证明是可积的.假设在划分/•中有 m 个广义矩形.设是自然数，运用阿基米 
德-黎曼定理及定理 18. 10中的准则 （ ii ) 知，对 P 中每个广义矩形 J ， 可选取一个划分尸 〆 •/)， 


使得 


«/(/，“•/)) -L(f t P k (J)) < ^ 


选取/\是/的划分，它包含所有那些在 P〆 /) 中的广义矩形，由分配公式 （8.13) 及细分引 
理得， 


U(f ， p k ) -L(f,P k )^ ^U(f f P k (J)) -L(f f P h U)) 


km h 

从而， 

\im[ U(/ f P h ) -L(f 9 P k )] = 0 fl 

4-*_ 

因此，由阿基米德-黎曼定理得，函数/在/上是可积的. 

反之，假设函数 — R 是可积的，由阿基米德-黎曼定理知，对 /:/— R , 存在一个阿基 
米德序列 IJM . 运用细分引理，我们可以用/\与/>的细分来代替/ V 对每个自然数 I 注意 
到，如果！％(•/〉是 A 在 P 中的广义矩形/导出的划分，则 

U(f t P k (J)) -L{f t P k {J)) < V{f,p k ) -L(f t P h ), 



这样，对户中每一个广义矩形/，划分序列丨 &(■/) 丨是 /:•/ — R 的阿基米德序列，因此，由阿 
基米德-黎曼定理知，/在■/上是可积的. 

现在只剩下证实公式 （18.9). 但是我们有如下达布和的分配 公式： 

Uf ， P k ) = ^ L (/ f P k ( J ))^ 

/Ef 

根据阿基米德-黎曼定理，划分的阿基米德序列对应的下达布和收敛于积分值.这样 

J/ = limL(/,P t ) = lim ^ L(/,F 4 (/) ) = ^J^/. ■ 

在 6. 3 节我们用细分引理及阿基米德-黎曼 k 理对一元函数的 k 分证明了积分的单调性及 
线性性.现在我们把这些留作练习，建议读者重温对一元函数的积分的那些证明（定理 6. 13及 
定理 6. 15)，然后给出下述两个定理的证明. 

定理 18.12( 积分的单调性） 假设函數 II 及 gd—R 是可积的，这里 f 是 IT 的一个 
广义矩形，且假定对 J 中的所有点 X ， 

Ax ) ^ g ( x ). 

则 

1/^ i g ' 

定理 18.13( 积分的线性性） 假设函数 / J — IR 及 R 是可积的，这里/是 R " 的一个 
广义矩形-则对任意两个实教《，泠，函数 + 仍是可积的且 

上 [a/ + 你 ]= aj^f + fijg. ( 18. 10) 


达布和的收敛准则 

在第7章我们对/的划分引进了间隙这一概念，并证明了对一元可积函数 / J—R ,其中/ 

是有界闭区间，/的一个划分序列丨匕丨是对函数/: /— R 的划分的阿基米德序列，只要满足 

limgap P k = 0. 

k—*m 

这一结果可以推广多元函数.为叙述这一推广我们需要一些定义. 

定义 对 R _ 的有界子集 D ， 的直径（记为 diam D ) 定义为 

diam D s supj dist(u,v) I u，v e D\ . 

注意，对于实数的有界闭区间 / = U ，6], /的直径就是它的长度.因此，由 H " 中两点间 
的距离的定义直接得出，如果广义矩形 J 是如下的笛卡 儿积： 

/ = [ a , ， 卜 ] x … x [ a , 人]， 

则 

diam I = ^/(b l - «,) 2 + ••- + (6„ - aj 3 , 

即/的直径是点 （h ，…， 与点 （6,, …， M 之间的距离. 

定义 对 IT 中的广义矩形 / 的一个划分我们定义 P 的间味（记为 gap P ) 为尸中 的所有 
广义矩形直径中的最大直径. 

不难验证，对 R A 中的广义矩形/的划分 P ， 如果 P = ( /…尸则 
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gap P = ylgap &]「+•■• + [ gap Pj 1 ^ 

下面定理的证明与一元函数情形（定理 7. 12) 的证明完全类似，因此，我们把证明留作练习. 
定理 18.14( 达布和收敛准则）设 J 是广义矩形，函數 /:/— R 是可积的.设丨是 J 的 
一个划分 序列. 如果 

limgap P k - O f 

則丨是 /:/ — R 的阿基米德序列且 

= (7 及 = f/ 

k *• Ji Jf 


习鼉 

1. 对 IT 中的广义矩形 / 及数6>0, 证明： 存在 J 的划分 P ， 使得 gapP <& 

2. 设 J 是广义矩形及函数 /:/ — R 是可 积的. 设是 J 的一个划分的阿基米德序列.问条件 

limgap P h = 0 

是否是必要的？ 

3. 对例18,8,求出 V ( f ， 与尤(/，/\)的精确值. 

4. 用阿基米德-黎曼定理计算例 18.8 中函数的积分值. 

5 . 设/是 IT 中的广义矩形，假设函数 — R 是可积的_假设当 Jt 是/中的点且有有理分董时， /< jt ) 癸 0. 证明 

卜 0‘ 圓 

6. 证明： R _ 中的任一广义矩形都包含一个有有理分置的点和一个没有有理分量的点. 

7. 对平面 R 3 上的广义矩形/=[0,〖] x [0, 1], 定义 

'5 若 （ x , y ) e / 且其 > — 

f ( x 9 y )=, 

1 若 （ u 0 « / 且欠 《 

运用可积准剡证明 /:/4 R 是可 积的. 

8. 对 IT 中的一个广义矩形/的划分 P =( 尽 ，…， PJ , Ife 证公式 

gap P = ytgap P { Y + ― + [gap P m ] 2 . 

9. 设 f 是 R 2 中的一个广义矩形，假设， / — R 除在 J 中一点 x 外其值为0, 证明： /: J — R 是可积的且|/ = 0.同 
样结果对中的广义矩形/成立吗？ 

10. 设 J 是 R 2 中的一个广义矩形，假设有界函败 /:/— R 在/的内部的值是 0. 证明： / J — R 是可积的且|/ = 0. 

同样结果对中的广义矩形 J 成立吗？ 

11对平面 R 2 中的矩形 J = [0, 1] x [0, 1], 定义函数， /— R 为 

/(^ p . r ) = xy , ( x 9 y ) & /- 

运用达布和收敛准则计算 

12. 对平面 R 2 中的矩形 J = [0, 1] x [ -〗，0]，定义函数 R 为 

f ( x , y ) = ( x ， y ) e /• 


运用达布和收敛准则计算 
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13. 对平面 R : 中的矩形/=[0, 2] x [0, 定义函数 /:/— R 为 

= ^ + 2y f (x,y) s /. 

运用达布和收敛准则计算 

14. 设/是 r 中的广义矩形，假设函数 — R 是可积的.设数 w 具有如下 性质： 对 J 中所有的 X ， 1/( Jr ) I (At 
证明： 

J y * ^ A # • vol /* 

18.2 连续性与可积性 

本节将证明在广义矩形上连续函数是可积的.然后将证明一个更一般的结果：广义矩形上 
[4821 的有界函数不一定连续，但仍可积. 

我们证明了定理& 18:有界闭区间上的连续函数是可积的，证明依赖于两个基本 结果： 
一个在有界闭区间上的连续函数 （0 取得极大值与极小值及 （ ii ) 是一致连续的 • 但是推论 11.23 
及推论26分别把这些结果推广到 IT 中的广义矩形上的连续函数 • 这样，我们就得到了把 
引理 6. 17与定理 6. 18推广到定义在广义矩形上的连续函数的一般性结果. 

引理 1&1 S 设 /: J — R 是定义在广义矩形/上的连续函教，尸是/的划分 • 则在划分尸中 
存在一个广义矩形，它包含 点《与〃， 使得如下估计式成立 

0 莓 l/(/ f P) - L(f t P) ^ [/(«) -/(v)]vol/. (18.11) 

证明 设 J 是划分 P 中的一个广义矩形 • 因为 /:/— R 是连续的，根据推论 U.23, /在 J 

上有极大值和极小值，即在•/中存在点 《(•/> 与 vU )， 使得 

f { v ( J )) = m (/ J ) S infl /( x ) \ x e J \ 

及 

f ( u ( J )) = M { fJ ) = sup |/( x ) \ x eJ \. 

因为在 P 中广义矩形数是有限的，所以我们可选取 P 中的一个广义矩形使得 

- m(/ 9 J 0 ) = max[M(f y J) - 

并且定义 

us u(J, ) 及 V s V ( 人） ， 

则对 p 中所有的人 

M{fJ) - m(/J) ^ =/(«) -/(v )， 

因此 

U ( f f P ) 一 U /， 尸）： £ [你⑺ - m (7)] vol /^ 2[/(«) -/( v)]voiy 

/ eP /tf 

[ 4 g 3 ] = [/(«) -/(v) ] ^ vol 7 = [/(«) -/(v) ]vol /. ■ 

根据推论 11. 26, 广义矩形 J 上的连续函数是一致连*续的，即对/内任意两个序列 
卜*1与卜*}，如果 lim < list ( li 4 ， v A ) =0,则 

lim [ f ( u k ) -/(〜）]= 0. 

定义在广义矩形上的连续函数具有的这一性质 蕴涵着 它是可积的. 

定理 18. 16 设 /:/— R 是定义在广义矩形/上的连续函數，则/在/上是可积的 • 
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证明我们用阿基米德-黎曼定理来证明这个定理.设是/的任一划分序列且满足 

limgap P k = 0. (18* 12) 

A —► 

下面证明序列丨是 / 定义于 / 上的阿基米德划分序列.由上面的引理，对每个下标 ft , 我们 
可在划分/\中选取一个广义矩形，它包含《 4 与1\，使得下面的估计式 成立： 

0 « U ( f y P k ) - L ( f , P k ) ^ [/(«,) -/(Fjlvol L (18.13) 

由于 h 与 h 属于 划分匕 的某一个广义矩形，因此 

disi ( u k , v k ) ^ gap P k . 

由这个估计式及 （18. 12) 得， |« t | 与 | vj 是广义矩形 f 中的序列，它们具有如下 性质： 

limdistCu^ = 0. 

但由推论 U . 26知.定义在广义矩形上的连续函数是一致连续的，这样 

lim [/( u k ) -/( v ft ) ] - 0. 

由这一极限与不等式 （18. 13) 推出 

0 ^ Hm[(/(/,P*) - L { f , P k )] ^ Urn [/(«*) -/(v 4 )]vol/ = 0. 

这样，序列丨是/在上的划分的阿基米德序列7根据阿基米德-黎曼定理，/在/上是可 
积的. _ 

为了把定义在广义矩形上的函数的积分槪念到定义在一般集合上的函数，下述关于上面定 
理的推广是十分有用的. _ 

命题 18.17 设/是 IT 中的广义矩形，且假设 /:/— R 是有界的，且它在 J 的内部的限制是 
连续的.则函教 /:/ — R 是可积的. 

证明我们再次使用阿基米德〜黎曼定理.设 a 是自然数，选取/ 4 是包含于/内的一个广 
义矩形且满足（习题 5). 

vol / - vol /* < \/k. ( 18_ 14) 

根据前面的定理，因为/在/的内部连续，所以限制 /:/ 4 — R 是可积的.由阿基米德-黎曼定理 
及定理 18. 10中的准则 （ ii ) 知，存在/ 4 的一个划分使得 

U ( f 9 p k ) - L ( f t p k ) < 1 /L (18. 15) 

选取 J 的一个划分 P : , 使得匕 中的每一个广义矩形都是6中的广义矩形 （ 习题 6). 

我们 断言： 彳 g 丨是/在/上的划分的阿基米德序列.一旦证明了这一点，/在/上的可积性便 
由阿基米德-黎曼定理得到.因为 /:/ — R 是有界的，所以可选取对>0,使得对/中所有的 jt , 

|/(x) I ^ M. 

于是对6中所有的广义矩形/有 

- m ( fj ) «2 M volj . (18 - 16) 

注意， 

Vif . K ) - i (/，0 = U ( j ， p k ) - L (/ f P k ) +£ 4 , (18.17) 

其中^是所有项 [ M (/， J ) - m ( f ， J )] voU 的和，这里 J 是 P : 而不是^中的广义矩形，由估 
计式 （18,14) 与 （18,16) 得， 


E k ^ 2拟 [vol / - vol /J ^ 2 M/L 
由这一估计式、 （ H 17) 及 （18. 15) 得， 
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0 矣 t/(/,P；) - L 、 f ， P， k ) : V{f,P k ) - L(f,P k ) + £, < l/k + 2M/L 

从而， 

lim[t/(/,F：) -L(/,P；)] =0, 

即 IG 丨是/在/上的划分的阿基序列， ■ 

若尔当容度为0的集合 

下面我们将把定义在广义矩形上的函数的积分这一概念推广到定义在更一般的区域上的多 
元函数，为此，首先把定义在广义矩形上的有界函数可能不连续但仍是可积的这一论述进行 
推广. 

对 3 T 的一个子集 S , IT 的子集的集合7称为覆盖 （ C ov «) S , 如果: F 中的集合的并包含集 

s , m 


SQ\J 

定义 IT 的一个有界子集 S 称为有若尔当容度 (Jonlancoment)O, 如果对任一 e > 0 , 存在 R n 的有 
限多个广义矩形组成的集合它覆簋而且它们的体积和小于£，即如果夕=|/,,…，则 

m 

SC g /. 及 vol l i < 

显然，若集 0 的若尔当容度为&，0则及的任/子集的若尔当容度也为 0 . 而且，有限个若 
尔当容度为0的集的并仍是若尔当容度为 0. 为证实这一点，对正整数 A, 设丨&丨，^ 4 是1^的 

个子集的集合，使得每个&的若尔当容度为 0. 我们 断言： 其并 S =匕|叉的若尔当容度为 

0 . 事实上，设 e > 0 , 对介于 1和 A 之间的每个下标；，因为 fi/A 是正数^所以可选择有限广义 
矩形覆盖而它们的体积和小于 s/A. 取这&个有限广义矩形集合的并，我们就得到覆盖 S 
的而它们的体积和小于=& 

例 18. 18定义平面 R 2 中的线段 S 为 

S = | (*, y ) I 0 ^ ^ 1 ,y = «| . 

则 S 有若尔当容度 0. 如图 18.2 所示.为验证这一点，设&>0,则对每个自然数 Jk , 设 
1/山彳 u 是灸个定义为 

/j = [ 7_ T 1 * t ] x [ i T Ll f ] 1 

的广义矩形的集合.显然，这些广义矩形的集合覆盖了集 s. 这些矩形的每一个的面积为 l/Jt 2 , 所 
以它们的面积和是 14 . 如果选取 1/A< e , 则 s 被有限个广义矩形所覆盏，而它们的面积和小于 4?. 

■ 

例 18. 19定义 R 3 中的集合 S 为 

S = { ( x 3 y 9 z ) I 0< x ^ l f 0^ y « l t z = 4[ , 

则 S 的若尔当容度也为 0. 为验证这一点，再次设&>0,则广义矩形 

/ = [0,1] X [0,1] X [4 - S /3 A + s /3] 

包含 S 且体积为 2 s /3 < s . ■ 
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定理 18.20 设 /:/ — R 是定义在广义矩形/上的 有界函数， 如果 /:/一 - R 的不连续 点集有 
若尔当容度0， 则 /在/上是可积的_ 

证明我们用阿基米徳-黎曼定理及定理18_ 10中的准则 （ ii ). 设 c >0, 必须找到/的一 
个划分使得 

{/(/，/>)- £(/,/*) < 

因为函数 /:/— R 是有界的，所以我们可以选择一个数 W >0, 使得对/中所有的*, 

1 /(*) 1 ^^- 

设 D 是/中使函数 /:/— R 不连续的点集，因为 c /4 Af 是正数且/>有若尔当容度0,所以我们可 
选择一个由有限个广义矩形组成的集合7覆盖公，而这些广义矩形的体积和小于€/4舦我们 
假设，中的每一个广义矩形是/的子集. 

对介于1和 n 之间的下标 i , 定 义弋是 /的第 i 个边的划分，它包含所有 f 中的广义矩形 的第/ 

个边的端点.定义尸=(尸，，…， P n ). 划分 P 有如下 性质： 7中的每个广义矩形是划分 P 的广义矩 
形的并.我们把划分 p 中的广义矩形分类，当它包含在^■中的广义矩形中时，记为 7(, …， A ， 当 \m 
不具有上面的性质时，记为…，人.因为: F 中的广义矩形的体积和小于 e /4 M , 所以 



因此，由 M 的选取得， 

Y [^(/,7；) ^ X 2M * vo1 r < T * 08.18) 

iT\ i-l ^ 

另一方面，对介于丨和 m 之间的每个下标 i , 因为广义矩形 U :， …，覆盖而函数/: J.—R 
在人的内部是连续的.这样，由命題 18. 17知，/:人― R 是可积的，所以由阿基米德-黎曼定 
理与定理 18. 10中的准则 （ ii ), 我们可选丨的一个划分 P f . 使得 

UiAP ,) - L ( f , P .) < OS . 19) 

选取是划分 P 的细分，使得对介于1和 m 之间的下标 i ， 导出人的一个划分，它是 A 的细 
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分，则由细分引理得， 

( m 

TT \ 

+ m [^] = 5 * 

上面的定理是命题 18. n 的一个推广，因为（习題 9) 广义矩形的边界有若尔当容度 0. 


Y[u(/ f p t ) -w‘）] 


习题 


\(x 9 y) e R 2 II ^1 +1 rl 


n pr 若尔当容度 0. 


1. 对正数 a 、 A , 证明： 椭圆 

有若尔当容度 0. 

2. 证明： 实数的集合 {+1 « 

3 - 证明： 椭球 

{ (x 9 y f z) € R 5 1 0^x^l f 0^y^l f y = z> 

有若尔当容度 0. 

4- 对 IT 的子集 S ， S 的特征函教 （ChamcterUtic function ) 为太： IT — R ，定义为 

/ 、 fl 若 JT e S 
iO x^5. 


证明： 特征函数 I 的不连续点集由 S 的边界组成. 

5 . 设 J 为 ST 中的一个广义矩形及 C >()• 证明： 存在一个广义矩形 J ， 它包含 在/的内部且 使得⑽1 I - 
vol J < e * 

6 . 设 j 与 j 是 IT 中的广义矩形且 J 包含在 J 的内部.给定^/的一个划分 P , 证明： 存在 J 的一个划分使 
得 P 中的每一个广义矩形也是 P ' 中的广义矩形. 

7. 设 4 = UeR I 0在戈在1|及 B = f ( jr ， r ) e » 2 I 0姿: r 名1 ， y 证明： 4 没有若尔当容度 0. 但 fl 有若尔 

当容度 0. 这是否有矛盾？ 

象设1« 4 |是中的一个收敛序列 • 证明： 集 UJ * eN 丨有若尔当容度 0. 

9. 证明： 广义矩形的边界有若尔当容度 0. 

10. 设/是 IT 中的一个广义矩形，函数 /:/ — R 是连续的.假设对 J 中所有的点 x , 恒有 /( x )>0. 证 明：若 
|/ = 0,则对 J 中所有的点: r ，/(*) =0. 问这里的连续性是否必要？ 

18.3 若尔当域上函数的积分 


在一元函数积分的研究中，我们只需讨论定义在有界闭区间上的函数.对于多元函数，广 
义矩形并不起主导 作用： 有必要讨论一般的定义域上的多元函数的积分. 


函数的零扩张的可积性 


定义对 IT 的有界子集/>及_个有界函数力 D — R ，如果/是一个 包含/ >的广义矩形，我 

们定义 / : D — R 到/的零扩张 （ zero - extension ， 记为 — R ) 为 

f { x ) = 如果 x 在£)中 

_ lo 如果 JC 在/\ D 中. 
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/: 到/上的零扩张如图 18.3 所示. 


R 



R n 


图 18.3 /:D—R 到 f h 的零扩张 

定义 设0是 IT 的有界子集，并设函数 /:/)— R 是有界的.函教 — 称为 可积的 ，如 
果存在一个包含 D 的广义矩形/,而/的零扩张 /:/— R 是可 积的. 在这种情况下，我们定义 

(18.20) 

有必要证明上述定义是无歧义的，即与含 Z ? 的广义矩形/的选择是无关的.为做到这一 
点，我们首先确立在是一个广义矩形时，上述定义无歧义. 

引理 18.21 设/: /— R 是一个定义在广义矩形《/上的可积函教，而/是一个包含 J 的广 

义矩形， 則 /:/— R 是/到/的零扩张是可积的且 

1 / = // 

证明 对介于1和 n 之间的每个下标；，/的第 i 个边是[七， &.], 而•/的第 i 个边是 A :] 
考虑区间[«•， 6,] 的划分& = | a _, <，6:，， 尸 = (/>•, …，尸,）是/的一个划分，它具有性 

质：它包含广义矩形,而且，对中非/的每一个广义矩形 限制 /: R 在，的内部 

是 0. 由命题 18. 17知，函数 — R 是可积的，而且不难知= 0( 习题 5) .从积分按划分 

的可加性（定理 18. 11) 知， /—R 是可积的当且仅当它的限制 /:/ — R 是可积的且 

// = % r \J = // = //• ■ 

为了证明前面/在一般有界集 D 上的积分定义是完全确定的，设/,与/ 2 是两个包含 I ?的广 

义矩形.定义/是/,与/ 2 的交集.由引理〗 8.21 知，函数 — R 是可积的当且仅当 
是可积的，在此情形下，有 
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及函数/: R 是可积的当且仅当 /:/— R 是可积的，在此情形下，有 

\J = 1/ 

从而， — R 是可积当且仅当 R 是可积的，在此情形下，有 



这样就得到上面的可积性与积分的定义是无歧义的. 

积分的单调性与线性性 

定理 18.22( 积分的单调性）设 I ?是 IT 的一个有界子集，假设函数 — R 和 — R 是 
可积的且对/> t 所有的点 X ， 

f(x) ^ g(x) , 

则 



证明选取/是包含 D 的广义矩形.对/中所有的点 X , 

/( X ) ^ g ( x) t 

利用定义在广义矩形上的函数的积分的单调性（定理 18. 12) ， 

L f = 1 /^ = //■ ■ 

定理 18.23( 积分的线性性）设 D 是 R " 的一个有界子集，假设函數 —R 和心 D — E 是 
可积的.則对任意两个數 a 与泠，函数 a / + 细： D —R 也是可积的，且 

\[of + fig ] = + 卩 f , (18.21) 

证明设 J 是包含0的广义 矩形. 观察到 0 J / + 沏 : D — R 到/的零扩张是 a /+ fig ： I -^ R . 
_ 由定义在广义矩形的函数的积分的线性性（定理 18. 13), 

f D Loif + fig] = = a j D Hf D & ■ 


若尔当域 


对于定义在 IT 的有界子集 D 上的连续函数，它的零扩张的不连续点集包含在 D 的边界中 
(习題 6). 这样，因为根据定理 18.20 知，一个定义在广义矩形上的有界函数是可积的，如果 
这个不连续点集有若尔当容度0,所以我们把注意力集中在 R " 的下类有界子集上. 

定义 R " 的有界子集 D 称为若 尔当域 （Jordan domain ), 如果它的边界有若尔当容度 0. 
定理 18.24 令 D 是 IT 的一个若尔当域且函數 — R 是有界的.如果 / : Z ) — R 的不连续 
点集有若尔当容度0,则 / : D — R 是可积的. 

证明选取 J 是 R B 中的一个广义矩形且包含域必须证明/的零扩张 — R 是可积的.根 
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据定理 18. 20,只要证明/:/ — R 的不连续点集有若尔当容度 0. 但是对 D 的内点 X ，当 /: D—R 
是连续的，则零扩张/在点 JT 处仍是连续的，因为存在 x 的一个邻域，在其上， /:/— R 完全同 
于 /:/) — R . 另一方面，当 Jf 是的外点且属于/时，存在一个 Jr 的邻域，/在此恒为0,所以 
/：/-. R 在点 x 处是连续的.这样，/ R 的不连续点集包含在 D 的边界及 — R 的在 D 的 
内部的不连续点集的并集内 • 由假设知，这两个的每一个都有若尔当容度0,因此它们并集也 
有若尔当容度 0. ■ 

可积函数的图形 

为使上述定理有用，必须提供准则用以判断一个集合是否有若尔当容度0,下面命埋与它 
的推论就提供了这样的准则. 

命 JSU 8.25 设 J 是 R " 1 中的一个广义矩形，假设函數 — R 是可积的，则 R " 的子集是 
由茗:/— R 的图形组成， 

\(x t g(x)) e n x 6 /} 

有若尔当容度 0. _ 

证明设 e >0. 根据阿基米德-黎曼定理和定理 18. 10的准则 （ ii )， 存在/的划分满足 
U ( g , P ) - L { g t P ) < s r 6 P 

^[M(g t J) - m(g,J)]\o\ J < e, (18. 22) 

这里对 P 内的每个广义矩形人 

- supi 度 （ AT) 1 4 ： G 71 及 m ( g , J ) = inffg(jf) I X e 7{. 

对尸中的每个广义矩形 J , 笛卡儿积广义矩形/>, M ( g ， /)] 是 R " 中的一个广义矩 
形，且由达布和的定义知，当/在户内变化时，的图形包含在这个笛卡儿积的并中 • 

不等式 <18. 22) 精确地说明这些积的体积和小于〜因此这个图形有若尔当容度 0. ■ 

推论18,26设 D 是『- 1 中的若尔当城，设函数 / : D 4 R 是有界的，且 / : D — R 的不连续 
点集有若尔当容度0,则 FT 的子集由/:汐 — R 的田形组成， 

\(xj(x)) g R" I jc e Z)| 

有若尔当容度 0. 

证明设/是包含0的广义矩形.由于 /:0-> R 是可积的， R 到/的零扩张 

也是可积的 • 由命題 18.25 知，的图形有若尔当容度 0. 因为 /: i > — R 的图 形是/ 

的图形的子集，所以 /:/) — R 的图形也有若尔当容度 0. ■ 

例 18.27 下面的 R 2 的子集是若尔 当域： 

I (x f y) I * 2 + / < 1 1 ， { (x t y) I * 2 + y 2 ^ 1 j • 

事 实上， 这两个集的边界是单位圆 S = |(*, y) I = 所以必须证明 S 有若尔当容度 

o . 但是 s 是两个定义在 [ -1， U 上的连续函数的图形的并集 • 由上面推论知，这些图形中每 
—个都有若尔当容度0,因而其并集也有若尔当容度0。 ■ _ 
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例 18.2«对 c >0, 在 R 3 中定义圆柱体 C 为 

C - | (*, y , z ) I ** + y 2 ^ 1,0 < z ^ c | 

我们断言 C 是若尔当域 . 事实上， C 的边界是顶部 | u ， y ， z) I ?+〆 在 1, 2=cU 底部 IU, 
y f r) I * 2 , z =0} 及侧面丨 （*, y, 2 ) I % + y 2 = 1 0 矣 2 矣 c} 的并. 因为顶部和底部每一 

个都是若尔当域上的常值函数的图形，所以顶部与底部有若尔当容度 0 . 侧面可写成 

| («,y, 2 ) 1-1 ^ ar ^ 1 ， 0 名 2 矣 c,y = ± -/l^- x 1 1 . 

由于这个集合是两个集合的并，而它们中的每一个是定义在矩形上的连续函数的图形，侧面有 
若尔当容度0,因此 C 是若尔当域. ■ 

上面三个例子描述了检验 R ° 的子集 D 是若尔当域的一般 方法： 只要证明 D 的边界是有限个 
/»-1元可积函数的图形即可.特别地（习題 1), 1 T 中的任一广义矩形和任一开球都是若尔当域. 

积分的可加性 

为了给出域上积分的可加性的一般结杲，我们建立下面的引理. 

引理 18.29 设 /: f — R 是广义矩形/上的有界函數且具有如下 性质： 存在/的子集 S , 它 
的若尔当容度是0,使得对/\ S 中所有的点 X , 

Ax ) = 0. 


則 — R 是可积的且 J |/ = 0. 

证明首先容易看到，由于 S 有若尔当容度0,因此 S 的边界也有若尔当容度 0( 习题 
12)，这样， S 是若尔 当域. 而且，函数 / J — R 是函数/: S — R 的零扩张.由于函数 /: f->R 
在 J 中 S 的外点上是连续的，因此函数 /:/_ R 的不连续点集有若尔当容度0,从定理 18.20 的 

证明中知， R 是可积的，所以仅需证明 J |/=0. 这等价于证明对每一 ^0， 

- « < J f / < e * (18. 23) 

设 e >0, 从定理 18.20 的证明知，不难找到 J 的一个划分 P ， 使得 

-s < L(f 3 P) < U(/,P) < c, 

因此 （18.23) 成立. ■ 

定理 18.30 设 与込是 R " 的两个有界子集. 对/ > = ，假设函教 —R 有如下 

性质： R 与 R 都是可积的 • 如果交集/>,门/> 2 有若尔当容度0,則函數 /:/) — R 也 
是可积的且 


U = I。" L/ ( 18 24> 

证明选取/是包含 D 的广义 矩形. 定义是 / : A - R 到/的零扩张,/ 2 是 

/: 込 —31 到/的零扩张，及 — R 是 / : Z ) — R 到/的零扩张.现在必须证明 / J — R 是可积的且 



(18. 25) 
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为此，定义辅助函数 p/ —R 为 

客 (x) =/(x) - [/.(x) +/,(x )], 对 / 中所有的点 x. 

观察到，中仅仅是在 D,nz? 2 中那些X 有可能使由假设知， i),nD 2 有若尔当容度0, 

所以从引理 18.29 得出， gj — II 是可积 的且] ^ =0. 再由定义在广义矩形上的函数积分的线性 
性（定理 18. 13) 知，因为/=/, 所以函数 /:/ — R 是可积的且 

// = {[/, +/ 2 +^i =//, +j f / 2 + U 

即 （18.25) 成立. _ 

集合的体积 


我们定义广义矩形 的体积 （volume) 是它的各边的长度的乘积.这对定义更一般类型的集合 
的体积是有用的. 

定义 对 1T 中的有界子集 />， 假设是怛等于 1 且可枳的.則集 /) 称为有体枳的且 
它的体积用 volD 表示，定义为 

vol /) = J / 

因为常值函数肯定是连续的，从定理 18.24 得出，中的每一个若尔当域 D 有体积.而 
且，通过定义 D 的边界 dZ) 有若尔当容度0,由引理 18.29 知， aZ? 也是有体积的且 vol d/?=0. 
从而由积分的可加性公式 （18.24) 知，集合 DuaD 也是有体积的，且 

vol( D \J dD) ^ vol D + vol dD = vol D. (18. 26 ) 

体积可加性这一结果后面还会用到，现将其描述如下. 

推论 18,31( 体积可 加性） 假设不相交的 /), 与 Z) 2 是 R A 的若尔当域，則 D ^ D X UD 2 也是 
若尔当域且 

vol(i) U 3D) = vol D = vol i >3 + vol D 2 , 

证明不难看到 d/>eaD,udD 2 . 由定义知， dD, 与3仏有若尔当容度 o , 因此也有若尔 
当容度 0. 从而 D 是若尔当域.这样由积分可加性公式（18.24〉及（〗8.26)得， 

\o\(D U ⑽）= vol D = vol + vol Z) 2 . ■ 

并非 JT 中所有有界子集都有体积.例如，考虑区间[0, 1] 中的所有有理数集 S 狄利克雷 
函数是 S 上恒等于的函数到区间[0, 1] 的零扩张.因为狄利克雷函数是不可积的（例 18.6), 
所以集 S 没有体积. 


习题 

L 2 E 明： IT 中的任一广义矩形和开球是若尔当域. 

X 设 S 是矿的一个在广义矩形 f 中的子集，定义函数 R 为 
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证明： 如果 S 有若尔当容度0,则 /:/ — R 是可积的. 

3. 对 R " 的两个子集 A 与 Z ) 2 , 证明： 

d{D t U D z ) Q dD t U dD 2 . 

举例说明何时等式成立，何时不等式成立. 

4. 证明： 两个若尔当域的并是若尔当域. 

5. 假定/:/—逋是定义在广义矩形上的有界函数，且在 J 的内部上/的值为 0. 证明 f,f = (K 

[496] «对一个定义在 R " 的有界子集 X )上的连续函数，证明：它的任意零扩张的不连续点集包含在 i ? 的边界中 . 

7.设 J 是 IT 中的一个广义矩形.由观察知，存在一个不可积的有界函数 /:/— R ，由引理〗8,29得到结论 ： J 
没有若尔当容度 0. 

». 证明： K 的一个子集 S 若它的若尔当容度是0,则它有空的内部.（提 示： 由习题7, S 不能包含一个广义 
矩形 •） 

9. 对 ET 中的一个广义矩形/，设4是/的一个若尔当容度为0的子集，并假设可积函数 /:/— R 及 R 满足 

fix) = g(x) y X e /\儿 

证明： 

1 / = L g ' 

10. 对 IT 中的广义矩形夂定义 /:/— R 是常值1的函数，寻找/的子集 D , 使得它的限制/:0 — R 是不可 
积的. 

11设/是 1 T 中的一个广义矩形，函数 /:/— R 是可积的.用 D 表示 J 的内部. 证明： — R 是可积的，且 

I ， = U . 

12. 设 S 与 F 是 1 T 的子集且 SCf . 如果 F 是闭的，证明 aSCF _ 

b . 运用 U ) 及有限个广义矩形的并是闭集这一亊实 证明： 如果 s 有若尔当容度 G , 则 as 也有若尔当容 

[497] 度 
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至此，我们还没有一般的方法来实际地计算一个多元可积函数的积分.本章的第一节将给 
出富比尼定理，它把多元函数的积分计算归约为一元函数的积分计算问题，后者通常是运用微 
积分第一基本定理 • 第二节将讨论多元函数的变量替换用以计算积分.这是对一元函数的换元 
法的推广.经常使用这种方法把复杂的积分计算归约为更为简单的计算，例如，使用富比尼 
定理. 

19. 1 富比尼定理 

定理 19.1( 平面上的富比尼定理）假设函教 — II 是可积的，其中/ = [«， 6] x [ c , d ] 是 
平面 R 2 中的一个矩形.对 U , 5] 中的每个点定义函教厂 ： [<:,<0 — R 为厂（7) =/(*, y ), 
其中 y 在 [ C , 幻中，假设函 数厂： [ c , d]—R 是可积的，且定义 

A { x ) = |/(*,r)d r . 

那么 4:0,6]— R 是可积的，且 

= j^Mx)dx = | a [|V(**r)dr] d *- (19. i) 

证明 证明的关键在于验证由函数， /— R 及 R 的达布和所满足的如下不 等式： 
对 J 的每个划分/ > = (/>,, /> 2 ), 

KAP ) ^ ^ V { A t P K ) ^ U { f y P ). (19.2) 

事 实上，一旦它被证实了，由于/在/上是可积的，根据阿基米德-黎曼定理，我们可选取/在 
/上的划分序列丨对每个下标 I 令 h = ( K , K ). 由不等式 （19.2) 知，丨 P ]； 丨是函数4 
在 [«, W 上的阿基米德序列.再次利用阿基米德-黎曼定理，我们得出 结论： 4在 [1 6] 上是 
可积的.由于对应于划分的阿基米德序列的达布和收敛于积分值，因此从不等式 （19.2) 知 
(19. 1) 成立. 

下面验证公式（19.2〉.设/*=(/>,，匕）是/的一个划分，其中/…，及/^ = 
ly 。， …， h 丨分别是 [ a , 6] 与 [ c ， d ] 的划分.对每一对下标 i ( l ^ i «/ n )， y ( l ^€), 定义 

祕 ii ; sup{/(*,y) I (x t y) e x [y ; ._, | , 

M { = 8upU(*) I x e [*f., ,*J I. 

然后，由定义知， 

V{fyP) = X S ~ ] [n-i ] ， 

l«l jmi 

m 

U ( A , P } ) = 

i*l 

固定介于 1 和 m 之间的下标 i 及区间 [ tq , 中的一点则对每个介于1和€之间的下标人 
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对 [? Vi , X /]中所有的点 

f ( x f y ) < M r 

由定义在区间 y ; ] 上的函数的积分的单调性得， 

f' /U ， y)dy 矣 M^[y } - 
〜 I 

对这个不等式关于2,…，€求和，并利用积分在区间上的可加性，我们得到 

j d /( x t y)dy ^ f 〜 ]. 

由于上面这个不等式对[>卜丨，七]中每个点*都成立，于是由％和牦的定义可知， 

^ ^ X w 々 [n_, ]* 

>■1 

上式乘以 1- X 卜，， 并对£ = 1，2,…， m 求和，得到 

U ( A , P ,) ^ U ( f t P ). 

类似地，可证明 


L (/ f P ) ^ L ( A , P ,). 
例 19.2 对卜[1， 2] x [0, 1] 中的 U ， y )， 定义 /( 


■ 


y) 


因为函数 /:/— R 是连 


续的，从富比尼定理知，累次积分是允许的.由微积分第一基本定理得， 

j f f = | [J o e* 、 dy] d * = ([ e * - 1 ] djc - e 2 - e - 1. 


■ 


定理 19*3 对连续函教 A : [ a ,6] — R 及发 — R ， 且有如下 性质： h ( x ) ^ g ( x) f 
a , 6] 对这两个函数，定义 


O = 1 (x 9 y) \ a ^ x ^ b,h(x) ^ y ^ g(x) |. 

假设函數 / : D — R 是连续有界的，则 

U = l ! lC > ，曲卜 n9 . 3) 

证明集合是若尔当域，因为它的边界由四个图形的并组成，而每个图形都是一个定 
义在有界区间上的连续函数的图形.选取区间 [ c ， d ]， 使得矩形/=[^， b ] x [ c t rf ] 包含/)， 

并设 /:/ — R 是 /:D — R 到 J 的零扩张.由定理 18.24 推得， /:/— R 是可积的.在 n = l ， 
/-[ c , C <] 及 1 / = [/ l (*), gU )] 的情况下，运用引理 18.21, 我们得 

4(*) = jf ( x t y)dy = % e [ o ,6]. 

现在从平面上的富比尼定理可得出公式 （19. 3). ■ 

例 19. 4对0=丨（*, y ) 丨 x 2 + y 2 ^\, y >0 丨，定义 / : D — R 是常值函数，其值是 1. 

那么 

_ D = ] (x t y) I - 1 « x ^ 1, /T r ? r } , 

由定理 19.3 知， 
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当函数 /:/— R 不连续时，在验证公式 （19.1) 时需加小心.正如下面例子所表明的，有可能公 
式 （19. 1) 的右边积分是完全确定的，而函数 /:/ — R 却是不可积的. 

例 19.5 定义函数 /:/—R ,其中/=[0, l ] x [0, 1]，由 

" 、 [1 若*为有理数 
/(*,>) = ^ 

l 2 y 若 x 为无理数- 

对[0， 1] 中的每个点 I ， j ^/( x ， y ) d；r = 1,所以 

/:[卜⑽卜 =1 . 

但是不难看出函数 /: f — R 是不可积的（见习题 8). ■ 

公式 （19. 1) 中变董*和 7 有特别的次序.事实上，有另一个对应的公式，它的求积次序恰 
是反过来的.对可积函数/: [«， M x [«, 刈 — R ，对 [ c , 糾中的每个点 y , 定义函数 
F f ： [ a , 为 '(*> =/(*，其中 * 在 [ a , &] 中.假设 [ a ，6]— R 是可积的，且定义 

B(r) = jj(x,y)dx. 

那么函数 R 是可积的，且 

[/ = I B(y)dy = | [ J a /(«,y)dje]dy. 

这个公式的证明与定理 19. 1的证明完全相同，除了要求用 

X SO , ][wJ 

i ^ i 

代替 

yly , - ] [* ，- 

推论 19.4 S 假设函数 /:/— R 是可积的，其中 J =[ a , b ] x [ c , rf ] 是 R 2 中的矩形，则公式 

丄 [|/(*，； T ) 办] 山 * = { [ J ^/(*， y ) d 戈]办 （19.5〉 

成立，只要它的每一端的积分是确定的，特别地，如果这个函数 /J — R 是连续的，則这个公 
式成立. 

证明定理 19. 1断言 

f [ f / U ， 曲卜 J ；/， 

只要左边的积分是确定的.正如上面所讨论的，另一个对称的论证表明 

r [ f ，( w )d *] d：r = //， 


(19.4) 


I 50 TI 
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只要左端的积分是确定的.这样， （19.5) 的每一端都等于 I /,只要它们是确定的. ■ 

累次积分公式 （19. 1) 可以推广到欧几里得空间 IT ( m >2) 中的广义矩形上的函数积分.而 
且，一旦引进恰当的记号，这一般结果的证明与 R 2 中的证明完全一致.事实上， 

其中 m 和 A 是自然数.如同前面所做的，我们记 + t 中的点《为 

u = UoO , x e IT 及> e R *, 

进而， IT ’ 4 中的一个广义矩形/ = /, x … x /„ x /„ + 1 x … x / p t 可表示为笛卡儿积 

/ = K x/ yT 

其中夂=勾 X …^ =ll x … 

把平面上的富比尼定理的证明直接推广给出下述定理的证明. 

定理 19. 7( 富比尼定理）假设函數 /:/— R 是可积的，其中 J 二& x /, 是『“中的一个广义 
矩形.对/,中的每一点 X ，定义函數':/，一 ► E 为 

^ Ay ) =/( u>j e 八， 

假设函 数厂： /,一 R 是可积的，且定义 

A{x) = (/UoOd，. 

那么函数 R 是可积的，且 

[f = J f ^( x)dr = £[ J /( j ：^) d ^] clr . (19.6) 

下面定理的证明同定理 19. 3的证明完全一样. 

定理 19.8 对 R " 中的若尔当域尺，设 R 及度: 欠― R 是有界连续函教且 A ( jc )< g ( jr ) 对 
尺中所有的点 x 成立 • 定义 

D = {(Jr, r ) e r +, I x e K,h(x) g(x)\. 

假设函数 /:D — R 是连续且有界的，則 

i f =(,97 > 

在求一元函数积分值的计算中，采用包括莱布尼茨符号的记号通常是有用的.对于多元函 
数，这也是有用的 • 对定义在广义矩形 /=(>,, h ] x … x [ a n ， 上的可积函数 R ，积 
分值通常表示为 


| f /(x)dx 


或 

对 /i=2 或 n=3, 我们用记号 



••• 9 x a ) dx n -^dx i . 


I f 2 f(x f y)dydx 及 f ' j 1 Tf(x 9 y 9 z)dzdydx. 

在 R 5 这一情形里， /=[a,，6 t ] x[a 2f 6 2 ] x[a 3 , 6 3 ], 上面的累次积分公式 （19. 6) 变成 
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^/(x.y^dxdydz = | ? [ J f(x f y,z)dxdy]^ (19.8) 

此外，如果在上面的内层积分中运用二元累次积公式，则得 

^f{x,y f z)dxdy^z = J {j /(* t y,z)d^}dy]cb. (19.9) 

我们要强调的是，要使上面那些公式都是正确的，必须确保两端的积分都是完全确定的. 


习題 


计算 




»in 2 x^in 2 ydxdy. 


C- f(x f y) 
3. 证明： 


[ 


2. 对下面的三个函败，计算][/，其中 f = [0, l]x[0, 1]- 

x ~y 若 x+yd 
0 其他 * 

x 2 +y J 若 ; c 2 + 〆 霉 1 
0 其他， 

+ r 若 X 2 笔 y 矣 2 jc 2 

0 其他. 


•. f(x f y ) = 
b. /(*, r )=[ 


{ 


: + y ) ck]dy = £ (* + y ) dy ] d * 

4. 对一个连续函数 /: [a, b ] x [ a f b]^R f 证明： 狄利克蜇公式 

I [[A^7)dy]^ = l[j/(x,y)dx]dy. 


241 

60"' 


5. 假设函数扣 R — R 是连续的， 证明： 对每一个 13*0， 

f [ J [飧 ( j ) d5 ] d * = 

6. 假设函数 /:[a，6] — R 是连续的， 证明： 

^ [/(*)| V ( y ) dy ] d * = 

7. 仿照 定理〗 9. 3的证明给出定理 19* 8的证明 • 

8. 证明： 例 i9*5 中所定义的函数/: [0, 1] x[0 f 1]—R 是不可积的. 

9. 对 R" 中的一个若尔当域尺，设 A:#：—R 及 —R 是连续有界函数且 A(x)€g(x) 对#:中所有的点 jt 成立，定义 

0 = {(Jr,y) I x e KMx) ^y^g(x)\, 

证明： i) 也是若尔当域. 

10- 仿照定理 19.1 的证明给出公式 （19.4) 的证明. 


(x - 5)A(J)dj_ 

JO 


19 . 2 变量替换定理的陈述和例子 

对一元函数积分的变董替换定理在 7. 2节已考虑了.本节将把这个定理推广到多元函数 
上.为方便起见，首先叙述一般的变量替换定理.然后我们将考虑几个重要的特殊情况，其中 
包括平面 R 2 中用极坐标描述的区域，以及 R 3 中由球面坐标描述的区域.我们把变量替换定理 
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的证明推迟到下一节. 

在 7.2 节，我们证明了用变量替换方法求积分的一个结果，由它 推出： 假设 O 是 R 中的开子集， 
它包含有界闭区间 / = U, 6], 并设少是连续可微函数且对 C> 中所有的*有〆那么 
对任意连续函数 /#(/) — R ，有 

f ♦⑷ r b 

J ^^ f ( x)dx = |/(^( u ) )^ f ( u ) du . 

当对 J 中所有的 IX 有屮' （ u ) >0 时，= [^ r ( a ) ,由 （6)]; 当对/中所有的有 〆 （“）<0时， 
f (/) 沙 （《)]• 因此上述公式写成如下的等价 形式： 

f{x)dx - ^/(^( u ) ) ' ^’ （ u) I du. (19. 10) 

这种形式的替换公式将要推广到多元函数上. 

定义设 O 是 5T 中的一个开子集，一个连续可微的映射屮 IT 称为光滑的交量替换， 
如果下面两个性质 成立： 

(0 映射 R n 是一对一的_ 

[5051 ( H ) 对 O 中的每一点X，导数矩阵/>屮 ( x ) 是可逆的. 

定理 19.9( 变量替换 定理） 假设映射 <9— R- 是 R" 中的开子集0上的光滑的变量替換. 
设 D 是开的若尔当域，使得 K = DUdD 包含在0内，那么少（X)是一个若尔当城且有如下性 
质： 对任意连续函数/:沪(/0 — R ,积分变换公式 

j^ /(JC)dx = J^/( ^(w) ) I detDV^n) I d“ ( 19. 11 ) 

成立. • 

极坐标 




对平面 R 2 中的每一点 11 = U , y )/(0, 0)， 如果定义「=/^ +/，则在区间 [0, h ) 中存 
在唯 一一 个数心使得 

(x ， y) = ( rcosd t rsin8). 

数对 （ r ，0) 称为点 M 的极坐标 （polar coordinates ) 选择，如图 19. 1所示. 



图 19. I 极坐标 
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定义 C ? 是 R 2 的子集，由满足 r >0 及 O <0<2 ir 的 （ r , 幻所组成，并定义映射少 :0— R 2 为 

^(r,0) = (rcosfl,rsin0) , (r,$) g O- 

显然，映射少是连续可微的且是一对 一的. 同样，对 0 中的每一点 （ r ， 0) ， 


， 1 ^ , 、 • / cos0 一 rsin^\ 八 

detD^(r 3 0) = detl | = r # 0 ， 

\ sind rcosB / 

所以导数矩阵 D 妒 ( r , ⑴是可逆的.这样，映射屮： O — R 2 是光滑的变董替换 • M 0< r , <r 2 , 
及0 < d , <% <2 tt , 定义尺 =[ q ， r 2 ] x [$ lf 0 2 ]. 假设 /: 少 U ) R 是连 续的， 由公式 
(19. 11) 及富比尼定理直接可得， 


f(x t y) dacdy =s [/( rcos^,rsin^)r] drd^ 

JK 


(19. 12) 


=0/> rco 3 设， rsind) rdrjd^' 

我们注意到在极坐标系中的原点无邻域存在使之提供光滑的变量替换.然而，运用逼近法论 


证，可以把极坐标中的变童替换公式 （19. 12) 推广到若尔当域 K 上， it 与0的边界 相交. 例如， 
对上述区域尺，假设我们允许可能有 q =0,仏=0或^=2%对 0<£< minlr 2 ， [6 2 -0 { ]/2\ f 
定义 


K s = | (r f 6) I e ^ r ^ r 2f $ x + e 矣 G 在心 -s\. 

这样，当公式 （19. 12) 应用于/：,时是成立的.现在我们选取一个数 Af , 使得1/(*， y ) 丨 
对少(/0中的所有 U ， y ) 成立.然后，由积分对区域的可加性和公式 （19. 12) 对 &成立 ，我 
们有 


^ac) 




f( x $y) ^xdy - [ [/( rcos0 ， rsin0)r] d 厂 d 沒 


/(>:,y)djtdy - f [/( rcos9^rs\n$)r]drd8 

) JK\ K, 


^ MyfoW{K \ 尺 ，） + Mr 1 yo \( K \ K s ). 

由于 

limvol^(^\ K € ) = \imvo\(K\ K t ) =0, 

‘—0 卜。 

于是，我们看到公式 （19. 12) 在极限情况下也是成立的. 

例 19. 10定义/)=|(尤， Y ) 丨 V+y 矣1， x 彡0, y 彡01，用公式（19_12)计算 


(19. 13) 




事实上， /) = j(rcos0, rsin ^) I 0^ r « l t 所以由公式 （19. 12> 得， 

j/^dxdy = f o [jyrdr]d9 = J: [ 宁]肋 = 子 (e - 1 )• _ 

球面坐标 

现在我们来研究三维空间中的一个有用的变 量替换 公式.对 R 3 中每个点《 = (*, z >, 
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且它不位于 2 轴上，定义 p =/ x 2 +/+ z ' 不难看到在区间[0, 2 ir ) 中有唯一的数 I 及区间 
(0，仰）中的数伞，使得 


u = ( x 9 y y z) = (psin 办 cos 9 ， psin 小 sin^ ， /9C0s^>) • 


三重数组 （ P ， 小， 0) 称为是点《选取的球面坐标 （spherical coordinates ) ， 如图19,2所示.定义 
0是11*的开子集，它由 P >0, 0<<^<< ir , 及 0<<?<2 ir 的点 ( p , 4>，衫）组成，且定义少 :<9— R 3 
为 

少 （ p ，4^，0) = ( psin 小 costf ， psin 伞 sin 0， pcos 4>) ， （ p , 余，沒 ） e CX 

显然，映射沪 : C ?— R 3 是连续可微且一对一的，而且对 O 中的每一点 ( p ， 办，0)，导数矩阵为 


D ^ r ( p ^ f 0) 


• sin<^cosd pcos^>cos 0 一 psin<^sin 0 ~ 
sin<^sin 设 pcos<^sin 0 p9in<f»cos0 • 
- cos(^ - psin<(> 0 」 


所以有 

detD ^ Cp ,^^) - p 2 sin <^ ^ 0. 

这样，导数矩阵 D 少 ( p , 小， 幻是可逆的，因此屮 :0— R 3 是光滑的变量替换.对 0< Pl < p 2 , 
0 <4>x <<^ 2 < TI S 0 < <2 ir t 定义 


K = [pi fPl ] ^ [ ^1 *^2 1 ^ t ^2 - * 


假设函数 /: 少(尺） — R 是连续的，则由积分变换公式 （19. 11) 及富比尼定理得, 

f(x f y f z)dxdyd2 = f [/(psiru^cos 沒， psin 和 in 没， pcos 0 )p 2 sin^>] dpd^dd 




广 [J {广 /(psin^>cos^ ,psin<^8in0 r pco&^> ) p 2 situj>6p }^] (19. 14) 


z 
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对于任意与 O 的边界相交的域，球面坐标并不一定确定一个光滑的变量替换.然而类似于用于 
极坐标的逼近论证，公式 （19.14) 可以推广到允许域 JC 与 O 的边界相交. 

例 19. 11对 fl >0, 求 R 3 中半径为《的球的体积 G , 

B tt = 1 (x t y y z) \ x 2 + y 1 + z 2 ^ a 2 \ . 

事实上，由公式 （19* 14) 得， 


volB 


1 dxdydz 


11 { j [ p 2 sin ^} d 4»] d ^ 




例 19.12 对正数 a 及 6, 考虑楠圆 

D = { (Jt ,y) I x /a + y 2 /b 2 ^ 11. 

对 K 2 中所有的点 U ， r ), 定 义沪: R 2 — R 2 为妒 U , v ) =( au , bv ). 则少: R 2 — R 2 是可逆的线 
性映射，所以它是光滑的变量替换.由少的变童替换公式及极坐标公式，可以看到对任意连 
续函数,有 

if ( x f y)dxdy = a 6 f au f bv)dudv 


[ J /( arcos^, 6rsind) rdrj dfr 


习题 


计箅 


2. 计算 


y 1 dxdy. 


jj|^ I xyz I dxdydz t 

其中 1/=|(龙， y ， 2 ) e H 3 I xVa 3 + y 2 / b l + z 2 / c J < 11 . 

3. 在…中求以打平面及抛物面* = 2-/-/ 为界的若尔当域的体积_ 

4. 证明： R 3 中的以柱面^及为界的若尔当域的体积等于 16 V /3* 

5. 对 r >0 及 A >0, 证明：锥体 | ( x , y , z ) e R 3 I + y J < r J , 0 ^ z ^ h / r 7 ( r 2 - x 2 - /) 丨的体积等于 

6 . 假设少 IT 是 IT 的开子集 O 上的光滑变量替换 • 运用反函数定理 证明： 逆映射 IT 1 : 史 ( O )— IT 是 R A 
的开子集妒 ( O ) 上的光滑变*養换- 

7•(双曲 坐标〉 定义 W = jU , y ) 丨 x > 0 , 及对 W 中的（戈， ）0 定 义少： W — R 2 为 0 (%, 7 ) ^( x 2 - y 1 , xy ). 

5 E 明：少： W — V 是光滑变量替换.对 W 中的点 （*, r ), 败对（* 2 -/，兮）*少 U , y ) 称为 U , y > 的双曲坐 
标 （hyperbolic coordinates ). 

8. 定义 D = |( x , y ) 丨 i >0, y >0, l «^- y 2 «9 t 丨.对连续函数 /:/) —► R ， 用习埋7中的双曲坐标 

证明： 


[% 2 + y 2 ] Axdy = 8. 


508 


509 


9. 求一个常数 C , 使得对每一个 e >0 T 


e 两基米德发现了球的体积公式，他 对此* 到骄做，因而把这一公式«刻在他的菖碑上. 
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I vohP( K\K t ) + vol( K\ K t ) I ^ Ce. 

并以此证实极限式 （19. 13). 

19.3 变置替换定理的证明 

现在我们来讨论变童替换定理的证明.为证明此定理，必须精确地比较体积 #(•/) 及 
d ^( jc )(/)°, 这里 •/ 是含有 X 且位于 O 内的有小的直径的广义矩形，下面的结果是体积精确 
15101比较的结果，它是变量替换定理的证明所依赖的. 

定理 19.13( 体积比较定理）假设映射 E " 是定义在 R " 的开子集 O 上的光潸的变量 
替换.设 A ： 是 O 的有界闭子集， c 是 正教. 則存在一个正数5,使得如果/是 jt 的直径小于5 
的任意广义矩形，而 x 是尺 n / 中的点， 则*/ 包含在<9中且 

vol 少 （/) detD ^ P ( ac ) I vol / + EvolJ f (19, 15) 

其中 I El <s. 

这个定理的证明是相当有技巧的，它依赖于行列式的性质，这一性质在本书中不予证明. 
这样，我们只描述两个基本思想，它们是这个定理的基础，并给出极坐标与球面坐标的体积比 
较定理的完全初等的证明 • 

( i ) 对一个可逆的线性变换 r ； r -. E \ 可以表示为 rt xn 矩阵 A , 对 IT 中的一个广义矩形 
J， 体积 IX */)是由下式 给出： 

volT ( J ) =1 det A I voiy . 

在 R 3 中的这个公式由附录 B 中的讨论得出.这个附录是专论线性代数的，讨论体积、行列式 
以及叉积之间的关系.这种一般情形的公式可以从行列式的乘积性质以及一个允许把一般线性 
映射写成非常初等的线性映射的复合的结果得出.从上面的线性映射的体积变换公式得出，对 
O 中的一点及一个广义 矩形人 

vold ^( x )(7) =1 detDlP ( jt ) I volj . (19. 16) 

( ii ) 回忆第 13 章我们证明了一阶逼近定理， 得出： 若垆是光滑的变量替换，则对 
O 中的每个点 X, 

lim II nx+h) - [ 少 (jt) + dnx)(h)] 1| = 0 

II ^ II ~ 

一阶逼近定理给出在 O 中的点 X 的邻域中，映射少可由在 X 点处的导数来通近.简单地说来, 
基于映射屮的连续性，不难看到当 dUm / 很小时， vol 少 (/) 也很小，所以差 

volV ^(7) -I detD ^( jt ) I voli 

_ 也很小.一阶逼近定理及公式 （19. 16) 给出一个更强的 结果： 即使上述差除以 volj ， 结果 

vol ^( J ) 心⑺少 (：）I (19.17) 

volj 

仍很小，如果含有 X 的广义矩形 J 的直径很小.体积比较定理正是这一个结果成立的精确 


© 回忆 d 屮 ( x ): R _— R _ 是线性映射，它称为 AO — IT 在点 JT 处的穿数.由公式 d 妒 ( r )( A ) = Z ) V (幻它是相应于 
导数矩阵 D 少 ( r ) 的线性映射. 
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断日 • 

在极坐标和球面坐标时，通过引进坐标变换，我们可以明确地计算出广义矩形上的图形的 
体积. 

命 H 19.14( 极坐标下面积的变化）对 0 矣 q <r 2 及 0 矣 0, < & 忘 2 贯，设 / = [ 「 , ， r 2 ] x[$ X 9 0 2 ], 
并对 / 中的 （ r, 0) ，定义少 (r ， 0) = (rcos®, rsin0 ) ,則 

area 少 (/) = y[rj - rj] [^ ^ 「 2 ] (area/). (19. 18) 

在极坐标下面积的变化如图 19. 3 所示 . 


y 



area D = area /^ + area D 2 
用 19. 3 在极坐标下面积的变化 


证明由推论 18. 30 中断言的体积的可加性知，只需证明在 r 1= 0, ^=0 及 0 矣 ^ 矣 1 这 
一情况下公式 （ 19* 18) 成立.定义 r=r 2 ， d-0 ly 必需证明 


area/) 


2 


0 . 


观察到 D 是两个集合 A = I (*, y) I O^x^rcos0 f 0^y^xtan0\ 和 D 2 = | (x, y) I rcmd^x^r f 


0 矣 j ^ vV -^丨的并. 从而由平面上的富比尼定理（定理 19.3) 及面积的可加性，我们有 

areaD = areaD t + areaZ) 2 


-r _ 

I tan$ xdx + I -/r 2 - x 2 dx 

JO Jrco»i 


2 


sin ^ cos ^ 




dx. 


对后一积分用变童替换 ，% = rcosi (O^t^0 ) 9 由一元换元公式得 
f = r 2 (\in 2 tdt = r 2 i - cos2/ 

JrvotS JO JO L 

这样， 


2 


JcU = r 2 | 


2 


sin2il 

~4 ~l 


areaD = -^-sin^cosd + r 2 ^-^- - 


2 


0. 


■ 
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由极坐标的面积变换的公式，我们立即得到在极坐标情况下的体积比较定理.亊实上，对 J 及 
/内的任意点 （r, 0)，从公式 （19. 18) 得 

area^Z) = rareaj + EareaJ f 

其中五显然，1£| <diam/， 所以在极坐标的体积比较定理的阵述中，我们可以 


设5 =农. 

命题 19.15( 球面坐标下的体积变化）对0矣 p, </> 2 , 0^^, 及0 备仏 <$务 2 ir. 

设 •/ = [>,, p 2 ] x [ ,小:] xO ,， $ 2 ],并对 / 中的 （ p ， 洽，没），定义 

少(/9，♦， 9) = ( psiru|>cos9 9 psin<^sin0 9 pcos<f>). 

则 


513 


vol^(7) =y[p2 -p!l [cos^i - cos 4> 2 ] [ 0 2 ]. 

在球面坐标下体积的变化如图 19. 4 所示， 


(19. 19) 



图 19.4 在球面坐标下体积的变化 


证明由推论 18. 30中断言的体积的可加性知，只需在 Pl =0, 0 =屯 < 扣霉 f 及仏=0这 
—情况下证明公式 （19. 19>成立，即证明 

Vol!P(/) = 1 - cos<^ 2 ] 0 2 ^ 

但是观察到 nj ) = 1(*, y, z ) I (*, y ) eX), g( Xi y ) ^ z ^ h ( x t y) | , 其中 Z) = | (x , y) = 
(rcos 沒， rsin 沒 ）I 0^$^ e 2 , 0^r^p 2 sin^ 2 l , 且对 D 中的 （ jk ， y ) = (rcosd, rsinC) ， 

k ( x ， y ) = Jp \ - t 1 及 

T tan<p 2 

运用累次积分公式 （19. 7) 及平面 R 2 中的（直角坐标到极坐标的）变量替换公式，我们有 
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vol 少 (/) = f [ h ( x ， y ) - g ( x 9 y ) ]dxdy 


}D 

CO 




tan ^> 


rdrdd 


7^ --- lrdrld0. 

tan 4» 2 J J 

然而，由微积分的第一基本定理得， 

一 [ p - 忐】叫去 } 


, P 7_ 


3 


3 tan <^ 2 
sin J 4> 2 


P2««^2 


{_ co + 1 } 

I tan <^ 2 J 


[1 - cos<^ 2 ]* 


这样， 


VolW) = 卜卜 = jH - 008 ^]^. 


tan ^>: 


■ 


公式 （19. 19) 蓮 涵了球面坐标下的体积比较定理. 事 实上，运用中值定理两次，我们可在 
区间（内，内）及区间（屯，中分别选取 〆 及使得 

Y [ p\ _d][ cos <cos<(> 2 ] [ e z - «,] = [p'] 2 [sin^ r ] [p 2 -p,][<t >2 - <^J [ff 2 - A ]• 


从而，对 / 中的点 ( P ，炎， 0)， 我们有 

vo \^{ J ) - [ p 2 sin <^] voiy + Evo \ J t 

其中 E = I [ p ’] 2 sin <^’- p * sin <^|. 因为 detD 少 ( p ， 令 ， $) = p 2 sin^> f 函数 det /) 少: R 3 — H 在 R 3 的 
有界闭子集 &上是 一致连续的，对 c >0, 存在5>0,使得若 diamj <5 且 J 包含在尺内，则 
I £1 < e . 

至此，我们已对极坐标与球面坐标建立了体积比较定理.我们将不给出一般定理的译明， 
而在一般定理为成立的假定下，对变置替换定理给予证明. 

变置蒈換定理（定理 19.9) 的证明因为 A ： 是有界闭的（见习题 4) 且函数 delD 少 :欠一 ► R 及 
/。 屮: A ：- R 是连 续的. 从极值定理（定理 11.22) 知，存在一数 M >0, 使得对 X 中所有的点 
* 有 

l /0 P ( jr )) l <3 /及 丨 detD 少 ( jc ) 丨奚 M . (19.20) 

固定/是包含 K 的一个广义矩形.设 s >0. 

反函数定理蕴涵着妒 ( 1?>是 R ” 的一个开子集及少 ( D ) 的边界等于 IKdD )( 见习埋 9 )• 由俵设 
/) 是若尔当域知，集 dD 有若尔当容度 0( 见习埋6>.运用体积比较定理得，少 ( dD ) 也有若尔当 
容度 0. 从而，少是若尔 当域. 同样，对 C ? 中的任一广义 迨形人 少 (《/) 也是若尔当域. 

根据定理 11.25, 在有界闭集上的连续函数是一致连续的.因此，函数(/。少）•丨 detD 少 U/C — R 
是一致连 续的. 由定理 11. 27中推述的一致连续性的^5准则得，我们可选取5, >0,使得对尺 


m \ 


515 
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中任意两点 h 与 V ， 若 || II -V || <&，则 

I /(^( ii )) I det /) 少 （《) I -/ (屮 （ v ) 丨 deiD ^( v ) I I < & (19.21) 

由体积比较定理，我们可选取5 2 >0,使得如果是任一直径小于&的广义矩形且 x 是 

无 n « /中的点，则 J 包含在 o 内，且 

vohP (7) =1 detD ! P ( x ) I vol / + £ volJ , (19. 22) 

其中丨£丨<&定义 6 = mi n | S ,， S 2 丨. 由于 a /> 有若尔当容度 0, 如同定理 18.20 的证明中的论 
证，我们可选取/的一个划分使得 


gapF < 5 及 X vol/ < s * (19.23〉 

由在定理 18* 11及定理 18.30 中建立的积分关于区域的可知性，有 



/( 妒 （ W )) I detD ^( u ) I du 


=^ J ^^/( x)dx - ^|^ y ( t ^( u )) I dctD ^( tt ) l du 
=Y [ f /(x)dx - f /( 少 (II)) 丨 detD^(u) I du ]， (19. 24) 

l Mxnj) JmoJ J 

我们对上式右边的和中的广义矩形 / 按其在 Z ? 内或与 an 相交所引起误差贡歒分别作 估计对 
于尸中每个直径小于 S 的广义矩形人从公式 （1120) 及 （19.22) 知，有 


f /( jc)djt - f /0?( u )) 1 delD ^( ii ) I dH 
/( x ) dx |+ |/扣/(少(《)) 1 detZ >^( u ) I du 


^Mvo\^(K n 7 ) + w 2 voi(^ n j) 


^AfvollP(y) + Af 2 vol(J) 

^M{M + ^)vol/ + M 2 vo\J 
=+ ^) + W 2 1 voiy . 

因为 /> 中的与 a /> 相交的广义矩形 / 的体积小于我们得到如下 估计: 


I 

JC \ 90^4 


j , ⑽ /(X)dx~ X i n /(^(«)> 1 detD^(n) I d« 


/ nsD^t 


« I Af(Af + s ) + M 2 \ s . 
现在剩下 i 估计 （19. 24) 右边的形如 


(19 - 25) 


f f ( x)dx - f /( 少 (《)) I detD ^( u ) I du 
Mi) Jj 

的那些项，其中 J 是包含在 D 内的 P 中的广义矩形.设 •/ 是这样的广义矩形，从积分中值性质 
(见习题 7) 知， J 中存在一点《。，使得 


因此由 （19.22) 得， 


^f(x)dx = /( 少 ( 《。） ） vol 少 (J) , 
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Lj/ (X)6X = ， ( 少 (K 。）） 1 detZ) 少 (《。） I vol/ + /(t^ (l< 0 ))£ vo i/ t 

其中 IE 丨<«:,再次运用积分中值性质（见习题 7), 中存在一点 v D , 使得 

j/(^(u)) I detD^(u) I du =/ (妒 （ V 。）） I detD^(v 0 ) I volj. 

由于 II 名 diamJcS， 从一致连续性的断言 （19. 21), 我们有 

1/( ^(«o>) f detD^(« 0 ) I -/ ( 沪 （ v。））I detD^(v 0 ) I | < ^. 

从而 

\ f(x)dx - f /( 少 (《)) I detfl 少 (》) I d« 

=1/( 少 （《。）） 丨 det^!P(ii 0 ) I -/ (少 （O) 丨 detD^(v 0 ) I +/( ^(« 0 ) )£： | voly 
^ I £ + Me {vol/. 

对上式关于 P 中包含在 /> 内的广义矩形•/求和，得到 

X { 众力 / ⑷如 - 少 ⑷） I delD 少⑷丨 d“}| < \s + Me\vo\L 

把这个估计与 （19.25) 结合起来，我们看到 

j^f(x)dx - /(^(k)) I detD!p(a) I d« 

< \M{M + e) + W 2 U + \e + Ms\voiI 
=e\M(M + s) + M 1 + (1 + M)vol/} * 

由于数 iw 和 vol/ 是固定的，而上述估计对所有正数 s 都成立，因此我们可得到积分变换公式 
(19. 11) 成立. 

习题 


圆 


1. 假设屮： V — R 2 是具有如 F 特殊形式的光滑的变量 替换： 对 R 2 中所有的 （I y ), ^{ x 9 y ) =(^ g ( x , y )>, 
其中函数 g 对第 2 个变量是严格递增的.对尺=[«， b ) x to, 1], 明确地写出屮（尺），并对这种特殊情况 
的变量替换公式提供一个独立证明* 

2. 证明： 线性体积变换公式 （19. 16) 是公式 （19. 11) 的一种特殊情况. 

3. 证明： 体积变换公式 （19.18) 和 （19. 19) 是公式 （19. H ) 的特殊情况. 

4. 设尤是 R •的有界子集. 证明 ： KU az ： 是列紧的•（提 示：证明欠 Ud 尺在 IT 的补集是 f ： 的外部 •） 

5 . 设 O 是 IT 的一个开子集，它包含有界闭集【 证明： 存在一个正数使得 J 是广义矩形且它的直径小于 S 
及它包含尺中的一个点，则 J 包含在 O 中 .< 提示： 用反证法 .） 

6•假设屮 R 4 是 R 4 的开子集 O 上的光滑的变量替换. 证明： 如果4是 O 的有界闭子集且有若尔当容度0, 
则它的象少 ( A ) 也有若尔当容度 0. (提 示： 运用体积比较定理 .） 

7,(积分的中值性质）设 O 是* T 的一个 开子集， C : 0— lir 的一个光滑的变量替换， R 是连续的，及 J 
是包含在 C ? 中的一个广义矩形. 

用极值定理，在 J 中选取两点《和 v , 使 II 在这两点上分别取极小值和极大值，然后用积分的 
单调性证明： . 

h ( G ( u )) ( J . y J h ( x)dx ( h ( G ( v)y 
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b . 应用中值定理于函数 a : [0, 1 ]—R ， 定义 a ( f ) = A ( G ( to + ( 1 - 1) v )) ,其中名 1, 运用 （ h ), 在 《 
与 v 的线段上找一点使得 


c* 在对 O 中所有的 JT, G(x)=jt 的情况下，得到下述结论： 


h{x)dx = h{w)yolJ. 
JJ 


8. 用积分中值性质 证明： 体积比较定理可由公式 （19. 11) 得出. 

久假设妒是 IT 的开子集 O 上的光滑的变置替換-设 /) 是 IT 的开子集且 OUd /) 包含在 O 内.运用反函 
数定理证明 n dD ) = dnD ) ——即象的边界是边界的象. 

10* 假设屮是 IT 的开子集 O 上的光滑的变量昝换及#:是 O 的有界闭子集. 证明： 存在正数 <：，使得对 K 
中任意两点《与 V ， 有 

II 少 (《) -沪 (，）II « c || n - r ||. 

(提 示： 运用中值定理 •） 

11- 假设少是 it 的开子集 o 上的光滑的变童替换及#:是 o 的有界闭子集， 证明： 存在正数使得对欠 
中任意两点 W 与 V ， 有 

II 妒 (w )- 少 ( V ) | > C || « - F U * 

(提示： 用反证法，运用非线性稳定性定理 .> 
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20.1 弧长和曲线积分 
光滑路径和分段光滑路径 

11. 3节我们称一个连续映射 y : [ o , 6]— R " 是参數化路径 （parametrized path ), 它的参数 
空间是区间1>， 6], 我们称这个映射的象是路径 • 我们强调路径是的子集，而参数化路径 
则是映射，一条路径可以是很多不同的参数化路径的象- 

定义一条参教化路径 y : [ a ，6] •称为光滑的 （ smooth ), 如果限制 y : ( a ，6)-^ R " 

有连续有界的导數使得 y ( t )#0 对 （ a ，6) 中所有的参数 f 成立 • 

定义参数化路径 y : [ a , 6]—> R " 称为分段光滑的 （piecewise smooth ) ，如果存在参数空间 
[ a , 6] 的一划分/>= U 。， …，*„丨，使得对于介于1和 m 之间的每个下标 i ， 限制 y : [^. M 
是一条光潸的参数化路径. 

光滑的参数化路径的象称为光滑路径，分段光滑参数化的象称为分段光滑路径 （Piecewise 
smooth path ). 

例 20.1 回忆对 R a 中任意两个不同的点 p 和 f 映射 y : [0, 1]— R a 定义为 

y(t) = tq + (I - t)p, 0 < t < 1 . 

这个映射称为从点到的参数化线段 • 这个参数化线段显然是光滑的参数化路径. _ _ 

例 20. 2设厂是在平面 R 2 内由方程 



定义的椭圆，其中<1>0及6>0,则尸是光滑路径.为了证实这一点，我们要寻找一条光滑的 
参数化路径以这个椭圆为它的象.定义 

y ( 0 ) = ( acos 0，6 sin 没）， 0 ^ 0 ^ 2 tt - 

显然，它是光滑的参数化路径且以厂作为它的象（如图20.丨所示）， ■ 

例20,3 映射 y : [0, 4 tt ]— R 3 定义为 

y ( t ) = ( cost ， sint ， t ) ， 0 ^ t ^ 4 ir . 

它是光滑的参数化路径（如图 20.1 所示） • 这条光滑的参数化路径的象称为 螵旋线 （ helix ). ■ 

例 20.4 假设连续函数 g : [ a , 6]— R 及 A : [ a , &]— R 具有如下 性质： 对 （ a , 6) 中所有 
的*, g ( x ) < h ( x ), 且限制 p ( a ，6)— R 与 ( a ， R 有连续有界导数，定义 

(I = I (*, y ) \ a < x < b , g ( x ) < y < h ( x ) |. 

那么 O 的边界是分段光滑的参数化路径（如图 20.2 所示）.为看到这一点，注意到如果 g ( a >< 

且 g(M < M 6), 则 D 的边界是映射 y: [0， 1]—R 2 的象，其中 HU 
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dist ( p ^) = \\P -qh 

我们希望把这一定义推广到参数化路径的孤长上.为此，必须对参数化路径的类加以限制•下 
面的弧长定义是由多边形逼近的几何概念所引起的. 

定义参数化路径 y : [ a , 6]— R •称为有 弧长或者可求长的，如果存在一数 t 具有如下 
性质： 对每一正数£，存在正数5，使得 

f S II r(^) - II ] - ^ ^ 

I i.I j 

对 [ a ，6] 的每一个具有 gapP < 5的 划分尸 =丨无 0 ， … ， 成立.我们称€为参数化路往 
yx [ a f 6 ]—IT 的弧长. 

对于参数化路径 y :[ a ,6] — R tt 及参数空间 U , 6] 的一个 划分尸 = Ua ， …，*_丨，为方便 
起见，称和 

X II y( x i) - y (: ‘-J II 

i =1 

为 y 的弧长基于划分/ > 的多边形逼近. 

对于一个可求长的参数化路径 y :[«, fc ] — R " ，仅有一个数 < 具有多边形逼近的性质（见习题7〉. 
我们已经定义了参数化路径的弧长.看起来自然有理由认为，弧长是参数化路径的象所具 
有的性质而同参数化的方式无关.为了了解确实如此，必须考虑给定路径的不同参数化之间的 
关系. 

定义两个参数化路径 y ： [ —及 oc :[ c ,( f ] — ► IT 称为是等价的，如果存在一个严格 

递增的麥数化路径 u :[ c , d ] — R ，它的象是 [ a ，&], 且使得 

a * y 令 u:[c ， rf] —► R. 

命理2❶ .5 假设参数化路径 y : [ a ,6] — IT 是可求长的，则每一个与？： [ L &] — R " 等价的 
参數化路径也是可求长的且具有与 y : [ a ， fc ]— IT 相同的孤长- 

证明令 u : [ c , d ]4 R 是连续且严格递增的函数，具有象 [«, 6], 则复合 [ c , d }^ 
等价于我们必须证明 — R " 是可求长的且弧长等于？：[<»,6] — R " 的弧 
长，记为匕 

令 e >0, 则存在3>0使得如果尸= U 。， …，心丨是区间 [ a , 6] 的一个划分，且 gapP < S ， 
则 


In y( x i) " y( x i-i ) II -< 右 . （ 20- 1 ) 

i=i 

因为函数 U : [c ， d] 是连续的，由定理 3. 17 知，它是一致连续的，从而，存在 一个矿 >0, 
使得对 [c, ㈦ 中的任意两点 t 2 , 只要 -< 2 | <8 ，， 便有 k(t,> -u(t 2 ) I <5 . 因为函数 
u: [ C j] —R 是严格递增的，显然， u:[c,d] —R 把 OW] 的一个划分广映成 1>, 的一个划 
分，并且对 a:[ C ,rf]—IT 的弧长的基于划分 F 的多边形通近等价于『的弧长的基 
于划分 P 的多边形 逼近 . 从而由 6 与 & 的选取，如果 gap ， <& ，则 gapP < S. 因此 , 
«:[ C ,d] — IT 的基于划分的弧长的多边形逼近与 f 的差至 多是 & ■ 
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分段光滑路径的孤长 


我们将证明分段光滑的参数化路径是可求长的且它的弧长等于 f ||/ II . 为 
证明这一点，首先建立下面的逼近引理. 

引理 20. 6 光滑的参数化路径 y : [< z ，6] — IT 有如下逼近 性质： 对滿足 a < < b . < b 的 

[ a , A ] 的每个子区间[^， 6'] 及每个正数农，存在正數5,使得当 [ c ， d ]^[ a \ V ]的一个长 
度小于6的子区间且 t 是开区间 U , rf ) 内的一个参数值时，则 

y{d) ~ y{c) - V ⑴ <^. (20.2) 

d - c 

证明 我们把 y :[ a ,6] — R " 用 分量函 数表示 如下： 

y (0 = (%，… ， y n (0) ， a 矣 t 矣 h . 

由光滑的参数化路径的定义知， 映射 y : [ a \ 6']— R n 是连续的.由于定义在闭有界区间上 
的连续函数是一致连续的，因此对介于1和之间的每个下标 i ， 函数 y :: [^, R 是一 
致连续的. 

令 e >0. 定义 〆 = 对介于1和 r » 之间的每个下标 i , 可 选取屯 >0,使得如果 t ，与 

G 是[<»'， V ]中的参数值且 U , -* 2 I <4,则 - 7 :( 0 丨 < 〆 .定义 5= min 5,. 

假设 h , 糾是[^, V ]的一个长度小于 S 的子区间，则对每个下标用标量函数的中值 
定理在开区间 （ c ， c /) 中选取一点&，使得 

7 i (^) - yA c ) - y !(7?«) - c )- 

设《是开区间 （ c , d ) 中的一个参数值，则对每个下标 f ( i 矣 i « A ), |^- i | <5^^,所以由 5,. 
选择得， 

lly .( rf ) - y ,( c )] - y ；(0 (rf - c )| 


國 


由此推出， 


y\(Vi) - y:(0 l(d 一 c ) < ^(d - c 、 


e 




(d 



II [ y ⑷ - y ( c ) ] - y f { t ) (d - c ) II 



11 

t -1 


I [yi(rf) - 7 i(c) ] - y[(t)(d - c) I 


< s(d - c )_ 


这个不等式除以 d - c ， 我 们得到 （20. 2). 

命题 20. 7光潸的参數化路径 y : [ a ，6] — R •是可求长的且它的孤长€由下式 给出： 




(20.3) 


证明 对 a < t <6, 定义函数 A : ( a ，/0— R 为 MG = || y f { t ) || . 那么由定义知 ， fe 
在开区间 （ a ， M 上是连续且有界的，因而它在闭区间 [ a , 6] 上是可积的.对于介于1和 
«之间的每个下标 I 我们选取虼 >0,使得对 （ a ，6) 中所有的 I ， | y ；(0|^^. 定义 
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+… + MI 对映射 y 的每个分董函数运用中值定理且按引理 2(X6 的证明中的论证得 
出，对 [fl, 6] 的任一子区间 [C, 有 

II y ( d ) - y ( c ) y 


d 


llr # (0 II 


< 2M f 


[ML 


这样，由积分的单调性得，对 [a ， 的每个子区间 [ C , d ] 


< 2 M(d - c ). 


U 0.4) 


\\y(d) - r ( c ) II II y 

令 e >0, 选取 [ a, 6] 的一个子区间 i # ] (a < a r < b f < b ) , 如果我们定义 = max 1 V - a ， 
b - b ，\ ， 则 16 t^<a 由引理 20.6, 置 ^ =^2(6’-。）， 我们可 选取以 >0,使得如果 [c, rf] 
是[^，V]的一个子区间且长度小于V， t 是开区间 W 中的一个参数值，则 

y ( d ) - y ( c ) 


d 


- y f U ) 


< 〆 ， 


由三角不等式推出，对 （C, rf) 中所有的 f， 

II y ( d ) - r(c) || 


d - c 


11/(0 II 


< 〆 - 


因此由积分的单调性得， 

II y(d) - y(c) II - J[ II y f 


< 〆（</ - c ) ，如果 [ cd ] C [ a \ b f ] 及 d - c < sr 


( 20 . 5 ) 

定义 S = min |5、 ，设尸=|*。，…，：是 [ a, 6] 的一个划分，满足 gap /»<& 由三角不等 
式得， 


m 


X II 7(、） - r(^i-i) II - I II y r II 


m 




II y( x .) - II - J II 


由估计式 （20.5> 知. 对每个下标若 xAQ [ a \ V ], 则 


llr (^) - r (^) II -f 11/ 


< 〆 （& 一 气 


]对不等式 （20.6> 右端提供的值小于 m - a .、 


这样，由包含在 O'， V]中的区间['_,， 

另一方面对于不包含在V]中的每个区间 [ Xm , \]，由估计式 （20.4) 推出 


II y(*<) - y(*“i) II - 厂 II y' 


< 2 M ( x { - x ^) 


并且由于这样的区间的长度和至多是 4ij , 由不包含在 [ i , V ]的区间[气气]对不等式 


(20,6)右端提供的值至多是817^#<+.由这两种估计得出， 


_ 


X II y ⑷- r(^-i) II * I II y # II 


< €• 


■ 


定理 20.8 分段光潸的麥數化路径 y: |>， fc] — ►IT 是可求长的且它的孤长< 由下式 给出： 


(20.6) [5251 
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€ 11/11. (20.7) 

证明设 e >0, 必需寻找5 >0使得如果尸= U 。 ，…， *„} 是 [ a , 6] 的一个划分，有 gapP <5, 
则 

X 1 卜 (\) -r(*^-i)ll - j a II y' II < s. 

可选择区间 O , &] 的一个划分 U D ， …， z t | t 使得 y 在这个划分的每一个子区间上的限制 
是光滑的参数化路径.由于映射 [ fl ，6]— R " 是一致连续的，我们可选择正数&，使得对 
[«， 6] 中的任意两个参数值3和 L 只要卜便有 

II y(s) - r(0 II < e/6k, 

证明中的关键点在于，如果/»是[心 6] 的任一划分，有 gapp <5, 且 广是通 过插人所有的 
^后得到的 P 的加细，则对 y :[ a ，6]— IT 的弧长基于/ 1 与基于 F 的多边形逼近的差至多是 e /2. 
为看到这一点，注意包含形如||7(0 - yO ) || 的少于从项的这些逼近式之间的差，其中^ t 
是满足卜-«| <&的参数值.由于每一个这样的项至多是 e /6 A ， 因此两个多边形逼近式的差至 
多是 e /2. 

由命题 20.7 知，对介于1和 A 之间的每个 K 标光滑参数化路径 a ]-1 T 是可求 
长的，因此可选取氏>0,使得如果&是 2,] 的满足 gap /> 4 <氏的任意一个划分，则 
_ y : [ L , 的弧长的多边形逼近式与11/11在上的积分的差至多是定义 

8 = min \ S \ 6,, 8 k \. 设 P 是 [ a , 6] 的满足 gapP < S 的任意一个划分.由 戈的选 择知， 

r ： [ a , IT 的弧长的基于 P f 的多边形通近式与 II / II 在 [ a ，6] 上的积分的差至多是 
由前面的估计知， R " 的弧长的基于 P 的多边形逼近式与||/ || 在 [ a ， fc ] 上的积分的 
差至多是从而（20.7>成立. _ 

例 20. 9 对于由 

y( 0 = (co8t f sim,0 , 0 ^ t ^ 4ir 

定义的嫘旋线，注意 

y f (t) = ( - situ ， cost ， 1 ) ， 0 ^ t ^ 4it. 

由定理 20. 8知，这条参数化路径是可求长的，其弧长是 

I II y f (0 II dt = I V2d< = 4^/2 tt. ■ 

假设参数化路 g 7: [ a , fc ] — IT 是可求长的，则对 [ a , 6] 的一个划分 Z 5 和它的加细这 
个弧长的基于 P 的多边形逼近值大于基于 P 的多边形逼近值，这可由三角不等式的直接得出. 
由此不难证明可求长的参数化路径的弧长是这个弧长的多边形逼近值的上确界（见习题8>. 


非可求长的参数化路径 


在光滑参数化路径 y : [ a y b ] -> R " 是可求长的证明里，我们用到了参数化路径的导数 
/:( a ，6) — IT 是有界的这一事实.事实上，正如下例所表明的，参数化路径 y :|>，6]4 ir 的 
如下结论是不成 立的： 如果仅有 — IT 是连续可微的，它就必然是可求长的.因为如 

秦 
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果其导数是非有界的，则路径可能是不可求长的 • 
例 20. 10首先，定义 


xsinf — + 若 0 < jc 矣 1 

/(%) = ^ \ 2 %) 

0 若无 = 0， 

然后，对0矣纟矣1，定义 y (0 = ( I , /(!)). 显然， y : [0, 1]— R 2 是一条参数化路径且 
y :(0， l ) — R 2 是连续可微的.但是，路径 y : [0, 1]— R 2 是不可求长的，如图 20. 3所示.事 
实上，注意 

fl/k 若 A 是偶自然数 
/( l/k) - < 

Ui / fc 若*是奇自然数， 

所以对每个自然数 fc ， 

卜(+)”(占) 卜 

这就得出对每个自然数 II ，如果定义划分 P = fo , 丄，…，则基于 P 的多边形 

\ n + 1 n 2 J 


逼近值大于 gl / fc . 因为调和级数 


的部分和序列是无界的，所以这个多边形逼近值可 


以任意地大.因此这条参数化路径7: [0, 1]— R 2 是不可求长的. 




通长参数化 

在分段光滑参数化路径 y : [ a ,6]— R B 的等价参数化中，有一个特殊的参数化，称为孤长 
参教化 （parametrization by arclength ) ，它是十分方便的-它的定义如下：对 [ a , 6] 中的每一个 
参数值《，定义 
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«(0 = { II 11 • 

由于可能除去 U , fc ) 中有限个数点外，/(0_0,连续函数 u :[ a ，6] — R 是严格递增的且 
_ « i ([ a , b ]) =[0, £], 其中€是7:!>，6]— IT 的弧长 • 它的反函数1*“：[0,€]也是严 
格递增且连续的.由 a = y 。!^ 1 定义的参数化路径《:[0,幻 — R n 是对参数化路径 y :[ a ,6] —nr 
的弧长参数化.它具有如下 性质： 对[ 0 , €] 中的每一个参数值《，参数化路径 a : [ o， s ]—ir 
的弧长等于这个参数值^微积分的第二基本定理蕴涵着除去有限个点外，= II y f ( i ) II , 
所以运用链式法则得出，弧长参数化 a : [0, f ] — R •有如下 性质： 在[0, €]中的每个参数值 j 
处 ， a 可导，且 Wa ^ s ) || =1. 

例 20.11 考虑由 y (*) = ( cost , sim , t )(0 幻备 4 ir ) 所确定的蠔旋线.对 [0, 4霄]中的每个 t , 

tt (0 = 土 || / II =丄 - - Jit . 

这样，螺旋线的弧长参数化 a : [0, 4>^]-^ R 3 定义为 

a(s) = (cos( j/V^) ,sin(s/7^) ,s/^2) f 0 ^ 5 ^ 4 V2ir. ■ 

沿着一条路径的 积分： 曲线积分 


现在我们考虑曲线积分的概念.给定一条分段光滑参数化路径 y : [ a ，6] —IT ,它有图形 
r 及一个连续函数 / : j TmR ，定义/:厂 — R 在参数化路径 y :[ a ,6] — R " 上的曲线积分为 

我们的第一个结果是用上面没有变换的曲线积分的一个等价的参数化代替一条路径的参数化 
定理 2 0.1 2 假定 y : [ a ,6] — 与 a ：[ c 9 d ] — IT 是路径 r 的两个等价的分段光潸的参数 
化路径，则对任意连续函數/:厂 ― R , 


國 






Jfl 





证明运用积分关于划分的可加性，只要考虑路径是光滑的情形就足够了.由参数化的等 
价性定义，存在有一个严格递增的路径 U :[ c ， rf ] — R ，满足 u ([ c , <£]) =[ a , &]与《 = y 。 u : 
[ c , rf ]— R ' 对 U，W 中的每个参数值<，必有一个下标 i ， 满足 y :( u ( t ))_0, 所以 yix = ai: 
( c ， d)^K f 由反函数定理及链式法则得出， u : ( c , R 在 t 处可导.从而 c /0) = 
/( u (0 W (0. 特别地，对 （ c ，（ i ) 中所有的参数 u # (0^0. 由于 — R 是严格递增 


的，且对于 （ c ， rf ) 中所有的 t , u f ( t )^ 0 9 即 W ( O >0 f 由变量替换定理与链式法则, 





/= [V(y ⑴ ） II y ; (0 II dt 


L fiy(t)) ||<y,( ° 11 d, 


J/(r(w(0)) ||*y’(u(t)) Ilu ; ⑴ dt 


/ V ( a (0) l | a ^(0 I ) dt 
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/• 



对于路径 F 的分段光滑参数化及一个连续函数 /: r—R ,如果这条路径的弧 
长是€且& [0, IT 是等价的弧长参数化.因为除可能的有限多个点外 II « u ) II =1,所 
以由定理 20. 12得， 



i[a,b]-*R n 




( s )) d $. 


因此，这个线积分普遍表示为 


J / (私， 

并且明确地 r 选取路径的一个光滑参数化. 

还有一些与定义在路径上的连续函数相关的其他类型的曲线积分.对于参数化路径 
y : [ a ,6] — ► R ' 它有图形 r , 及连续函数 /: r — R ，对介于1和 n 之间的下标 i , y i: («， fc)—R 
有连续有界的导数，我们定义 

j r f(x)d Xi = [ iai] ^/(jr)dx ; = J/(y (0 )7^(0^ 

如同在定理 20. 12的证明中论证过的，借助严格递增的光滑函数的复合由一个参数化变换到另 
—个参数不会改变积分值.自然地，当 R 2 与 R 3 中的点分别表示为 U , 或 U , y , z ) 时，我 
们用熟悉的记号来表示这些 积分： 例如在 R 3 中，我们使用 


| r /(*, r. z > d r 及 J r /(*, y . z )^, 

并且对路径 r 特选一个参数化. |530 

例 20.13 考虑例 20.4 中给出的路径 r = a /2 的分段光滑参数化 y: [0, u — R 2 , 对于这 
个参数化，由曲线积分的定义和一元函数积分的换元公式得， 


如图 20.4 所示. 


^ Jk m 

ydx = ydx + ydx 
Jr Jr* I J/'j 


= g ( a + 4 t(b - a ) )4( fc - a)dt 
」 o 


上 

- fl ) j ( -4(6 - a))dt 


[ gU ) - A ⑴] dr 



习 11 

1. 对 IT 中的两点 p 与运用公式 （20.3) 验证从 p 到 g 的参数化线段的弧长是 
2* 求定义为 

y ( t ) = (3 cos ^ T 3 sinl 9 2 t ) t 0 < I < 2 n 
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y 



r 2 



图 20. 4 J ydx = j ydx + J ydx 


圆 


} 


的参数化路径 y : [0, 21]— R 3 的弧长. 

3. 对定义为 

yU ) = ( x ， f 2 ， l ) ， 0 « f « 4 

的参数化路径 7: [0, 4]— R \ 求以弧长为参数的等价的光滑参数化. 

4 •对 0< a <A ， 寻找一积分，它等 于捕圆 f (*, y) 

这个积分 O 
S . 计算 

J xsinyAx + ycosxdy t 

其中 r 是参数化线段 y : [0, 1]— R 2 的象定义为 

y ( t ) = , 0 ^ t ^ 1. 

计算 


的弧长.（必须使用数值逼近方法来实际计算 


i 


% 


dx 


y 


办， 


+ y x + y 

其中厂是参数化路径 y : [0, 2 W ]— R 2 的象定义为 

y( 0 = (e*cost ， e'siiu) , 0 € t < 2ir. 

7 •证 明： 弧长的定义是无歧义的*因为如果一条参数化路径是可求长的，则仅有一数€具有定义中的多边形 
通近性质. 

8* 证明： 可求长的参数化路径的弧长是它的所有多边形逼近的孤长的 h 确界. 

9. 对有象厂的可求长的参数化路径 y :[ a ,6] — R * ,定义《: [ ex.M — R " 为0 = y ( a + 6 - 0 
•• 证明： a : [ a ,6] — IT 也是可求长路径 r 的参败化，且^与 7 有相间的弧长. 


b - 对连续 函数，现 L—/=JL 


若 y :[ a ， A ] — R A 是光滑的， /: r — R 是连续的， 证明: 




[•卜 4; 一】 


fdx . 
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10, 假设 y: [a，6] — IT& a: [ C ,d] — JT 都是参数化路径，每一个都是一对一的且 y ( a ) = a ( c ). 证明： 这些 
参数化路径是等价的，当且仅当它们具有同一个象.（提 示： 对 [c, rf ] 中的每一个参数值定义 

是唯一个 [«, 6] 中的参数I使得 a(t) =y(s).) 

11. 对分段光滑参数化路径 — V及一个连续函数/:厂― R ，其中尸是 y:[a，fr] — R" 的象， 证明： 

j r /(s)ds 矣 m ， 

其中 M 使得 |/(p ) 丨霉对 r 上所有的点成立，《是 — R •的孤长. [532] 

20.2 曲面面积和曲面积分 

在 20. 1节，我们定义了参数化路径、路径和曲线积分，本节我们将定义相应的参数化曲 
面、曲面和曲面积分. 

平面区域与参数化曲面 

我们称平面 R 2 的子集兄为区域 （ re g i < m ) ，如果它是开的且是若尔当域——即它是开的且有 
界及它的边界的若尔当容度是 0. 由定理 18. 17知，如果究是 R 2 的一个区域且函数 p 兄一是 

连续有界的，则它的积分是确定的. 

定义设兄是 R 2 中的一个区域.一个连续可微的映射 r : 兄 — R 3 称为有参数空间兄的参数 
化曲面 （parametrized surface ), 如果下面三个性质成立： 

( i ) 映射 r : 兄 — R 3 的分量函數有有界的一阶偏导数. 

( ii ) 玦射 r : 兄 — R 3 是一对一的. 

( iii ) 对 宄中的 每个点 U ， V )， 


f ( ix ， v ) x ^( u , v ) ^0. 
du dv 

定义 R 3 中的子集5称为曲面 （ surface ), 如果它是一个参数化曲面的象. 

对一个参数化曲面 R s 和参数空间兄中的点 （ u 。， v 0 ), 因为兄是开的，如果正数 r 充 
分小，则由式 

y(0 = K« 0 + Mo) , * e (- r ， r) 

定义的参数化路径 (_ r , r )— R 3 确定了曲面 S 中的一条光滑路径，它在点 r ( u 。， t ；。） 处有由 

1^( U 0t %)给出的切向童，类似地，保持变董 U 为常数，我们得到另一条参数化路径，它的象 
du 


位于曲面5中且通过点 r ( u 。， v 0 h 有切向量 f ( u 。， v 。）. 这样，因为假设 （ iii )， 如果定义向量 

OV 


1|为 


V 


盖 U 0 ,Ox|^。，,。) 


t 


我们断定向 fill 是非零的，且由叉积的性质知，它垂直于切向量£(%，1>。）与 |^( U D , 以），因 
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此，我们称 I ?或9的任一非零标量倍是曲面 S 在点 r ( u 。， 的法向量.这样，对给定的参数 

化，曲面在每一点处都有法向量且随参数 （ U ，1；) 连续变化.一个带有法向量的参数化曲面如 
[5331 图 20. 5所示. 


ir ^ dr 
<?« x 

t iL 



图 20.5 —个带有法向量的参数化曲面 


例 20. 14固定正数《小于1,考虑集合 

1 ( x , y 9 2 ) e R 3 卜 > 0 ，y > 0 ，z > 0， x 2 + 〆 + z 2 = 1,0 < x 2 + y 2 < a 2 1 ， 

则集合 5 是曲面.为证实这一点，我们必需找到参数化曲面，它的象等于&定义兄=丨（*, )0 
eR 2 I 戈 >0 ， r >0, 0 <^ 2 +y 2 <a 2 \. 并定义 r : Jl—R 3 为 


國 


尸 U ， y) = (x f y f y/\ ^ X 2 - y 2 ) ，（ Jt ， y) e U f 

则兄肯定是区域，映射 r : 兄 — R 3 是连续可微的，且偏导数的计算表明这个映射的分量的偏导数 
是有 界的： 例如对灭中所有的（: c ， y )， 第三个分量对 X 的偏导数 


进一步， 


^3 

dx 


( x f y ) 


dr 

dx 


( x tr ) 


dr 

dr 


(尤， y ) 


y/\ - x 2 - y l yi - a 

X y \ 

7^-x 2 ” 2 Vr^? — ， r 0 


最后，显然，这个映射是一对一的且它的象 等于& ■ 

例 20. IS 在例20, 14中，如果允许<1 = 1,则如上所定义的映射 oTe — R 3 不是一个参数化 
曲面，因为映射的第三个分量的偏导数不是有界的.但是，这个映射的象5是一曲面.为了证 


实这一点，必需寻找 S 的一个更好的参数化 • 定义宄 ' = {(u, OeR 2 0<u<^ f 0 < v < f ]. 
然后定义， :7 T — R 3 为 


f f { u % v ) = ( sinucosi ;，8 iiiusim ;， cosu ) ， ( u f v ) e IV . 

参数空间是平面中的一•个区域.显然，这个映射是连续可微的且它的分量有有界偏导数. 
而且这些分量的几何解释很重要 （它 们是球面坐标），我们看到这个映射的象是5且映射是一对 
一的. 最后，一个简短计算（我们把它留作习题）表明，对兄中每个点 （ it , *0, 
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— ( u 9 v ) x — ( u 9 v ) = ( sin wcosv,sin u & inv , sinucosu ) ^ 0* 
du dv 



射彩参数化曲面 

最简单的参数化曲面是以定义在坐标平面的区域上的函数的图形为象的参数化曲面.这样 
的参数曲面称为射 影参数化曲面 （projectionally parametrized surface ). 例如，如果究是平面 R 2 的 

一个区域及一个连续可微函数 g : 兄 — R 有有界偏导数，则下列三个映射中的每一个都描 述了射 
影参数化曲面： 映射： 兄― R 5 定义为 

r { x f y ) = ( x 9 y 9 g ( x f y )) f ( x f y ) b U 9 
r ( x f z ) = ( x f g { x , z ) , z ) , ( x $ z ) e 71 , 
r ( y 9 z ) = ( g ( y t z ) , y f z ) , ( y，：）e 亿 

考察第一种情况，经简短的计算表明，曲面在点<* 0 , y 0 , g ( x 0 , : r 。）） 的法向量 i | 是由下式 
给定： 


v = x |^(*o= ( - |^(*o>r 0 )» - 普 (m ) 斗 

这 表明： 我们在 14. 1节描述的二元函数的图形的曲面法向量的定义与我们这里考虑的法向量 
的一般定义是一致的. 

曲 面面积 

现在我们希望定义曲面 面积. 为此，首先描述 R 3 中的向量的内积与叉积的一些性质.回 
忆对 R 3 中的两个向暈《与 V ，内积<«, 和叉积 a xv 分别定义为 

<«, v ) = UyVy + U 2 V 2 + U 3 V 3 

和 

B X V =： (U 2 V 3 - U 3 V 2 ,U 3 U, - U]t > 3 ,U t V 2 - U 2 t),). 

内积与叉积为以分析形式描述几何概念提供了一个十分有用的方法，下面给出内积和叉积的两 
条性质 t 

( i ) 设 B 是 R 3 中的一个非零向量及€为过原点且与 H 平行的直线，即 f 是由形如 

的点组成.则对 R 3 中的任意点《， {上 最接近 g 的点是 A «， 其中 

(证明是一个 计算： 证明对 R 中所有的 t ， ||^-«|| \) 

( U ) 设向量 《与 v 是线性无关的，对 R 3 中的一点 p , 定义基点为 p 以向量《， v 为界的平 
行四边形 （ parallelogram ) 是集合 

S = i p + m + |0 < t < 1 *0 <5 < 1 1 - 

这个平行四边形 的面积 （ area ) 定义为向量 v 的长度乘以点 p + «到过 p 且平行于向量 V 的直 
线的距离，由于点间距离是变换的不变量，且面积与基点 P 的选择无关.假设 p = o , 则由 


© 在附录 B 中，有 R 3 中的两个向撤的内积与叉积的几何性质的完整描述. 
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\ 536 \ 


⑴得 


area S = || v || • || « - Av || , 


a = <7 u t }* X 綱 jtt 帥軸 d 

area S = || u x v || . 

这个公式可由直接计箅证实.事实上， 

II B X V II 2 = (u 2 r 3 - U 3 v 2 ) 2 + (u 3 t? ，— u x v 3 ) 2 + (u ， w 2 - u 2 v { ) 2 

=(U; + u\ ^ u])(v] + V 2 2 + trj) - (UjV, + U 2 v 2 + U 3 V 3 ) 

=II « !l 2 • II ^ II 2 - 

2 <«,^) 2 


( 20 . 8 ) 


= v 


II 2 { II « II 


II V|| 




|| v || 2 <«- Av t «> 

II V II 2 〈《 - Av，tf - Ar 〉( 因为 <11 - AV,V> = 0) 




v || 2 • H « - Av || 2 . 

命题 20.16 设•/是平面上的一个开矩形，且定义麥教化曲面 r : 

r ( i ， y ) = ( x f y 9 ax + by ^ c ) f ( x t y ) e J , 
則曲面 S = r ( J ) 的面积由下式 给出： 


R 3 为 


(20.9) 


ii 


area S = v 1 + * area /. 

iif 明假设 《/ = ， * 2 ) X (y, , h). 则 S 的基点 p = (a:, , y,, 似 ， +^| +C) 且以向量 

(0, y 2 - y ,, A ( y 2 - y 】）） 及 v = (* 2 -〜， 0，为界 • 由公式 (20.8) 得， 
area 5 = || « x v || 

^ H ( a ( x 2 - x i)(yz - yx ) -^,)( r 2 - ri >，- (气 - y ,)) II 


=-/l + a 2 + 6 2 • areaJ ‘ ■ 

公式 (20. 9) 启发提出一般曲面面积的定义.我们从射影参数化曲面的面积定义开始.设兄是 R 2 
中的一个开矩形且 g: 宄 —R 是连续可微函数且有有界偏导数.则由 

r (*,r) = (x t y t g(x,y) ) , (jt,y) e U 

定义的映射 r: 究 —R 3 是参数化曲面.设 P 是参数空间兄的一个划分， J 是 P 中的一个矩形，在 
•/的内部选定一点 p == («。， r 0 ), 设 r(|0 是曲面 s 在点 r(p) 的切平面.正如在 14. 1节所证明 
的，由点 U, y, z) 组成的切平面满足 


Z 


g(p) + Y~{p)iy - y 0 )* 


根据公式 （2(K 9) ,切平面 r(p) 位于矩形 J 上部各的面积 s(/) 由式 

area S ( J ) = /I + 


(X + (X 


area / 
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给出.如果对划分 P 的矩形•/求和，我们得到 

各 V 1+ (》)) 1+ ( X areaW - (2o * io) 

如果取兄的一个划分序列，当划分间隙收敛于0时，则和 （20. 10) 是黎曼和，收敛于 


W 1 + O y) ) 、 (S u ， y 〉) 崎 

这就促使给出了下述射影参数化曲面的曲 面面积 （surface area ) 的定义. 

定义假设尺是平面 R 2 的一个区城及 p 兄 — R 是连续可微的且有有界的一阶偏导教.我 
们定义曲面 

5= I ( x f y , g ( x f y ) ) e R 3 I U , y ) e 兄 I 

的面积是由下式 给定： 

area <5= + |^(* t y)J 2 + dxdy. (20. 11) 

曲面面积与曲面积分的一般定义如下： 

定义假设宄是平面 R 2 的一个区域，设曲面5是参数化曲面 r : 宄 — R 3 的象，我们定义5的 
面枳为 


area S 


dr 


dr 


如 (《’ V) X-(U, V ) 


dudv. 


( 20 . 12 ) 


更进一步，对一个有界连续函数 R ,函数 R 在曲面 S 上的曲兩积分（记为定 
义为 


j s fda =5 j^f(r(u t v )) 


du dv 


dud 队 


(20. 13) 


例 20.17 考虑集合 

S = I (x f y f z) e R 3 I x > 0 9 y >0，z > 0 f x 2 + y 1 +z 2 = 1|. 

我们在例 20.15 已经证明，5是一个由 r : 究 — R 3 参数化的曲面，其中兄= |( u ， I ；) € R 2 | 0 < « < 
ir/2 ，0 <v < tt/2 丨及 

r( u f v) = (sinucosVfSinusinu^eosu), (u,t>) e 7^. 

偏导数和叉积的简短计算表明对中的每个 （ u ， t ;)， 


J^(u 9 v) X 警 (u ， v) 

du dv 


smu. 


这样，由面积的定义及富比尼定理得， 


area 5 = 

= j sinududv 


X ^( u , v ) 
du dv 


dudv 


= C\C 6inudu ] dv 
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[538] 由此，我们得到球心为原点半径为1的球面面积是 4^ r . ■ 

正如我们已经看到的，一个曲面总是有不同的参数化.我们希望曲面积分的定义，特别曲 
面面积的定义与曲面的参数化的选择无关.例如，对一个射影参数化曲面给出的两个曲面面积 
的定义应该是一致的.我们现在就建立曲面积分与参数化的无关性. 

定理 20.18 设尺与 7 T 是平面 R 2 的区域， 设 r : 尺 — R 5 及 〆 — R 3 是具有同一象 S 的参数 
化 曲面， 假设函數 /:6、 R 是 连续且 有界的 ，则 

[/(r( ) ^-( u 9 v ) x -^( u f v) dadv 

du dv 

=f /( 〆 （ 〆〆 ））<( u ， 〆 ） x ^( u \ v f ) du f dv \ (20.14) 

du du 

证明由参数化曲面的定义知，每一个映射 r : 究 — R 3 及， — R 3 都是一对一的，且由 
假设，每一个象都是5.对兄中的每一点 （ u , tO , 定义 tO = U \ V )是 7 T 中的唯一点，在 
此点处有 

r 9 {u 9 v f ) = r ( u f r ), (20* 15) 

这样定义的映射 t 兄— R 2 是一对一的且它的象等于如果用分量函数写出参数化曲面及映 
射 度:宄 — 兄、则显然公式 （20. 15) 等价于下面的方 程组： 

, g 2 ( u , t ；) ) = 

4 (度 1 (**， V ) ，客 2 ( u ， v ) ) = r 2 ( u t v ) (20. 16) 

我们 断言： 映射 g : 7 e — iR 2 是光滑的变量替换，这意味着它是连续可微的且在每一点上有可逆 
的导数矩阵.设 （ u 。， I ；。）是兄中的点，由假设知， 

~(^( u o» v o ) ) x f (犮 (“ o ，* 1 。）） —0， 
du dv 

不妨假设这个叉积的最后一个分量是非零的.这样，我们可以在点«。）处运用平面反函数 
定理于映射（<， <): 芡 — V 得出，在《(\，％)处存在一个邻域，使得映射（ 〆 ,， r ；)； n ^ R 2 
_有连续可微的逆.从方程组 （20. 16) 的前两个方程得出，存在（％，％ ) 的一个邻域#使得， 

( giygi ) = ( r \ , rj ) 1 o ( r " r 2 ). 

由于连续可微映射的复合仍是连续可微的，这就得到及:兄 - R 2 是连续可微的.现在还剩下验 
证在兄中的每一点处 g : 兄一 ► R 2 的导数矩阵是可逆的.这可以从下面的恒等式 得出： 对究中的 
每一点 （ li , V ), 

|^( U ，*0 X X ^7(^( u , i 0). | detD ^( u , v ) |. (20.17) 

这个等式是链式法则的一个推论.事实上，方程组 (20. 16) 意味着~兄 — R 3 是复合 〆 兄 — R 3 . 
由链式法则得，对兄中所有的 U , t 0， 

Dr ( u , v ) = Dr ’ (容 （ u ， v ) ) - Dg ( u , v ). 

这是介于两个 3 x 2 阶矩阵之间的等式.按所有2 x 2 阶子矩阵计算这一等式及应用2 x 2 阶行 
列式的乘积性质（见习题 14), 对每个下标 i = l ， 2, 3及灭中的每一点 U , *0 得出， 
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v) x 盖 (u,»),( 〉 = 〈 |^7( U, 〆） x tV， ^ ,e, ) * delD^(u t v), 


即 


dr 

du 


( u ， V ) x ^( u t v ) = (^- f ( u f y ) x y )) % delDg ( a 9 v ). (2( X 18) 

ov V du dv / 

等式两边取模，便得等式 (20.17). 

现在已建立了发：兄― R 2 是光滑的变量替换，我们可以应用 19.2 节中的变量替换公式 
(19.11), 计算 （20. 14) 右边的积分.运用公式 （20. 17) 及变董替换公式，我们有 




/( rW )) 


du dv 


du’di/ 




f ( r $ { g { u , v )) 




detZ7g( u, t;) I dudv 




f ( r ( u f v )) 


X ㈣ 


dudv . 


习题 

1. 设 a 、 6、 e 及 rf 是实数且 c 一 0, 我们考虑平面 

<ix -¥ by ^ cz ^ d = 0- 

用 r ( u , r ) = ( ti , i ；, - (au + 6 v + rf >/ c ) 参数此平面并运用公式 

求这个平面在 U , y ， z ) 点处的法向 M . 

2. 设曲面 

5= | U ， r-z) I Z = JC 2 + /，I * I +1 X I < 4|. 

求此曲面上每一点的单位法向量. 

3. 对《>0, b > 0 , 证明： 圆柱面 

5 = 1 ( x , y 9 z ) \ 0 < x < a 9 z > 0 9 y 2 + i 2 = 6 2 } 

是一曲面，并求出它的曲面面积. 

4* 对 r >0 及/|>0,锥面 

S = \ (x 9 y f z) I x > 0，y > Q f z > 0,i 2 = h 2 (r 2 - x 2 - y 2 ) |, 

证明它是曲面，并求它的面积. 

5. 求如下平面的曲面 面积： 

S ~ { (x t y f z) I x >0,y > 0 t z >0,2x+y+z = 161 * 

6. 证明： 

£<** + y 2 )^ = + ir , 

其中 5= I (x, y t z) I x>0, y>0, 3 >r>0, z 2 =3(* 1 +y l ) |. 

7. 计算 

其中 S 是锥面 I ( x f y , z ) I + y 2 % Z >0 f 被柱面 I ( at , y , z ) I / + y 2 -2 ：r = 01 所截得的那部分. 

8. 对 0< a <6, —曲面有如下形式 
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|( ucosr , usinv ， g ( ii )〉 la < u < A ，0< v < 2 ir } , 

其中 函数客 ：（ a , A )—► R 有一个有界连续导数，它称为旋转曲面 （surface of revolution ) , 证明： 旋转曲面的 
面积由下式 给出： 

2 itJ u yi + (g F ( u) ) 2 du. 

9. 假 设究是 平面中的一个凸区域，发有连续有界偏导数 • 证明：曲面 <5= [ ( x 7 y f g ( x 1 y ) ) I (*, y ) 
有等于艽的面积，当且仅当 g : 兄 — r 是常值. 

10. 对 R 3 中的任意两个向量4和及， 证明： 

\\AxB\\ 2 = || A || 2 ^ || || 2 - (A y B)\ 

(提示：从公式（20_8)的验证可得 . ） 

11. 运用公式 （20. 18) 证明： 曲面的法向量的定义是与参数化的选择无关， 

12. 对参数化曲面 r:K—^R 3 , 在宄中的每-点 （u, v) 处， 定义三个实函数£:究— R 彳:尺― R 及 G:7J—R 分别为 

£( — = 〈£，艺〉’ = 〈砮，尝〉和以” ) = (^) - 

运用习 ® 10中的恒等式，重写出曲面5在参数化 r : 兄 iR 3 下的曲面面积公式是 

area 5 = J */EG - F 2 dudv. 

13. 设 A 、 B 、 C 、 Z ) 是 R 3 中的向量， 证明： 拉格朗日恒等式 

(A x« t C xD> = (A t C)(B t D) - (A ， D 、（ B、Cy 

(提 示： 首先证明当四个向置是基向摄时，这个公式成立， 然后， 利用叉积和内积的线性性得到一般 
情况 •） 

14. 对两个 2x2 矩阵 A 及1»,通过具体的计算， 证明： 

del AB ~ det Adet B. 

15. 设 A 与 C 是 3x2 矩阵及 if 是 2x2 矩阵，使得 证明： 等式 

II A_ • |detflf = ||C\ x C 2 || . 

其中 A t 与&是矩阵 A 与（：的第 i 列向童. 

16* 对参数化曲面及 R 中的参数值 U。，t;。）. 证明： 存在（％, %)的一个邻域V,使得 r(M 是射影 
参数化曲面的象•（提 示： 如同定理 20. 18的证明，运用反函数定理，> 

17•假定函数 A : R 3 — R 是连续可微的，设 p 是 R 3 中的一点，导数向董 VA ( p ) 尹0且定义 c = A (/0. 运用隐函 
数定理 证明： 在 p 点存在一个邻域 AT , 使得 IU，h I ) e^l h ( x , y t z ) 是一曲面. 

18. 对参数化曲面及连续有界函数 R , 其中 S 是 r : 兄的象 * 证明： 

fda ^ MA t 

其中对 S 上所有的点夕， 有 l /( p ) \^ M r 4是 S 的曲面面积. 

20.3 格林公式和斯托克斯积分公式 

对 R 中的有界闭区间 [ a ，6] 及在 U , 6) 有连续有界导数的连续函数 /:[ a ,6]- + R . 由微积 
分第一基本定理断言 


IfiOdt =/(6) -/( a ). (20,19) 

这个公式在多元函数里有重要的推广.本节我们先把这个公式推广到如下 情形： R 2 中某些区 
域兄来代替开区间 （ a ， fc ) (见格林公式）及在 R 3 中某些曲面来代替开区间 （ a , 6)( 见斯托克斯 
公式）. 
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一 条参数化路径 y :[ a ,6]— R " 称为 简单的 （ simple )， 如果它到区间 [«, 6) 的限制是一对 
—的；称它 是闭的 （ closed ), 如果 yU )= y (6). R 2 中的有界开子集如果打的边界 d /2 是一 
条简单闭的参数化路径的象 r 这样的 D 将成为我们所关注的. 

例 20.19 假设函数 g : [ a , 6]— R 及 A : O , fcl — R 是连续的，且对 U , 6) 中所有的*, 
有 < A (*). 定义 

O = I (x,y) \ a < x < b,g(x) < y < A (*) } 及 y = 

这个集合是我们在例 2 0. 8 中所考虑的.在发 U ) < A ( a ) 及客 (6) < A ( iO 这种情况下，由例 20.4 
给出的 y 的参数化是简单的、闭的参数化路径.而在一端有等号时，我们可忽略相应于这端的 
路径，再次得到边界的简单的、闭的参数化.由明显的几何理由，边界的简单的、闭的参数化 
等价于 d /3 的逆时针的参数化 （counterclockwise parametrization ) r . _ 

例 20. 20假设函数 [ c ， 幻 — R 和 A : [ c , rf ]— R 是连续的且对 （ c , 幻屮所有的: k , 有 
g ( y ) < h ( y ), 定义 

O = I (x,y) I g(y) < x < h(y) ,c < y < d\ 及 y = 3/2. 

这里再一次得到是 R z 中的有界开子集，它的边界可以参数化成为简单的、闭的参数化路径. 
事实上，当 < AU ) 及 cWW 时，下面定义这样一个参 数化： 

\g(d^4t(c - d)) 9 d+4t(c - d)) 若 0 莓 f 彡 I 

( g ( c ) +4( t -+) (办 （ C ) - g(c )) ,<?J 若+专 f 矣 + 

y ( t )= ， 

(A(c - 4(t - +)( c _ *0) ， c - 4( 卜 -yj (c _ d)) 若 + € « ^ ~ 

人 h(d) + 4(«-|)UU) -h(d))^ 若 I 矣 £<1 . 

边界的参数化如图 20. 6 所示. 


y 



图 20. 6 a /2 的一个具体的参数化 


再次由于明显几何理由，这个参数化或等价于它的简单的、闭的参数化，称为 d /2 的逆时 
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针参数化 r . ■ 

命题 20.21 假设函 数客： [ a ，6]— R 与 A : [ a , M — R 是连续的，且对 （ a ，6) 中所有的 
X , 有客(幻 < h ( x ) ,定义 

Q = I ( x y y ) \ a < x < b ， g(x 、< ) < h(x) \ 及厂 = 3 /Z 

设函数 /V: /2U 厂 — 1R 是连续的，使得 12—R 存在且连续有界.則 

dy 


dN 

dy 


( x f y)dxdy = - 


( 20 . 20 ) 


[544] 


这里右边的积分是沿着路径厂逆时针方向参数化计算的. 

证明证明的中心是运用富比尼定理，因而可以应用微积分的第一基本定理.首先为方便 
起见，用/^厂…厂…厂乂/^来表达厂，其中厂，=丨（无， g ( x )) I a ^ x ^ b ] t r 2 = I (6 f y ) I 
g(b) ^y^h(b) \ , r , = f (^ t k(x) ) I a^x^b \ , 及/ " 4 = l ( a ， y) I g(a) ^y^h(a) j . 运用 
富比尼定理、微积分第一基本定理及曲线积分的定义，我们有 

JL [ 尝 (”)] 崎 = 1‘ [C f ( ** y)dy ] d " 


谷 y 

- f:mx ， h(x)) -N(x t g(x))}dx 
= I N(x f h(x))dx - j^(x,g(x))dx 

- - j ) d * - )dx j 

=-j J" NAx + 0 + j" NAx + 0 J 


- l Ndx ' 


Ndx + Ndx 

Jo 


Ndx 


■ 


命题 20.22 假设函教 g : [ c ， R 与 A : [ c , d]—R 是连续的，且对 （ c , 幻中所有的 
r » 有发 ( y ) <^( r )- 定义 

(1 - 1 (^,r) 1 e(y) < ^ < *( r ) 9 c < y < d\ 及 r - efi 

设函數 M : /2 ur —► R 是连续函數，使得 dM/dh /2-> R 存在且是连续有界的，则 


l n ^(x t y)6xdy = f r M(x f y)dy t ( 20 . 21 ) 

这里右边的积分是沿着路径厂的逆时针方向参數化计算的. * 

证明如同命題 20.21 的证明，我们将运用富比尼定理以便可以应用微积分第一基本定 
理. 把 r 表示为 其中厂 = l (« r ( r ), y ) ' c ^ y ^ d \, r 2 = IU ， c ) i 
g ( c ) ^ x ^ h ( c ) I , r 3 = I ( h ( y ) t y ) I c 矣 0 …，及厂‘ ={ <*， d ) I g ( c ) ^ x ^ h ( d ) }. 运用富 
ES 比尼定理、微积分第一基本定理以及曲线积分的定义，我们有 
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1 [尝“ ， y 〉 卜” f { C 尝“，咖卜 


J f \M(h{y) ,y) - M(g(y) ,y) ! dy 

j t M(h(y) ,y)dr - I M(g(y) ,y)dy 

f Afdy + 0 + f Mdy + 0 
Jr 3 Jr , 

J 厂 Mdy + ^ Mdy + ^ Mdy + ^ Mdy 


ir 


Wd r . 



定义 平面 R 2 上的区域 /3 称为 格林域 （ Green's domain ) s 如果它的边界 F == d /2 是简 单的、 
闭的分段光滑参数化路径 y :/— R 2 的象，且下述性质 成立： 假设两个函数 Af :/2 U r — K 和 
NM U 厂― R 是连续的，且它们的限制 R 及 — R 是连续可撖的且有有界的偏导 
數- 则格林公式 （ Green 、 Formula ) 成立： 


£[^[(^y) - 尝 ㈠ ， y)]d*dy =： | r [Af(*,y)d r + Af ( x , y ) d *], (20. 22) 

这里右边的积分是沿着 y ： I -^ R 2 计 算的. 这样的参數化称 为格林参数化 （ Green’s parametrization ), 
首先取 MU , y > 恒等于0,然后取： r ) 恒等于0,我们 看到： 一个域是格林域，仅需 
分别验证公式 


及 


見 = - ^N{x t y)6x 


命埋 20. 21和命题 20. 22提供了证明某些区域是格林域的一种方法，即对它们的边界用一个合 


适的参数化. 


例 20.23 定义/2=丨（无， y ) I /+/<1丨，.它的边界尸是以原点为中心，半径为1的圆. 
显然/2是命题 20-21 和命题20_ 22都可应用的域，所以对由 y (幻 =( cos 沒， sin «) ( O ^0«2 ir ) 
定义的参数化 y : [ 0 , 2tt ]- R 2 , 它是格林域.从而对两个连续函数 M：n U 厂― R 和 
N：fl U 尸 — R ，及它们的限制 W :/2— R 与": R 是连续可微的且有有界的德导数，我们有 


^ ( 欠， y) _ jd*dy = [ 财 （ cos 沒， sintf)cos 没 -/V(cos ❼， sin 沒） sin0]dft 


_ 


倒 20. 24 定义 = 丨 （jc ， y ) - ( rcosd , rsind ) [ 0 <$ < 3來/2 , 0 < r < 1 丨， 则 il 是关于逆时 


针参数化的格林域，虽然对这个集合命题 20. 21或命题 20. 22都不能直接 应用. 然而，令 

O , = 1 ( x 9 y ) s 12\ x > 0\ 及 D . = | ( x 9 y ) s D \ x < 0\. 

我们看到/2,与/?_都是格林域，因为命理 20. 21及命题 20. 22都可以应用于这些集上，把格林 
公式应用于这些集合，我们便得到对打的格林公式，因为曲线积分沿着公共边界的贡献随着 


1546 
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关于各自的逆时针参数化正好抵消.如图 20. 7所示. 




图 20- 7被切过的环形是格林域 



例 2( K 25 对 0< r </?， 考虑圆环域12=丨 （ z ， y ) I r 2 <^ 2 + y 2 < R 2 } t 这个圆环的边界是两 
个圆的并集.假设两个函 数似: J ? U d /2— R 与打 U 3/2 - ► R 是连续的，它们的限制 R 
与 II 是连续可微的且有有界偏导数，则 

JLS (*， y ) -尝“ ，冲吨 

= / 山 7 “ 《 ![ 财（ *7 〉办 + ^f(x t y)dx] - J j2+y2 _ r2 [^(*»y)dr + !V(x f y)dx] , (20. 23 ) 

这里积分都是关于逆时针参数化计算的.为证明这一公式，只要在先设 AfU , y ) 恒为 0. 然后 
再设 y ) 恒为0情况下证实此公式就 够了. 在 MU , y ) 恒为0时，用*轴把圆环域划分成 
两个域与/2_，对每一个都可运用命题 20.21. 应用命题 20. 21到每一个域并求和得积分等 
式.由于每个曲线积分的逆时针参数化的选择，曲线积分中位于*轴上的部分，恰好抵消，我 
们得到当 MU , y ) 恒为0时的公式.类似地计算 ATU , : K ) 恒为0这一情况，但这次用 y 轴去切 
割圆环域，且用命题 20. 22建立況(*，： r ) 恒为0时的上述公式. ■ 

对一个边界为尸的格林域仏取 y ) s *, N ( x ， y )= - y t 我们得到 O 的面积公式 
如下 t 

areaJ2 = - yd*] , (20.24) 

这里曲线积分是关于 r 的格林参数化计算的. 

例 20.26 椭圆域 u *, y ) 丨 * Va 2 + y 2 /6 2 在1丨是格林域，因为它是 R 2 的一个有界开子 
集且命題 20. 21与命题 20. 22可应用.由上面的面积公式得， 

1 f 1 * ah f 2w 

area/2 = —[ acos^( 6cos^) - 6sin0( - asin^) ]dd = —J d0 = Trab. ■ 

上面所展现的这些与边界的参数化相关的格林域的例子，都是构筑于命题 20.21 与命题 
20.22 所描述的域 • 事实上，对 R 2 中的有界开子集并结合着它的边界的参数化成为格林域有着 
更普通一般的条件：设是 R 1 的一个有界开子集，它的边界是简单的、闭的且分段光滑参数 




曲线积分和曲面积分 


391 


化路径 y : [ a ，6]^ R 2 的象且有 


[Ml 


[xdy - ydx ] > 0, (20, 25) 

Jr “ 

则具有这个参数化的 D 是格林域.直观上看这个结果是对的，当把分成“片”，而使得在片上 
命题 20. 21或命题 20. 22可以应用，注意到曲线积分沿着具有公共边界的路径，两片正好相互抵 
消.这是以十分不同的事实来提供一个严格的证明，一个完全精确的证明涉及相当多的技术细 
节.这里我们将不证明一般的结果.面积公式 （20. 24) 正是为了使关于参数化的假设（20.25〉成 
立.事实上， （20.25) 是取作为一条简单的、闭的分段光滑参数化路径 y : [«， R 2 是逆时 
针参数化的分析定义. 

假设是格林域，厂是边界，并且有一个相关的弧长格林参数化 y :/— R 2 . 固定一个参数 
值,$，在该处7可导.定义 *| U )=(^(0， - y [( s )). 考察到有 

|| /⑺ || =1， ||”( s ) l | =1 及 < y f O )，”( s )>=0， 

所以向量況=开(*)是单位向量，它垂直于单位切向量法向量的方向是取决于参数 
化 y 的.正如我们在特殊例子中所看到的，它的几何意义是它为“外向”法线.为方便起见， 
我们把这个法向量的参数化作为打的边界的格林参数化.对一个函数 AT - R 是连续可微 
的，这里 • A / 是点 y 的一个邻域，回忆在 13.3 节我们建立的方向导数引理，它提供了函 

数 w 在点 P 沿着方向9的方向导数 公式： 

^(p) - U m w{p + tq) ~ W{P) = ( V«,(p),^>. 

dq t->o t 

从而我们有下面的关于方向 r 和 n 的方向导数公式，分别称为函数 PR 在点 p 处切向和 
法向 导数： 


dw 

ar 


( P ) - ( V « r ( p ) , r ) 和 


dw 

~dN 


(p) = < ^(p),A0. 


习惯上把法向导数记为 & 因此，特别地， 


dx 

dfl 



及 





微积分第一基本定理和乘积的导数公式给出了关于一元函数的分部积分公式 • 我们现在用 
格林公式及乘积导数公式给出一个关于二元函数的分部积分公式. 

推论 20.27( 分部积 分法〉 设是以 r 为边界的格林城.假设函数 aU , y )、 6(*， y )、 
u ( x 9 : K) 和 t ； u ， y) 在含有 /2 ur 的开集 O 上有连续有界偏导数，則 


[549 


JL 卜普“ = Irl 仙 驾 '£[^ U+ 合 卜 办， 


其中法向参数化与/2边界的格林参数化相关. 

证明 定义 

M ( x f y ) : a ( x ， y ) u ( x ， y ) 及 N ( x , y ) = - b ( x , y ) v ( x , y ) f ( x t y ) g O . 
由 格林公式得， 
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U d ~ 


( au ) 


U ， y) 


d(bv) 


(x,y)]dxdy 


Ir 


dx '… By 

[a(x,y)u(x 9 y)dy - b(x ,y)v(x ,y)dx] 
用乘积的导数规则，左边的部分可写成 

db 


£[ 


du L dv’ 
—+ o — 


dx dy 

而右边根据曲线积分的定义与所选的法向参数化，有 

/ dx 
y 2 = _ 


^ + Uf x u + 


与 


r 


ii 


所以有 


J [a(x,y)u(x,y)dy - b(x ,y)v(x 9 y)dx] 

=[a(y(«) )u(y(«) )72(*) - 6(y( j) )r(y(j) >7', (s) ]d 

= ff au ifL + ^^ la 5 . 

Jr L dl) dl|J 


从这些式子得到分部积分公式. ■ 

现在我们把格林公式中的曲面 ! U , h 0) I (; r , y ) 从 H 2 中的格林域提升为 R 3 中 

的在格林域上可参化的曲面.这一推广称为 斯托克斯公式 （ Stokes’s Formula ). 为了给出斯托克 
[5501 斯公式中的积分的几何描述，引进 向量场 （rector field ) 概念是有用的，它是以一种几何方式考 
虑把 R 3 的子集映成 R 3 的映射.对 R 3 的一个子集 D 及一个映射 f :/) — R 3 , 对 D 中的每个点 
我们能指派 F 00 是一个向童，它与从 P 到 P + F ( p ) 的有向线段相关.进一步，如果 《:/)— R 3 
是另一个向量场且对 D 中所有的 p 有 |1 «( p ) || =1,则对 D 中的每个点 p , 由内积的几何描述 
得， 〈 f ( p )，《( p >> 是向量 F (/0 在方向 《( P ) 上的分量.形如 P —< F ( p ), «*( p >〉 的函数的曲 
线积分及曲面积分是格林公式推广到 R 3 中的曲面上的本质成分. 



«( P ) 


定义对以 r 为象的分段光滑参數化路径 y : [ a , 6]-> R 3 及连续有界映射尸 — E 3 , 


定义 
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}r 


(F 9 T)ds ^ \ (F(y(t)) f y f (t))dL 


(20. 26) 


观察到如果对（《， 6) 中的每一个参数值 1( 可能除有限个参数值外），我们定义 

T(t) = /⑴ 

(卜 I ! y'U) || * 

则 n<) 是路径尸在点 y(i) 处的单位切向量，且 

jV(r(0),y(0)de = |V(r(0),r(0) ||/⑴ j| dt. 

因此这个曲线积分是 f* 的切向分量的曲线积分，这里切线方向是由路径的参数化的选择决定 
的、公式 (20. 26) 的右边的积分的符号依赖于参数化的选择. 

定义对有象 S 的参數化曲面 r :7^ R 3 ,及连续映射 R 5 , 定义 

Jj^<G,i|)d<r = Jj^^G(r(u,v) ) x 盖 (u,v)〉dudv. (20. 27) 

观察到如果对兄中的每一参数值 U , *0, 定义 

, 、一 dr/du( u y v) x dr/dv(u 9 v) 

^ II dr/du(u f v) x dr/dv(u 9 v) || 

则 H(u, t；) 是曲面 5 在点 r(u，*0 的单位法向量，及 

M dr 


j ^( G t i |> d€r 




(G(r(u,v) ) ， ” （ u ， ti) > 


du 




dudv^ 


所以积分 （20.27) 是向量场 G 在曲面 5 的法方向的分量的曲面积分.再次，在这种情况下， 
(20.27) 的右边的积分符号也依赖于参数化的选择. 

定义设 W 是 R 3 的开子集且假设映射是连续可微的.一个相伴映射称为 F 的旋 
度 （ curl ) 且记为 curIF : W —► R 5 ,定义如下：如果对 O 中所有的（怎， y , z )， 我们用分量把 
f : W -^ R 3 表示为 

F(x f y f z) = (f(x,y t z) ,g{x,y,z) 9 h(x,y,z )), 


则对 O 中所有的 U , y ， z ), 


cnr\F(x 9 y f z) s | 


dk dg df dh dg 


"dx dyl 


dy dz 1 dz dx 

映射的旋度为什么是有意义的这一点并不明显.下面将看到旋度是提升格林公式出平面的 
一个本质成分 e . 

例 20.28 假设映射 M:R 2 ->R 与 W:R 2 — R 是连续可微的，对 R 1 中所有的 （*, y, 0 定义， 

F(x,y t z) = (N(x t y) y M{x,y) , 0 ). 

则从定义直接得，对 R s 中所有的 U ， y , 0， 

cur\F(x,y t z) = (0,0, 普 (* ， y) - 尝 (*，，)). ■ 


O 在物理学与工程学的研究中，旋度也是在许多不同的背景中有特殊物理意义的重要算子，例如，最值得注 ft 的物 
理学命題中的 Maxwell 方程，就是电场和磁场向置的旋度间关系的断言所组成的. 
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直接从旋度定义及求导的线性性得到，旋度运算是线性的，即对 R 3 中的开子集 W , 两个连 
续可微映射 R 3 与 W — R 3 , 及任意两个数 a 与沒，我们有 

curl[ aF + J3H] - acurIF + )9curIH* 

把格林公式提升到 H 3 中的曲面依赖于格林公式本身及下面的恒等式. 

引理 20.29( 斯托克斯恒等式）对 R 2 中的一个开子集0，假设映射 R 3 的分量有连 
续的二阶偏导數.设 W 是 R 3 中的一个开子集，它包含 R 3 的象，且假设映射 R 3 是 
连续可微的.则对 O 中的每一点 （ U ， V )，有 

^ curlF ( r ( u , v >) X 盖 ( u , v )〉 

= 去1 卜(― ) ，盖(―〉] _ 3 〈 F (… ))) 〉 ]• 

证明首先考虑到斯托克斯恒等式的左右两边都是线性依赖于向童场 i 5 ■的.这样，要证 
实此等式，只要考虑映射 F : W — R 3 的两个分暈函数为0时出现的二种情况就够了.我们将在 
对 W 中所有的“， y , z ), 

= (g(x t y f z) t 0 f 0) ( 20 . 28 ) 

这样的情况下证实此等式. 

直接计算形如 （20. 28) 的 F 表明，对 O 中所有的 （ it ， W ， 

curlF ( r ( u ,»?) ) = (0 ，学 (/*( u ， v ) ) ，- ~^(^*( u ,») ) V 

v dz dy f 

因此，用分量形式写出 f ( u , v) X ^( u f ,), 并与上述向童作内积，则斯托克斯等式的左端 

du dv 

变成 

(20.29) 

I- du dv du dv J dy L du dv du dv J 

现在计算斯托克斯等式的右端.因为 n ( u ， V ) 的二阶混合偏导数相等，所以右端是 

~[^(^( w ，) ）] 了 u 9 v) - g{r{u f v))] ^-( u 9 v). (20. 30) 

du dv dv du 

这样，为证明斯托克斯恒等式，我们需证明 （20. 29) 等于 (20. 30). 为此，用链式法则可得到， 

^■[ 客 (K» ， v)) ] = ^(r(w,t>)) + ^(r(u,v)) + ) — 

du dx du dy du dz du 

及 

f [ 茗 (r(w ， v)) ] = ^(r(u f t»)) ^- + ^(r(u,v) ) ^ + ^(r(u T v) ) 

av dx dv dy dv dz dv 

将上面两式代入 （20. 30), 这就得出 （20.29) 等于 （20.30). 因此证实了斯托克斯等式. ■ 

引理 20.30 对平面 R 2 的一个开子集 O , 假设玦射 R 3 是连续可撖的，设 W 是 R 3 的一 

个开子集，它包含 r : 0— R 3 的象，并假设映射 R 3 也是连续可微的.设/8:/ — R 2 是分段 

光滑参数化路径，它的象 C 位于 O 内，考虑由参数化复合 y = r 。/ I :/— W 定义的曲线 r (如 

图20, 9所示），則 
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^{F,T)ds = l 〈 F(r(u ， v) ) ,^(u t u) 〉 du + ^F(r(u,v)) ，盖 (u ， t;) 〉 dr. (20. 31) 



图 20. 9 参数化的复合 


证明 由链式法则得， 

去 (7(。) = >(_))= 盖 ( 办⑴ ) ！⑴⑴ ) 誉 ⑴. 

因此， 

f r (F f T)ds^ J t <F(y(0),y f (0)dt 

= H((For)(fi(t))^(fi(0)) 警⑴ + {(For)(/J(0)^(^(t))) ^(0] d * 

= l 〈 f(r(u,v)) ,|^(u,i;)〉du + 〈 F(r(u,») ) , 盖 (“,1») 〉 dv. ■ 

定理 20. 31( 斯托克斯公式）对平面 R 1 的开子集0，假设映射 r :0— R 3 的分量函数有连 
续二阶偏导数.设1/是1^的开子集，它包含 r : C >— R 3 的象，并假定玦射是连续可微 
的.假设兄是一个格林城，使得兄和它的边界都包含在 O 内，设是曲面且是麥 數化： R 3 
的象，设尸是由复合 r 及兄的边界的格林参數化所定义的参教化路径的象，如图 20.10 所示. 


那么 


J^(curlF,i|)d<7 , = j^(F,r)di. 

证明由曲面积分的定义知， 

J^(curlF,i|)do- = Jj^^curlF(r(u,») )(»,v) x ~(u t v) ^ dudv. 
而且由斯托克斯恒等式得， 

I <CUrlJ?，，,>dor = 1{^[( F ° r> ^)]"l；[( Fo r ^)]} dudt， ' 
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图 20. 10斯托克斯公式 


从而应用格林公式于右边的积分 

£<curlF tV >dar - ( 〈 f 。盖〉 F 。。盖〉 dt ;， 

这里 C 是兄的边界路径.最后，应用积分公式 （20. 31) 于右边得， 

J^(curLF,i|)do p = J^(F, T)d5. ■ 

用向量场的语言，斯托克斯公式 断言： 如果适当地选择参数化，则沿着向童场的旋度在法 


线上分量的曲面积分等于沿着向量场切线上分董的曲面边界的积分. 


习题 


1. 设 Af =* 2 - y 2 , 汉= 2町及 / J 是以 （0, 0>, (2, 0) 及（1， 1) 为顶点的三角形，在这种情况下验证格林公式. 

2. 设 Af =* 2 -* 〆 ， ~ = /-2巧且/!是以 （0, 0) 和 （2, 2> 为对角点的正方形，在这种情况下验证格林公式. 

3. 用面积公式 （20. 24) 求由直线 x +7 =4 与坐标轴为界的三角形的面积. 

4 . 对例 20. 20所定义的集合/2,在 g ( C ) = A < C ) 与/或情况下寻找它的边界的简单的、闭的参 
数化. 

5 . 取 p 与《是 R 3 中的点， 证明： 

curl[ (p - fl) x ((x t y,z) - ff) ] = 2 (p - q). 

«• 对映射 F ( x , y , i ) =(3 y , - xx ， yz 1 ), 舱证斯托克斯公式，这里 S 是抛物面 = ? + 〆 以平面 i = 2 为界的 
曲面. 

7. 验证斯托克斯公式，这里 F ( x ， y , z ) =( z t x t y ) 9 5是中心在原点、半径为 1 的上半球面. 

计算 

國 . l s (F, v )aa, 

这里 Wx , y , z ) =(« f yz 9 ?), S 是中心在尿点、半径为1的上半球面. 

，• 对连续函数 /:!»] — R , 它在开区间 U , M 有连续有界导数，定义 r ) \ a < x < b t 0< y < l 丨及对 

/2 中的 （ X , r ), 定义好 (L r ) =/(*), N ( X ， y ) =0. 证明： 格林公式归约为公式 =/(6> -/ U ). 

10. 说明格林公式是斯托克斯公式的一种特殊情况- 

11. 假设 公是格 林域， r 是《的边界. u ( x , y ) 与 y ) 在含有 / jur 的开集上二次连续可微， 证明： 
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^ au 

Bu； 


/,[* 

Ax + 1 

dx 

s i 

[dec 

'n 

dx 

dv 

dy 

dv 

dxdy. 





• dx 

9y- 


12. 对连续可微的向量场 AR 3 — R 3 

及 G : R 3 

证明 

» 

• 





— [F > 
dx 1 

： C ] =^: 
dx 

K G 

+ F M 

r dC 

i ■ 

dx 



13. 假设 — V 及 /: R 3 — R 3 是连续可微的， 证明： 

curl(/F) = /curIF + Vf x F. 

14. 对函数 fW — R ， 如有连续的二阶偏导数， 证明： 

curl Vf = 0. 

15. 对连续可歎的向量场 J ? : R 3 — R 3 及 R 3 — 证明 

▽(£ x ff) = (E t cnTlH) -( 孖， curlfi〉. 

16. 在推论 20. 27 中所描述的分部积分公式的有关假定下，假设在含有 I 2 ur 的开集上，（ I 与 tr 有连续二阶偏 
导数.运用分部积分公式获得格林第一恒 等式： 


{ Vu , Vv)dxdy - J u ~~^ s ~ J u^vdxdy 

由减法可栂格林第二恒 等式： 

[ iiAt ; - vAu]dxdy = J ^[ u ~ v 

(回忆称为 W 的拉普拉斯算子，定义为 

^y>{x t Y) = ^(*.r) +^(*,r).) 

17. 运用习埋 16 的格林第一悟等式 证明： 如果函数 u (*， y ) 在一个包含丨（*， y ) h 2 丨的开集中有连续 
二阶偏导数，且满足 

JAw (:， y ) - 0 ? + / < 1 
\u(x t y) = 0 x 2 ^ y 2 - U 

则 ii(h y ) 必恒等于0,这是满足 h 述性质的仅有的函数， 



附录 A 域公理和正性公理的推论 

在“预备知识”部分，我们叙述了实数的域公理和正性公理，并做了关于这些公理的初等 
结论的各种断言.在本附录里，我们将证实其中的一些断言. 

A. 1 域公理及其推论 

为方便起见，我们将電述域公理.对每一对实数 a 与6, 一个实数称为 a 与&的和并记为 
a + 6, 一个实数称为 o 与6的积并记为这些运算满足以下公理 集合： 

加法的交 换性： 对所有实数 a 与6, 

a ♦ b = 6 + a . 

加法的结 合性： 对所有实数《， 6 及 c , 

(a + 6) + c = a + ( 6 + c ), 

加法单 位元： 存在一实数，用0表示，对所有实数 a , 满足 

0 + a - a . 

加法 逆元： 对每个实数存在一实数 A ， 

a + 6 =0. 

乘法的交 換性： 对所有实数 a 与6， 

ab = ba . 

乘 法的结 合性： 对所有实数 a , bRc ， 

|559| ( ab)c = a ( bc ), 

乘法单 位元： 存在一实数，用1表示，对所有实数 a ， 满足 

la = a - 

乘法 逆元： 对每个实数 a (# o ), 存在一实数 I 

ab ^ I . 

分配 性质： 对所有实数 a , b 及 c 、 

a(b + c ) - ab + ac . 

非平凡性 假设： 

1/0. 

t 先，注意加法单位元公理断言的实数仅有一个.事实上，如果( V 也具有此性质，即对所 
有实数 a ， 有 . 

+ a = a, 

则特别地有 

0 ' + 0 = 0 . 

但由加法的交换性以及定义0是加法单位元，可得 

0 # +0 =0+0* = 0\ 
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这样0=0\所以只有唯一的加法单位元. 
命题 A.1 对每个实數 a. 


证明 观察到 


aO = Oa = 0, 


0+0 = 0. 


这样，由分配公理， 

0a + Oa = 0a- 

如果在上式两端加上 0a 的加法逆元，并利用加法的结合性，可得0«=0,又根据乘法的交换 
性得 a0=0. ■ 

命题对每一对实数 a 和6，如果 

aft = 0 ， 

则 a = 0或6 = 0. 

证明如果 a =0, 证明就完成了.因此，假设我们需证 6=0. 由于 a 尹0,根据乘 
法逆元公理，可取数 d 使得也 =1. 由于《6=0,由命題1知 

d{ab) = JO = 0. 

另一方面，由乘法的交换性和结合性以及定义1是乘法单位元，得到 

d(ab) = (da)b = 16 = 6. 

所以 6=0. _ 

加法逆元公理断言，对每个数I 存&数6,使得《+&=0.事实上，只存在一个这样的 
数，称之为 II 的加法逆元.为看到为什么仅有一个这样的数，假设V也满足 a+V =0 .则 

^ 0 + 


(a + 6) + b r 
(6 + a) + b r 
6 + (a + 6 1 ) 
6+0 
0 + 6 


由 6 的选择 
由加法的交换性 
由加法的结合性 
由 V 的选择 
由加法的交换性 
= 6 由0的定义. 

这样 fc =6\ 6然， fl 的加法逆元记为加法逆元具有以下熟知的性质. 
命题 A .3 对所有实数 a 与6， 

⑴ -( - a) =a. 

(ii) - a = ( - \ )a. 

(iii) - ab = [ - a) b. 

(iv) ab = ( - a) ( - b) • 

( V ) 1 =( -1)( -1). 

证明由 -(-«) 是唯一的数，它与- 


相加得0,而 a 也有此性质，故 （ i ) 成立 


为证 （ ii ), 我们需证 
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圆 


但因1是乘法的单位元，故 


为证 （ iii ), 观察到 


为证 （ iv ), 观察到 




ab 




a + ( - 1 ) a 

= 0, 

la + ( - 1 )a 

(1 + (- D)a 

由分配性 

0 a 

因 - 1是1的加名 

0 

由命题 A . 1. 

(- l ) a 6 

由⑻ 

((-1 ) a)b 

由乘法的结合性 

( - a)b 

再次由 （ ii ). 

-( - afc ) 

由⑴ 

- (( - )6) 

由 < iii ) 

- 0>(- a )) 

由乘法的交换性 


由 （ iii ) 

(- a ) (- 6) 

由乘法的交换性. 


最后，当令 = i 时， （ v ) 可由 （ iv ) 得出. ■ 

对数 a 与6，定义差 a -6 为 

a - b — a + ( - b ). 

运用前述命题，不难 证明： 对任意数及 c ， 

a{b - c ) 二 ab — ac 及 -(6- c ) = - 6 + c . 

现在我们来检査乘法公理的一些推论.正如我们刚才加法中证明单位元是唯一的那样，类 
似于可证乘法单位元是唯一的.类似证明加法逆元是唯一的可证对任一非零数它的乘法逆 
元是唯一的.《的乘法逆元记为乘法逆元有如下性质 
命題 A .4 对任意非零实数 a 与6， 

( i ) ( a -1 ) '* = a . 

(»)( -a) 1 = -o" 1 - 
|562| ( iii ) ( afr ) -1 = a~ l b ' 1 . 

证明为证明 （0, 考虑到是满足如下性质的唯 一数： 当乘以时，应得其积是 
1，但数也有这个性质 

为证明 （ ii ), 我们需证明 

( ^ a )( - o ' 1 ) =1. 

但是，由命题 A . 3的 （ iv ), 我们有 

(- a ) ( - a " 1 ) = ( a )( a _, ) = 1. 

最后，为证明 （ Hi ), 我们需证明 

{ab){a-'y l ) = 1 . 

然而，由乘法的交换性及结合性得， 
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(ab)W) = (aa' l )(bb' 1 ) = 1 • 1 
对任意两个数 a 与6且我们定义 


a # 

— = ao . 
b 

直接从除法的定义和分配性得，对任意数《， A 及 c ， 且 <: 〆 ()， 




A . 2 正性公理及其推论 

在实数中，有一个关于序的自然概念，即大于 （ greater than >、小于 （ less than ) 等，一种简 
便的方法是把这些性质编成为正数集所满足的特定公理 

设 P 是实数集合，它称为 正數集 （positive numbeO ,如果它满足以下两个 性质： 

P 1 若 a 与6是正的，则与 a + /►也是正的. 

P 2 对任一实数 a , 下述三种方案中确有一个是 真的： 

a 是正的， - a 是正的， a =0. 

正性公理导致以自然的方式来定义实数 的序： 对实数及6,定义意味着是正 
的，而 a 在6意味着或因而我们定义 a <6 意味着及 a 矣6意味着6在 a , 

命题 A .5 对每个实数 a / O 、 a 2 >0. 特别地，1 >0. 

证明由于 a /0, 于是由第二正性公理知， a 或-«是 正的. 若 a 是正的，则由于正数之 
积是正的，故 a 2 是正的.类似地，若 - fl 是正的，则 （- d ( - a ) 是正的，但由命题 A .3 中的 
( iv > 知， （- a )( - a ) = a 2 是正的。从而在这种情况下，^仍是正的.特别地，由于非平凡性 
公理1尹0,于是 1=1-1 是正的. ■ 

命题 A .6 对每个正數 a ， 则它的乘法逆元 a — 1 也是正的_ 

证明 由于 a . a d = l #0, 于是由命题 A .2 知， a " #0,再由第一正性公理知， a 1 或 
是 正的. 但不可能有是正的，因为如果这样，则有 a • ( - a - ') = -1 是正的，这 
将与命題 A . 5的结果相矛盾.因此是正的. ■ 

命題 A .7 若 a >&,则 

当 c >0 时， 有 

及 

当 c <0 时， 有 ac < be . 

证明 数是正的.若 c 是正的，则积 = 也是正的，即另一方 

面，若 c <0, 则 - c 是正的，所以 - c ) 也是正的，但是 （ a -6)( - C ) = b c - ac ， 所以 
ac <bc. ■ 

习题 


1. 对任意数 bRc , 证明: 
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a{b — c) = ab — ac 及 — (6 — c) = — 6 + c, 
2. 证明： 乘 法单位元是唯一的. 

3_ 证明： 每一个败 a 卢 0有唯一的乘法逆元* 

4. 证明： 对任意数 0 及6,且 fe #0. 



附录 B 线性代数 


在多元函数以及介于欧几里得空间之间的映射的微分法与积分法的分析中，我们主要关心 
的是那些函数或映射是非线性的情况.可是支持对这些非线性函数或非线性映射的研究的基 
础，是对线性函数及线性映射的了解.关于线性函数及线性映射的研究的知识主体称为线性代 
数 （Linear algebra ). 两个向量的向董和、一个数与一个向量的乘积以及两个向量的内积等概念 
已经在第10章讨 论了. 线性映射与矩阵之间的对应已在 15.1 节建立了，在同一节我们还定义 
和描述了方阵的各种行列式性质， 

完整地讨论线性代数超出了本书的范围.在这个附录中，我们首先定义线性代数中某些一 
般性的概念，叙述一些一般的结果.然后，我们对所述结果在 R 3 这一重要的特殊情况下给予 
证明 • 所提供的证明，除简单外，还允许我们采用更多的几何观点，这种观点来自 R 3 中的两 
个向最的内积与叉积的几何性质. 

在欧几里得空间 R " 中，给定 A 个向董 V | , …， v t ， 一个形式为 

v = A 】 V, + …+ A*V 4 ， 

的向量称为 v ,， …，的线性组合，其中 A ,, …，是数， 

定义 IT 申的*个向量 ，…， V * 称为线 性相关 （ linearly dependent ) ， 如果存在一组不全 
为零的数 A m …，使得 

Ai v i + …+ = 0* 

如果向量组 V, ,…，不是线性相关的，就称它们为 线性无关 （ linearly independent). 

容易看到 ST 中的&个向量组 v ,， …，是线性相关的，当且仅当这些向量中的一个是余 
下 fc -1 个向量的线性组合.而且，如果 V ,,…， 线性无关的，而向量 F 是 V, ， … ， v 4 的 
线性组合，则存在唯一组数 A ,， …， A 4 , 使得 

V = …+ A a iv 

定义 R ” 中的 A 个向量 …， 生成 （ span ) IT ， 如果 IT 中的每一个向量 v 是 p ,， …， 
的线性组合. 

定义 IT 中的 A 个向量，…，是 1 R " 的基 （ basis ) ，如果对 R " 中的每个向量 v , 存在唯 
一教组，…，使得 


v = Aa + …+ A k v k . 

线性无关的定义可重述为如下 断言： nr 中的&个向量 V | , …，&是线性无关的，如果仅 
有当 … 时，有 

0 = A,v, + …+ X k v k . 

这就得出如果 V ,，…， v 4 是] I ^的一组基，则它们是线性无关的.反过来不一定成立.但是, 
有如下重要定理. 

定理1 对 R " 1 中的 ft 个向量，…，》\，下面三个断言是等 价的： 

( i ) 向量 v , ，…，^是匕的基. 
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( ii ) 向量 v , , …， v ft 生成 

( iii ) 向量，…， v , 是线性无关的. 

借助 n 线性方程组可以给出上面定理的一个解释.回忆一个 /I xn 矩阵是由实数组成的 

«行与《列的矩形 阵列. 如果《 xn 矩阵记为则可写成 

A = [ s ] ， 

其中对每一对下标心与％表示矩阵 A 的第 i 行与第 j 列交汇处的数，对 
r 中的每一点 JC ， 用 4 JC 表示 R B 中这样 的点： 对每一下标 i ( l 矣£ 矣幻， AJC 的第 i 个分量等于 A 
的第 i 行与 r 的内积，即 

Ax = y f 

n 

其中 y , = y W (丨名 i 现在对每一下标 i ( l 廷 i 矣/0,定义 

1 

[566 1 = ( a h ，…，〜）， 

即 V ,. 对应于矩阵 4 的第 i 列.那么根据 Ax 的定义立即得出，对 R ** 中的向量 JC 与少， 

Ax = >，当且仅当 — v , +…+ IV ，=义 
这一等价性允许我们重述定理 B . 1如下. 

定理 B .2 对 nxri 矩阵 A 及 nxri 线性方程组 

Ax = y. (B, 1 ) 

下述三个断言是等 价的： 

( i ) 对 IT 中的每个方程组 （ B , l ) 有唯一解 jc . 

( ii ) 对 IT 中的每个>，方程组 （ B . 有一个解 X . 

( iii ) 对 j =0, 方程组 （ B * 1) 仅有的解是 x =0. 

最后，定理 B . 1( 因此也有定理 B .2) 可用线性映射来 解释. 线性映射 r : R "- IT 与 nxn 
矩阵间的对应关系在 15. 1节已经进行了完整描述，这里不再赘述.应该注意，对一个线性映 
射 r:IT — R " 有与它相伴的阶矩阵 A , 使得对 R " 中所有的 x , 有 

T(x) = Ax. 

因为 r (« o = r ( v ) 当且仅当 r («- v )= o , 我们看到映射是一对一的，当且仅当只要 Ax = o 就 
有 Jt = o . 这是为了看出定理 B . 2 等价于下面三个定理所需注意到的结果. 

定理 B .3 对一个线性映射 r : R B — ir ， 下述三个断言是等 价的： 

( i ) 映射 T ： R n 是一对一的且有等于 IT 的象，即它是可逆的. 

( ii ) 映射 r : IT -^ R 的象等于 

( iii ) 映射 r:r “ ft 是一对一的. 

虽然现在我们已有了定理 B . l 、 B . 2与 B . 3的等价性，但我们并没有对它们中任一个作证 
明.而且，我们也没有任何明确的准则来判定 R - 中的 n 个向量是 IT 的一组基，或等价地，用 
来判定一个从到 R " 的线性映射是可逆的.有一个称为行列式的数，它可以与 R " 中向量的有 
序 n 元组相联系，这有序 n 元组的向量是 R B 的基当且仅当对应的行列式不为零.等价地，行 
列式可能与表示 一个从到 nr 的线性映射相联系，或行列式不为零当且仅当此映射是可逆的 • 
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当这个行列式不为零时，它的值可以解释为体积的度量， 

正如我们曾提到的，我们将不对上述断言在一般的欧几里得空间 R " 里给予证明，而是在 
特殊但又十分重要的情况 R 3 中提供证明的所有细节. 

并非所有创建的欧几里得空间都是相等的 • 当然， R 1 是特殊的，由于它是实数集合，它 
曾在预备知识与第1章里用域公理、正性公理以及完备性公理描述过.平面 R 2 也是特殊的， 
这是由于这里有一个称为 复教枳 （complex prodnet) 或复数乘法的乘积概念，即这个积使 R 2 中的 
一对点同 r 2 的另一点相关联，称为一对点的复数积.以通常的加法，及以复数积代替乘法， 
域公理是满足的（见习题 6 与 7). 这是有深远意义的结果，也是 复分析 （complex analysis) 的基 
础，然而这超出了本书的范围 e . 这里我们将通过引进一个称为叉积的结构来研究 R 3 中的几何 
与代数.内积使 R 3 中的一对向量同一个数相关联，与此形成对比，叉积使 R 3 中的任一对有序 
向量对同 R 3 中的另一个向量相关联.同时运用内积与叉积，我们获得有用的几何与代数的结 
果，它们有直观的几何解释. 

对 R 3 中给定的一点 P 及一非零向量 V ，经过点 P 平行于 V 的直线€是由 p + 这样的点的 
集合定义的，其中4是任一数.对 R 3 中的另一点在直线 f 上寻找一点，使其与 II 最接近， 
这通常是非常有用的 • 从《到这一点的距离称为《到直线€的距离.我们现在提供一个公式， 
它揭示内积的几何意义. 

由 R 3 中的两个向量《和 v 的内积有线性性 及对称 性得，对肢 3 中的两个向量《和 V . 

<« + v ，« + V 〉 = <«,«> + < v ， v > + 2{u,v) , 

所以我们有下述结果. 

毕达哥拉斯恒等式 

11« + VII 1 = II « II 2 + || V |[ 3 , 当且仅当 II 与 V 正交. 

定理 B .4 对 R 3 中的一个非零向量 V ， 设 {为过 原点且平行于 V 的直线.对 R 3 中的一点 
令入=〈《, V 〉 / 〈 V, V〉. 那么 

( i ) 向量 u - Av 与 v 正交. 

( ii ) Av 是直线€上与《最接近的点，所以从 b 到€的距离是 || « - Av II , 

证明由内积的线性性及 a 的定义得， 

(a - Av , v > = <«， v 〉 - A < v ， v > = 0， 

所以 （ i ) 成立.为证明 （ ii )， 必需 证明： 对 R 中所有的 

II « - tv II > II « - Av II . ( B . 2) 

我们记 《 -tv =« - Av + ( A -0 v _ 由 （ i ) 知，正交于 v ， 因而它也正交于 （A - Oi 于 
是由毕达哥拉斯恒等式得 

II « —你 II 2 = I (« - Av) + (A - t)v || 2 = || « - Av || 2 + || (A - «)v || 2 > || « - Av || 2 , 
所以不等式 （ B ,2) 成立. ■ 

定义对 R 3 中的两个向量 《 = h ， a 3 ) t ^ ^ ( v { , v 2 , r 3 )， li 与 v 的向量积，记为 
u XV , 是 R 3 中的向量，定义为 

«# X V = (u 2 V^ - U 3 V 2 - u { v %f u } v 2 - u 2 v x ) . 


[5671 


[5681 


G 可参考 R* V* Churchill 与 T . 九 Ward 合著的 {Complex Variables and ApplicationB 》 第 5 版（ New Yoric ： McGraw-Hill, 1990), 
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从上面的公式很难看出向量积的几何意义.为了讨论它的几何意义，我们首先给出积的某 
些代数性质. 

命题 B . 5对 R 3 中的向量《， v 与设， 

U X V = - V X II ,(反对称律） 

及如果 CT 与 好是任 意数， 

[ a «+^ w]xv = a [« x v ] + )3 [ w x v ].( 线性性） 

证明这些等式的证明在于检査.由定义知， 

K X V = (u 2 v 3 ^ U 3 v 29 u^ x - U { v if u { v 2 - u t v A ) 

及 

y X U = (V 2 u 3 - v 3 u 19 v^u x - v t u 3 ,v l u 2 - v 2 u { ) , 

所以 uxvs 〜 vx «. 类似地，我们可证实线性性 • ■ 

定义 |-=(1，0, 0), y = (0, 1, 0)及* = (0, 0，1)，对 H 3 中的每个点 V = U , y ， Z )， 

v = xi + yj + zk , 

所以显然 I ■/ •及灸是 R 3 的一组基. i , J 及 A 称为 R 3 的 标准基 （standard basis ). 注意，对/, 人 it 
这组基，我们有 

i x j = ft , Ik x i = j , j x Jt =； i . ■ 

下述定理解释了两个向量的叉积的长度的意义. 

定理 B . 对 R 3 中的两个向量 u 与 v , 且 v _0 T 令久=〈《，！>〉/〈》", v >, 則 

|| if x v || = f | v || • |j u - Af || , ( B .3) 

即 || « xv || 的长度是向量 v 的长度乘以《到过原点且平行于向量 v 的直线的距离. 

证明由定理 B .4 中的 （ i ), 向量 》-Av 正交于 v , 因此也正交于 Av . 为证明 （ B .3> ，计 
算左边部分的平方 

II « X 叫 | 2 = (u 2 t>3 - U 3 V 2 ) 2 + - U,t ； j) 2 + (u,l? 2 - Ii 2 w, ) 2 

= ( u] + + It j ) (1)^ + |；2 + V, ) - + U 2 V 2 + «3 w 3 ) 2 

=II « II 2 * II V II 1 - («,V> 2 

=II V II 2 (u - Xv ， u) 由 A 的定义 

= || v || - Xv y u - Av) 因为〈《 - Av ， Av> = 0 

=II 叫 I 2 ■ II « - Av ' 

因而 （ B .3) 成立.定理叙述中的最后注解是从定理 B .4 中的 （ ii ) 得出的. ■ 

定理 B .7 对 R 3 中的两个向量《, V ，下述断言是等 价的： 

( i ) 向 f K 与 V 是线性相关的- 

( ii ) n x v = 0. 

证明首先假定《, V 是线性相关的.则其中一个向量是另一个向釐的标童:倍，例如 v = 
an . 由叉积的反对称性知 ， n XU =0. 再运用叉积的线性性得， 
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u x v = a x au = a{u x u ) = aO = 0. 

反之，假设 *!> cv =0. 如果 v =0, 则 《 与 v 是线性相关的，因为 v =()•«, 如果 v _0, 则 
由 （ B .3> 式知， | l «- Av || =0进而有 《= Av , 因此《与 v 线性相关. ■ 

下面的定理部分地展现了叉积的方向上的意义. _ 

定理 B .8 设 II 与 p 是 R 3 中的向量，则 
( i > 叉积 II xv 同时正交于 W 及 V . 

( ii ) 此外，在 II 及 v 线性无关的情况下，若撕是 R 3 中同时正交于《与 v 的任意向量 • 则 w 
是 UXV 的标量倍，即存在數 y ， 使得 w = y ( uxv ). 

证明 为证（0，只需证明 

(u X v ，《> = ( l # X v ， v 〉 = 0. 

由叉积的定义得， 

〈« x V,ll> = (u 2 r 3 - u 3 v 2 )u! + (u 3 v { - u t v 3 )u 2 + (u^v 2 - u 2 v^ )(^3 
= 0. 

类似地 ， x V, V> =0. 

为证 （ H ), 假设 U 与 V 是线性无关的，并设 W 同时与《 和 v 正交.即有如下的 假设： 

U x W t + U 2 W 2 + UyW , = 0 

( B .4) 

V l W l + V 2 W 2 + l ； 3 f<?3 = 0, 

我们通过将第一个方程乘以第二个方程乘以 - h , 再把两个方程相加，从 （ B .4) 中消去 
« V 类似地，消去《 2 , 新的方程组 如下： 

w 2 ( U 2 V } - U x v t ) +U^(U 3 V 1 - u y v z) - 0 

w x ( u { v 2 - u 2 v } ) + u ；3 ( u^v 2 - u 2 v 3 )=0 ( B, 5) 

a ；! ( UjV 3 - u 3 v , ) + w 2 ( u 2 v y - u 3 r 2 )=0, 

由于假设 《, V 线性无关，故由定理 B .7 知， wxv ^ O , 不妨假设《 XV 的最后一个分童不为0, 

即 >0，定义 y = -—-，则由定义知， m ; 3 ^ U 2 V i )* 从 （ B *5) 的第一个方 

^1^2 ~ U 2 V t 

程可得， to 2 = y ( u 3 v \ - i 由 （ B * 5) 的第二个方程得， = y ( u 2 f ； 3 - u y v 2 ). 结果有 

tt^l = r( U 2 U 3 - ^3^ 2 ) 1 切 2 = y( U 3 V i ~ U I W 3 ) ，及 = y ( U \ V 2 ~ U 2 V \ ) » 

即 w = y (“ xv ). ■ 

定理 B .9 设《与 v 是 R 3 中的线性无关向 f ， 則 v 及 ttxw 是 R 3 的一组基. 

证明 因为 II 与 V 是线性无关的，所以 《#0 及定义 A =<«, v)/(v t v), 然后定 
iC « =«- Av . 由定理 B .4 中的 （ i ) 断言： 正交于 v ， 而且，因为《与 v 是线性无关的，所以 

" 圆 
选取 p 为 R 3 中的向量，定义 Y =〈 p , « , >/<» ， , «') » = ( p t v >/< v ， v >. 由内积的线 

件性及 〆 与 v 的正交性得， 

(p - ( a ' li ' + ^ v ) , u f ) = 0 ,(p - ( au 1 + ^ v ) , v > =0, 

即夕-(乂|| 1 + 爲、）同时正交于1^与〃.因为 V 及 V 是非零且正交的，它们是线性无关的.由定 
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理 B ,8 中的 （ ii ) 知，存在/，使得 p -( Y «+ 矿 v ) =/( irxv )， 即 

p = cl ’ u . + + y *( u r x v ). 

把 〆 =« - A〆 代入上述表达式，由于 vxv =0, 重新整理各系数记为《， JS , y 得， 

p = au + fiv + y(u x v ) ( B . 6) 

下面验证数 a , y 是唯一的.我们可假设不然而导出矛盾.事实上，如果有两组不同的数， 

使得 （ B .6) 成立，则由减法知，存在三个数，不妨设为 a , 爲， y 且不全为零，满足 

0 = au +) SK + y(tf xv ). 


两边与 UXV 作内积得, 


Q ^ y \\ u xv \\ 2 . 

由于“， k 是线性无关的，于是由定理 B .7 知， || « xv || #0,从而 7 =0,贝 IJ 


H 72] 


0 = aw + /3v , 

CL ， 卢至少有一个非零，这与《, V 是线性无关的相予盾. ■ 

目前我们已建立了叉积的 性质. 现在我们可以给出定理 B . 1 (因而定理2及 B , 3) 在 n =3 
时的一个证明. 

定理 B .10 对 R 3 中的向量 **， V ， w ， 下述三个断言是等价的： 

( i > 向董 tt , v , V 是 R 3 的一组基. 

( ii ) 向量 ||， V ， 说 生成 R 3 , 

( iii ) 向量 《， V， w 是线性无关的 * 

证明 由基的定义知， （0 逋涵 （〗 i ). 现在假设 （ ii ) 成立.我们用予盾法证明 （ iii ) 成立.即 
u , V ，_是线性无关的.事实上，如果《， v ， w 线性相关，则其中一个向量是另外两个向量的 
线性组合.这蕴涵着这两个向景可生成 R 3 . 假设《， v 生生 R 3 . 如果 ii xv =0,则由定理 B ,7 
知 ， 《, 〃线性相关，这就里涵着 R 3 由其中的一个向量所生成，比如 《. 但这是不可能的，因为 
我们容易在 R 3 中找到一个非零向量，它正交于《,显然，这样的向量不是《的标量倍，因此得出 
« xv =0. 但这更不可能，因为非零向量与《和 v 的线性组合正交.所以 ii , v , w 是线性无 
关的. 

现在假设 （ iii ) 成立.由于《, V ， W 是线性无关的.向量 II ， V 也是线性无关的.由定理 
B .9 知， u ， v，a x v 是 R 3 的一 组基. 所以有 a , 0 t y 三个实数，使得 

w = au + fiv + y(u x v ), 

由于 u , 〃， w 线性无关，故知 y 是非零的，从而 




现设 P 为 R 3 中的任一向量，由于《， V, « X 
使得 

p = a f U + p r v + y*{ u x v ). 
则 

p - a’u + + ^y( w ~ au - /3 v ) 

y 


au - 

构成 R 3 的一组基，故有三个实数矿，/， 


( a ' 十卜少―十小十， 
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因此 P 可写成 a , V ， w 的线性组合.而且这个表示是唯一的，因为如果 

P - + A 2 v + = A\u + A^v + A 

则我们有 

0 = (Aj ^A；)ii + (A 2 ^A2>v + (A 3 - \ 

并由于 《, V, w 是线性无关的得， 

A , = A ； | , A 2 = A2 * A3 = A3 . 

因此向童 U , V ， w 是 R 3 的一组基. ■ 

给出一个准则来判定 R 3 中的三个向量是 R 3 的一组基是有用的.现在我们来证明 W 中的三 
个向量 《， V ， 撕是 11 3 的一组基当且仅当 

〈《，K X w) ^ 0. 

数〈 II， v x h0 称为有序三重向量组 《、 V 、 w 的三重积 （triple product ), 三重积依赖于三个 
向量的次序，这由下述命题加以描述. 

命题 B.11 对 R 3 申的向量《， v 及 

(u 9 v x w) = (w 9 u x v) = (v 9 w x u) ( B. 7) 

{u^v x w) = - {v,ii x w) = 一 {w 9 v x u). 

证明这个命题的证明就是检验，事实上，由内积及叉积的定义得， 

〈《，v x w) = u t (v 2 w 3 - V^w 7 ) + a 2 (v^w l - v t w 2 ) + w 3 ( v . i ^ - v 2 u ?】） ， 

〈 W，ll x v ) = w x ( u 2 v 3 - u 3 w 2 ) + w 2 ( - u t v 3 ) + w 3 ( u x v 2 - u 2 v { )* 

可以看到这两个等式的右边是相等的.类似地，可得 〈 w ，« XP > =< v f vx «). 这样 （ B . 7 ) 的 
第一行已证实.从叉积的反对称性及 （ B . 7 ) 的第一行得出 （ B . 7 ) 的第二行的等式.即三重积中 
的向量的次序当有两个向量交换位置时，三重积将改变符号. ■ 

定理 B.12 对 R 3 中的向量 II ， v 及 V ，下述两个断言是等 价的： 

(0<||, v xw) /0. 

( ii ) u , v 及 w 形成 V 的一组基_ 

而且，当上述断言中之一（因而全部）成立时， R 3 中的每一个向量 p 可表示成 

p - au + fiv + yw , 

其中系统 a ，） 3 , y 由下述公式给出： 

(p f v x w) (u,p x iy ) (u $ v xp) 

(u,V X w) f ^ (u 9 V X w) 9 ^ ~ <«,V K 

证明首先假设 （ i ) 成立. 则 < n ，v xw ) ~( w 9 “ xv > 卢 0 , 因此由定理 B , 9 知， 
向量《， V 及 IIXV 是 R 3 的一组基.从而，存在数 ct $ y , 使得 

w = at « 十炉 + y (« xv ). ( B . 9 ) 

将此式两边与 《 XV 作内积，我们有 

(w^u x v) = y II a x V II 2 . 

从而 因为< 11 ， 0 . 将方程 （ B . 9 ) 除以 y ， 我们看到 nxv 是 《, v 及汾的 线性组 
合.因为 R 3 中的每个向量都可以由《\ V , « XV 的线性组合表示，从而 R 3 中每个向量都是 H , 
V , IP 的线性组合， T 面必需证明 R 3 中的每个向量可以唯一地表示成由《， v 及 w 的线性组合. 
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设 P 为 R 3 中的任一向量，假设有数《，/3, 7 , 使得 

p - au + fiv ^ yw. ( B. 10) 

我们分别将 （a 10) 式两端与 VXW , 然后与 WXB ， 最后与 《 xv 作内积，运用这些三重积中， 
若有两个向量相等，则三重积为0的事实，我们有 

( p,v x h ^) = a<«,v x w ) 

(p f w X ll) = ^{v y w x u) 

{p t u x v ) = y(w t u x v 〉. 

从这里，对三重积运用重整序性质 （ B .7)， 便可得 （ B .8). 这样，我们证明了 a , )3 及 y 的唯 
一性，同时对系数 a , 泠及建立公式 （ B .8). 

下面证 （ ii ) 蓮•涵 （ i ). 事实上，假设《, v 及 w 是 R 3 的一组基.注意到《与 v 是线性无关 
的，因为否则的话，可以用两种不同的方式把零向量表示为《，^及_的线性组合.因此由定 
理 B .7 知， uxv ^ O . 更进一步，由定理 B .9 知，向量《， v &« xv 是 R 3 的一组基，特别地， 
存在数 a , 沒， y , 使得 

w = an + j3v + y(« x v). (B. 11) 

由假设知 y /0, 因为 《, v 及 w 是 R 3 的一组基.对 （ B .11) 式取与 uxv 的内积得， 

(it , V x w ) = (nr ,<i x v ) = y l | « x v H 2 0. _ 

定理 B . 12 对 3 x 3 线性方程组有一个有趣的解释，对 3 x 3 矩阵 A = ['.], 考虑 3 x 3 线性 
方程组 

a u x l + a n x 2 + a i 3 x 3 = J \ 

a 2 i*i + a 22 x z + a 2i x 3 = y 2 (B. 12) 

a u x i + a i 2 x 2 + a a x 3 = y 3 . 

其中三重数组（: h , 73 ) 是给定的，我们要寻找三重数组 （*,， * 2 , * 3 )使之满足上述方程组. 

如果我们定义三个向 量为： 

“ = C ®ll ， a^i ^ = (^12 » ®2J，®32 ) ， W = ( Oj3 t <^23 »®33 ) ♦ 

并且注意到对给定的向量 J =(： K ,， h ), 上述线性方程组等价于 

x,u + x 2 v + x y w = y. ( B . 13) 

现在直接从三重向最组是空间 R 3 的一组基的定义出发，我们看到《, v 及 w 是 R 3 的一组基， 
[5751 这等价于对每一个三重数组 （ y ,, y 2 , y 3 ), 方程组 （ B . 12) 存在唯一的解 （*, ，* 3 ).然而定 
理 B . 12提供了一个 u ， v 及 w 是 R 3 的一组基的充分且必要条件，即<!<， vxw )^0. 因为 《， v 
及 w 是分别对应于矩阵 A 的第一列，第二列及第三列.我们定义3 x 3 的实数矩阵的 行列式 
( determinant ) 如下： 

定义 对 3 x 3 矩阵 




«12 

a n 

A = 

^21 

a 22 

a 23 


_ a 31 

% 

a ”」 


定义 A 的行列式（记为 det W 为 下式: 
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det = ®|J ( ®21°33 ~ ®32®23 ) + Oji ( <*32®I3 ― ^12^*33 ) + <*3i ( a |2®23 ~ ®22 fl 13 )• 

定理 B .13 对由 3 x 3 矩阵 A 确定的线性方程组 （ B . 12), 下述两个断言 等价： 

( i ) detA ^0. 

( ii ) 对三重数组 （ y , , j 3 ), 方程组有堆一的解 （ at 〗，* 2 , * 3 ). 

而且，当这两个断言中之一（因而全部）成立时，对给定的 （ y ,， y 2 , y 3 ), 方租组 （ B . 12) 的唯 
一解是 



I a 12 a l3 - 

, %Z ^ 


Yt 

a n _ 

， ^3 = 


a i2 

yr 

1 = i det 

a 22 a 23 

^2! 

72 

a 23 

°2l 

a 22 



-73 a 32 


’ a 3l 

y 、 

a 33 - 


-a 31 

a 73 



其中 D = det A . 

证明像上面那样，我们定义《, V ， w 为 

« = (a„ ,a 2l f a 3 , ) , v = (a l2 t a 22 r a J2 ) , w ; (a 1} ,a 23 ,a 33 ). 

对给定的向量， = ( y t , y 2 , r ,), 线性方程组等价于 

x,u + x 2 y + x^w =i y. 

由定义知 ， detA = («, vxw >, 这样本定理可由定理 B . 12 得出. ■ 

从叉积的反对称性得， 3 x 3 矩阵的行列式交换两列要改变 符号. 从内积与叉积的线性性 [576] 
得，如果两列固定，则行列式线性地依赖于余下 的列. 

现在我们已经了解三重积不为零的意义，现在来描述三重积的大小 （ magnitude ) 关于确定 
体积计算的意义.对 R 5 中的一点 P 及两个线性无关向量《及 v , 过点且以向量《, v 为边的 
平行四边形 （parallelogram ) 是集合 *S = lp + an + j 3 vl O ^ a ^ l , 0<月<1丨 . S 的 面积是向量 V 的 
长度乘以点 P +« 到直线的距离，此直线过点且平行于 v . 由定理 B .4 及 B .6 得， 

area «S = || ll x v (| . ( B . 14) 

对 R 3 中的一点 p 及非零向量过点 P 法向董是 i | 的平面定义为点集它是由点 P+w 
组成，满足〜正交于 if . 给定平面中的两点 P + tt 和 P + v ， 且《和 v 是线性无关的，从定理 
B .8 的 （ ii ) 知，存在标童 y , 使得 ” = y ( ttxi 0. 三重向童《，是 R 3 的一组基，因此 
P =| p + a «+)9 H a , )8 e R 丨.点 g 到平面 P 的距离定义为从 g 到 P 中与最接近的点的距离. 

命题 B .14 对 R 3 中的向量”，其长度为1,设 P 为过原点且以”为法向量的 平面. 则对 R 3 
中的任意一点 p ， p 到7>的距离等于 I < p ， i |> I . 

证明由假设<1|， i |> =1及内积的线性性得， 

(p - (/= {p ， v) - (pfv)(v*v) = 

即 P - 〈 P ， ||>»|正交于》?，因此 位于卩内. 点/>与/»_〈/»，1|>*|之间的距离是 

II ( p , n ) n \\ -I < p ,”> 丨 Nil => Omi > i . 

这样，为证此命题，必须证明：对 P 中的任一点《， 

(I p - « II > I (p*v ) 1 - 

然而，对 P 中的任一点《， P ~ u -{ p-(Pf ”）rj -**) + ( p , 因为向量 p - <|>，“与 

< p , i |> i | 是正交的，故由毕达哥拉斯恒等式得， 
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附录 B 


II 


II (p,v)v\\ 2 ^ II (p^)v\\ 2 =1 (p,v) I 


_ 


II P - « II = II P - (PfV)v ■ 

所以 \\ P - U }\ ( p t V )\ . 

现在假设《，|^及|^是]^的一组基.基点为 P 以 《， V 及 w 为界 的平行六面体 
( parallelepiped ) 定义为点集 V = + ot « +和 +yiH 0 矣 a 矣 1，0 矣芦莓 1， 1 \ , V 的体积定 
义为基点为 P 以向量 I *, V 为边界的平行四边形的面积乘以/» + 1^到平面的距离，这个平面是过 
p , p + tt 及 P + V 的平面，注意到此平面的过点 P 的法向量是 U XV ， 

定理 扎 15 令 u ，v 及 IT 为 R 3 的一组基，设 V 是基点为原点，并 以“， V 及 汾 为界的平行 
六面体，则 V 的体积 由下式给出： 

vol V = I (u y v x w) L (B. 15) 

证明 过原点及向量 K 及 V 的平面的法向置是 《 X V ，从而1| = « X V / || II X V || 是平面的单 
位法向量.注意到 

所以由命题 B. 14 知，点 w 到平面 P 的距离等于 

(w,w X v )) 


〈袱 ， ?|〉 I = 


II « X V || 

另一方面，由定理 B .6 知，基点为原点以》, V 为界的平行四边形的面积是 
据体积的定义得， 

〈汾 ，“ X V〉I — 


II 


从而根 


vol V 


II 




I . 


_ 


II II X V II 

= I { w f u X v ))= 

推论 B .16 设 V 是基点为原点由标准基向量 a , 心， A 所生成的平行六面体，則对与 3 x 3 
矩阵 A 相伴的可逆线性映射 7: R 3 — R 3 , 其象 r ( V ) 的体积由下式 给出： 

voir ( V ) = I det A I vol U ( B . 16) 

证明定义 u = r ( h ), v = r (« 2 )， 及 w = r ( e 3 ). 如果 （ a , /?， y ) 在 v 中，则 

T(a f fi f y) = au + fiv + yw. 

因此， nv > 是以 a , v 及 w 为边界的平面六面体.从而 

voir ( V ) :l < w，v X w〉I • ( B . 17) 

另一方面，由矩阵 A 与线性映射 r : R 3 — R 3 的方式得，《, V 及 w 分别对应于 4 的第一列，第 
二列及第三列，并由行列式的定义得， 

det A = x w ). ( B . 18〉 

又因为 volV = l , 所以体积公式 （ B . 16) 可由 （ B . 17) 和 （ B . 18) 得出. ■ 

向董《， V， w 的有序三重组的三重积<«，是非零的，当且仅当它们是 R 3 的一组 
基.当这个三重积非零时，定理 B . 15描述 了三重 积的绝对值的意义.自然地要问一下，三 
重积的值的符号的意义.向量《, V ， 辦的有序三重组称为是正 方向的 （ positively oriented ) , 
如果<«, vxv > >0. 注意到标准有序基底 * 是正方向的，因为 < UxA >= l . 而且 ， IE 
向的几何意义在于，如果《, v , W 的有序三重组是正向的，则这组基可以由下面的连续变形得到 
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标准有序基： 存在三 个参数化路径 a : [0, 1]— R 3 , 存： [0, 1]— R 3 & T: [0, 1]— R 3 , 使得 

a (0) = u 9 )3(0) = v ， y ( Q ) = w 
a(l) = iy 玲⑴ s J ， y(l) =*， 

而对 [0, 1] 中的每个参数值向量 a (0, 沒 U ), y ⑴是 R 5 的一组基， 

注意，如果向董《, v 是线性无关的，则向童《，« xv 的有序三重组是正方向的，因为 

(«,v X (« X v ) ) = <11 X V , II X v ) >0. 

有序基《，是正方向的，这在初等课程中非形式地描述为右手法则. 

对任意 zixn 矩阵也可以定义它的行列式，它有着与 3 x 3 情况下相同的代数意义.在 15. 1 
节我们借助归纳提供了一个定义.我们看到在3 x 3 矩阵情况下，这一定义与我们在这里给出 
的定义是一致的^ 

习题 

1. 求 V 过原点且平行于向最 （1, 0, 2) 的直线方程，并求出点（0, 2, 到这条直线的距离. 

2. 证明：集合丨 《 = U , y ， z ) I 2*+3 7 -2=01是过原点且法向董为 1| = (2,3, -1) 的平面，求点（1， 1,0) 

到这个平面的距离 _ 

3. 证明： 向最《 = (1, 0, 1/2), p = (0, 2, 1 〉， w = ( 0, 0) 的三重组是 V 的一 组基， 使用公式 （ B _8) 

用这组基表示点 （1, 0, 0). 同样用这组基表示出点（0, 1, 0). 

4. 对 R 3 中的非零向量 w ， 求出一个非零向量 V ，使之与 II 正交，然后再求一非零向量 V ，使得 u ， V ， w 是 R 3 
的一组基. 

5 . 求基点在原点旦以 （1, 0, 2) 及（0, 0, 1) 为界的平行四边形的面积. (579] 

6. 对平面 W 中的两点 <〜， ri >, ( jr 2t y 2 ) t 定义复乘积（记为 （ z ,， yi )( x 2t y 2 )) 为 下式： 

(^ i * yi )( x 2 f y 2 ) = ( x lXl - + ^ y , >- 

定义两点的和为通常的和. 

ffi 明： （1, 0)( x , y ) =( x , y ) 对 R 2 中的每一点 （*, : K ) 成立，即（1， 0) 是乘法单位元. 
b . (0, 0> + U , y > =( x , y ) 对 R 2 中的每—点（*， y ) 成立, 即 （0, 0) 是加法单位元. 

C . 最后， 证明： 在通常加法及复乘积为乘积情况下，域公理是满足的. 

7* 把 R 2 中的两点 （ x_ ， y|) 及 （ ac 2 * y! 〉用极坐标形式表不为 （*_ ， y, ) = ( r l co»0 l T rjsin^! ) , ( t y 2 ) = ( r 2 nod^ 2 , 

运用正弦与余弦的加法公式 证明： 由习题6所定义的复乘积玎以写成 
(^1 »ri )(^2tr 2 ) " (yosfh + $ 2 ) t r l r^in(0 l + )- 

^运用这个公式给出复乘积的几何解释. 
b 对 U ,, r ,)^( o , 0) 的复乘法的逆给出一种几何解释. 

8. 设 R 3 中的非零向 Sw 和 f 是正交的， 证明： 《与 v 是线性无关的. 

9. 证明： 不存在向 S 使之具有 《xv = v , 其中 v 是 R 3 中的任一 向量. 

10. 给定 K 中的向童 K 及 K , 问在什么条件下存在一向董使 

11* 假设三重向 量组“，匕 W 是 R 3 的一组基.对任意实数 a , 尽 证明： 基点在原点以 V , * 为边界的平行 
六面体的体积与基点在原点以 K , P 及为边界的平行六面体的体积相同 * 从几何角度解释这一 
结果- 

© 关于线性代败 * 初级内容可参考 David C . Lay 的 〈 Un«ar Algebra and Its Applicationa ) ( Boston ： Addi&on Wesley , 

2002), 更高级内容 可参考 Pel«r D . Lax 的 {Linear Algebra》（New York : John Wiley , 1996)* 
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附录 B 


12* 证明：方程组 


对每一对数对 （ y ,, r 2 ) 有唯一的解 （A 
(提示：证明上述方程组等价于 


+ = Tl 

%:】 + % X 2 = h 

h ) ，当且仅当 a , I a 。- 


o u x t ^a l 2 x 2 =r, 

+a 22 x 2 ^0x 3 =r 3 

0^, + 0x 2 + = y 3 _ ) 
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